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Введение

При решении краевых задач высокой вычислительной сложности на ЭВМ специа-
листы неизбежно сталкиваются с проблемой минимизации вычислительных затрат при
сохранении необходимой точности решения. Актуальность этой проблемы особенно ост-
ро проявляется в приложениях, где требуется проведение расчётов с высокой точностью
(квантовая физика, оптика, химия, проблемы создания высокоточных систем навигации,
метеорология и др.), при решении нелинейных задач с малыми параметрами и больши-
ми градиентами, задач большой размерности, в которых ограниченность объёма памяти
ЭВМ становится наиболее критичной, а также при оптимизации сложных систем, сво-
дящейся к решению большого количества прямых задач.

Настоящая работа посвящена решению указанной проблемы. В ней разработан и
апробирован новый алгоритм решения нелинейных краевых задач Дирихле для диффе-
ренциальных уравнений эллиптического типа, гладкость решений которых зачастую до-
статочно высока. Известно, что при численном анализе одномерных дифференциальных
уравнений с высокой гладкостью коэффициентов и правых частей спектральные мето-
ды на основе приближений Фурье и Чебышёва демонстрируют значительную эффектив-
ность [1, 2]. Однако в случае задач высокой размерности применение таких приближений
требует обращения матриц большого размера и сложной структуры, что влечёт суще-
ственный рост вычислительных затрат и погрешностей. В настоящей работе предложен
подход к аппроксимации и приближённому решению дифференциальных уравнений в
областях канонических форм, свободный от указанных недостатков. Конкретно в ра-
боте рассматриваются d-мерные краевые задачи Дирихле в областях D = [−1, 1]d для
уравнений эллиптического типа второго порядка вида

d = 1 : uxx = f(u, x),

d = 2 : uxx + uyy = f(u, x, y),

d — произвольное :
∂2u

∂(x1)2
+

∂2u

∂(x2)2
+ · · ·+ ∂2u

∂(xd)2
= f(u, x1, . . . , xd),

(1)

где (x, y) и (x1, . . . , xd) — прямоугольные декартовы системы координат, u ∈ C2(D) —
неизвестная функция, f — правая часть, зависящая нелинейным образом от решения.
Разрабатываемый метод несложно модифицировать для решения уравнений с перемен-
ными коэффициентами и квазилинейных уравнений. Однако для краткости в этой работе
такое обобщение опущено. Граничные условия для уравнений (1) выглядят следующим
образом:
d = 1 : u(−1) = a, u(1) = b, a, b ∈ R,
d = 2 : u(±1, y) = ϕ±1 (y), u(x,±1) = ϕ±2 (x),

d — произвольное : u(x1, . . . , xδ−1,±1, xδ+1, . . . , xd)

= ψ±δ (x1, . . . , xδ−1, xδ+1, . . . , xd), δ = 1, . . . , d,

(2)

причём значения функций ϕ±1,2 и ψ±1,...,d согласованы в угловых точках области [−1, 1]2 и
на рёбрах области [−1, 1]d соответственно. Для аппроксимации функции в работе будет
использовано представление

u(x) = u(x) + v(x), x ∈ D, (3)

где функция u(x) принимает нулевые значения на границе D, а функция v(x) реализует
заданные граничные условия.
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В пункте 1 описан удобный способ аппроксимации неизвестных функций и их про-
изводных на основе интерполяционных полиномов с узлами Чебышёва, позволяющий
автоматически учесть тип граничных условий. Получены оценки погрешности аппрокси-
мации решения и его производных. Спектр матричных операторов, аппроксимирующих
производные, вычислен с гарантией точности на основе интервальных методов. Пункт 2
посвящён разработке методов решения задачи линейной алгебры, соответствующей ис-
ходной дифференциальной постановке. Здесь на основе метода коллокаций, итерацион-
ного метода установления с нестационарными регуляризациями и методов, описанных в
[3], получены системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) в форме уравнений
Сильвестра и их тензорных обобщений. Далее предложен аппарат для работы с эти-
ми уравнениями, позволивший на несколько порядков снизить количество операций по
сравнению с классической схемой метода коллокаций (КСМК). Под последней здесь и
далее понимается алгоритм, работающий со СЛАУ вида Ã~x = ~b с матрицей Ã большого
размера и сложной структуры.

Сравнивая разработанный метод с методами конечных разностей (МКР), отметим,
что для достижения заданной точности в задачах с гладкими решениями созданному
методу требуется значительно меньше узлов пространственной сетки, чем, например,
схеме переменных направлений на основе МКР. Это определяет значительный выигрыш
предложенного метода в количестве операций и затратах памяти. Тестовые расчёты,
демонстрирующие указанные преимущества, приводятся в п. 3.

Важной особенностью работы является применение единого (нелокального) прибли-
жения неизвестной функции полиномом (1D-случай) либо прямым произведением поли-
номов (случай произвольной размерности). В связи с этим разработанный метод будем
именовать далее нелокальным методом (НМ).

1. Аппроксимация неизвестных функций и
их производных в задачах Дирихле

Следуя [4, гл. 9, § 5], для приближения решений будем использовать специальные мо-
дификации интерполяционных полиномов с узлами в корнях многочленов Чебышёва.
Опишем ниже метод аппроксимации дифференциальных операторов, основанный на та-
ких приближениях, и получим оценки погрешности. Обозначим xj = cos

(
(2j−1)π/2N

)
—

узлы многочлена Чебышёва TN (x) степени N , j = 1, . . . , N . Положим

P1D(u, x) =
N∑
j=1

ζ(x, xj)TN (x)

(x−xj)T
′
N (xj)

u(xj), ζ(x, xj) =
1−x2

1−x2j
, x /∈ {x1, . . . , xN ,±1}. (4)

Здесь и в формулах (14), (18) значения полинома в узлах интерполяции доопределяются
по непрерывности: P1D(u, xj) = u(xj), P1D(u,±1) = 0. Множитель ζ(x, xj) позволяет
автоматически учесть, что функция u(x) из (3) удовлетворяет однородным условиям
Дирихле. Оценка погрешности для модифицированных интерполяций дана ниже.

Для приближения решения будем использовать выражение u(x) ≈ P1D(u, x)+v(x), где
P1D(u,±1) = 0, v(x) — линейная функция, удовлетворяющая неоднородным условиям
(см. (2) случай d = 1).

Для приближения первых и вторых производных u(x) с условиями u(−1)=a, u(1)=b
положим v(x) = ((b− a)x+ (a+ b))/2 ,

u
′
(x) ≈ P ′1D(u, x) + (b− a)/2, u

′′
(x) ≈ P ′′1D(u, x)
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и используем матричную аппроксимацию операторов дифференцирования (в [5] подоб-
ная аппроксимация названа “matrix differentiation technique”). При построении аппрок-
симации для упрощения выкладок будем полагать, что краевые условия являются одно-
родными, т. е. a = b = 0, v(x) ≡ 0.

Положим s =
√

1− x2, sj =
√

1− x2j , uj = u(xj). Дифференцируя полином (4) по x,
получаем

P
′
1D(u, x) =

1

N

N∑
j=1

(−1)j−1

{
2xxj − x2 − 1

(x− xj)2sj
TN (x) +

s2

sj(x− xj)
T
′
N (x)

}
uj , (5)

P
′′
1D(u, x) =

1

N

N∑
j=1

(−1)j−1

{
2s2j −N2(x− xj)2

(x− xj)3sj
TN (x)− (x2 − 3xxj + 2)

sj(x− xj)2
T
′
N (x)

}
uj . (6)

Переходя в (5), (6) к пределу при x→ xi и используя правило Лопиталя, находим

P
′
1D(u, xi) =

N∑
j=1, j 6=i

(−1)i+j
si

sj(xi − xj)
uj −

3xi
2s2i

ui, (7)

P
′′
1D(u, xi) =

N∑
j=1, j 6=i

(−1)i+j−1
2s2i + 3xi(xi − xj)
sjsi(xi − xj)2

uj −
(N2 + 5)s2i + 3x2i

3s4i
ui. (8)

Введём обозначения:

aij =
(−1)i+jsi
sj(xi − xj)

, aij = (−1)i+j
2s2i + 3xi(xi − xj)
sjsi(xi − xj)2

, i, j = 1, . . . , N, i 6= j, (9)

ni = −3xi
2s2i

, νi = −(N2 + 5)s2i + 3x2i
3s4i

, i = 1, . . . , N, (10)

U =


u1
u2
...
uN

 , Ux =


(ux)1
(ux)2
...

(ux)N

 =


ux(x1)
ux(x2)

...
ux(xN )

 , Uxx =


(uxx)1
(uxx)2

...
(uxx)N

 =


uxx(x1)
uxx(x2)

...
uxx(xN )

 ,

и сформируем N×N -матрицы:

A =


n1 a12 . . . a1N
a21 n2 . . . a2N
...

... · · ·
...

aN1 aN2 . . . nN

 , A =


ν1 a12 . . . a1N
a21 ν2 . . . a2N
...

... · · ·
...

aN1 aN2 . . . νN

 .

Для аппроксимации производных в уравнениях (1) (при d = 1) в случае однородных
краевых условий получим формулы

Ux ≈ AU, Uxx ≈ AU, (11)

где Vx — вектор с компонентами (vx)i = (b− a)/2 ∀ i = 1, . . . , N .
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Теорема 1. Пусть u(x) ∈ CN+2([−1, 1]) и u(−1) = a, u(1) = b. Тогда модифицированный
полином PN (u, x) = P1D(u, x) + v(x), где u = u− v, v = ((b− a)x+ (a+ b))/2, удовлетво-
ряет оценке погрешности приближения функции u(x) интерполяционным полиномом
с узлами Чебышёва:

‖PN (u, x)− u(x)‖ ≤ ‖u
(N+2)(x)‖
(N + 2)!

21−N , (12)

где ‖ · ‖ – супремум норма непрерывной функции.

Доказательство. Для начала отметим, что PN (u, x)− u(x) = P1D(u, x)− u(x).
Пусть P1D(u, x) — интерполяционный полином для функции u с узлами −1, x1, . . . ,

xN , 1, где x1, . . . , xN — корни многочлена Чебышёва TN (x); ω(x) = (x2 − 1)TN (x). Заме-
тим, что в силу того, что u(±1) = 0, имеют место соотношения

P1D(u, x) =
ω(x)u(−1)

(x+ 1)ω′(−1)
+

N∑
k=1

TN (x)(x2 − 1)u(xk)

(x− xk) [(TN (x)(x2 − 1))]′|x=xk
+

ω(x)u(1)

(x− 1)ω′(1)

=
N∑
k=1

(1− x2)TN (x)

(x− xk)(1− x2k)T ′N (xk)
u(xk) = P1D(u, x).

Здесь использованы равенства [(TN (x)(x2−1))]′
∣∣
x=xk

= [(T ′N (x)(x2−1))+2xTN (x)]
∣∣
x=xk

=

T ′N (xk)(x
2
k − 1) + 2xkTN (xk) = T ′N (xk)(x

2
k − 1).

С другой стороны, применяя классическую теорему об оценке погрешности интерпо-
ляции функции u(x) [6], получаем:

‖P1D(u, x)− u(x)‖ ≤ ‖u
(N+2)(x)‖

(N + 2)!
‖ω(x)‖ =

‖u(N+2)(x)‖
(N + 2)!

‖(x2 − 1)TN (x)‖

≤ ‖u
(N+2)(x)‖

(N + 2)!
‖(x2 − 1)‖‖TN (x)‖ =

‖u(N+2)(x)‖
(N + 2)!

× 1× 2N−1.

Объединяя приведённые выкладки и учитывая, что при любых N u(N+2)(x)=u(N+2)(x),
получаем, что для функции u(x) ∈ CN+2([−1, 1]) с условиями u(−1) = a, u(1) = b выпол-
нена оценка (12).

Теорема 2. Обозначим LipM (D) — класс липшицевых функций на отрезке D = [−1, 1]
с константой Липшица M , WN

∞(M,D) — замыкание класса функций
{
f ∈ CN−1(D) :

f (N−1) ∈ LipM (D)
}
в супремум-норме. Пусть u(x) ∈WN+2

∞ (M,D), 1 ≤ s < N + 2, тогда∥∥P(s)
N (u, x)− u(s)(x)

∥∥ ≤M 2N+2−s

(N + 2− s)!
.

Заключение теоремы вытекает из соотношений
∥∥P(s)

N (u, x) − u(s)(x)
∥∥ =

∥∥P(s)
1D(u, x) −

u(s)(x)
∥∥, которые имеют место в силу рассуждений, проведённых выше, а также из

[4, гл. 3, § 3, теорема 4], применённой для оценки
∥∥P(s)

1D(u, x)− u(s)(x)
∥∥.

Из теоремы 2 следует, что при высоком порядке гладкости функции u(x) погреш-
ность предложенных аппроксимаций операторов дифференцирования стремится к нулю
со скоростью не ниже O(2N/N !) при увеличении числа узлов N .

Для разработки быстрого метода решения краевых задач нам потребуется спектраль-
ное разложение матрицы A, аппроксимирующей вторые производные:

A = RADAR
−1
A , (13)
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где RA — матрица собственных векторов A, DA — диагональная матрица, содержащая
собственные значения djA матрицы A на диагонали (j = 1, . . . , N).

Замечание 1. При численной реализации алгоритма решения задач Дирихле (1), (2)
матрицы A, A, RA, DA, R−1A для разных значений N целесообразно занести в базу дан-
ных, чтобы не тратить время на их расчёт.

Анализ собственных чисел матрицы A и чисел обусловленности матрицы RA был
проведён с помощью интервальных методов [7, 8].

Пакет позволяет проводить расчёты с гарантией точности, иными словами, вычис-
лять радиусы интервалов, в которые гарантированно попадает искомое значение соб-
ственного числа или значения числа обусловленности матрицы. В таблице 1 приведены
значения центров и радиусов интервалов, в которые гарантировано попадают значения
первых 10-ти собственных чисел матрицы A.

Таблица 1. Значения собственных чисел djA матрицы A при N = 10 и радиусы интервалов
radj , гарантированно содержащих собственные числа djA

j djA radj j djA radj

1 −3.169920593590947e+ 03 9.09e− 13 6 −62.595104941014185 2.13e− 14

2 −3.034196464055946e+ 03 4.55e− 13 7 −39.453871795378625 2.84e− 14

3 −1.964915419758917e+ 02 5.68e− 14 8 −22.206898938237902 2.13e− 14

4 −1.785341309646627e+ 02 5.68e− 14 9 −9.869604101936476 2.66e− 14

5 −84.264388535869273 2.84e− 14 10 −2.467401100161208 2.44e− 14

На рис. 1 и 2 приведены значения верхних границ обусловленностей cond2,∞
RA

матриц
RA, посчитанных во второй и бесконечной нормах, и относительные радиусы интервалов
rad2,∞

RA
в логарифмической шкале, в которых гарантированно лежат эти значения.

Рис. 1. Зависимости cond2
RA

(а) и rad2
RA

(б) от количества узлов N

Рис. 2. Зависимости cond∞RA
(а) и rad∞RA

(б) от N
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Благодаря проведённому анализу удаётся сделать следующие выводы, имеющие важ-
ное значение для обоснования предложенного метода:

1. Собственные значения матрицы A являются отрицательными действительными
числами и достаточно далеко отстоят друг от друга на действительно оси.

2. Обусловленность матрицы RA с ростом числа узлов растёт достаточно медленно и
принимает малые значения. Этот факт обеспечивает высокую устойчивость пред-
ложенного алгоритма к погрешностям округления.

В случае двумерной задачи (d = 2, D = [−1, 1]2, u(x, y) ∈ C2(D) — искомая функция)
в области D вводится сетка с узлами (xj , yk), где xj = cos

2j − 1

2N
π, yk = cos

2k − 1

2K
π, j =

1, . . . , N, k = 1, . . . ,K. Далее используем обозначения: ujk = u(xj , yk), (uµ)jk = uµ(xj , yk),
где µ обозначает операцию дифференцирования (µ ∈ {x, y, xx, yy, xy}, u = u−v, см. (3)).
Пусть U = (ujk), Uµ = ((uµ)jk) — N×K-матрицы. Аппроксимация u(x, y) с применением
прямого произведения интерполяционных полиномов (4) имеет вид

u(x, y) ≈ P2D(u, x, y) + v(x, y),

P2D(u, x, y) =
N∑
j=1

K∑
k=1

ζ(x, xj)TN (x)

(x− xj)T
′
N (xj)

ζ(y, yk)TK(y)

(y − yk)T
′
K(yk)

u(xj , yk). (14)

Здесь P2D удовлетворяет нулевым граничным условиям, а v(x, y) реализует заданные
ненулевые граничные значения v = vx + vy, где vx(x, y) = αx(y)x + βx(y), vy(x, y) =
αy(x)y + βy(x),

vx |y=±1= vy |x=±1= 0. (15)

Величины (αx, βx) и (αy, βy) рассчитываются, исходя из условий на границах x = ±1,
y = ±1 соответственно. Равенство (15) обеспечивает для функции v(x, y) выполнение
необходимых условий на границе D при суммировании v = vx + vy.

Реализуя вычисления, аналогичные (5)–(11) (см. также [3]), получаем матрицы, слу-
жащие для аппроксимации производных u(x, y) по x (A, A размера N×N) и по y (B, B
размера K×K):

Ux ≈ AU+Vx, Uy ≈ UB>+Vy, Uxx ≈ AU, Uyy ≈ UB>, Uxy ≈ AUB>+Vxy. (16)

Здесь Vµ представляют матрицы значений производных vµ(x, y) на сетке (xj , yk). Эти
значения рассчитываются следующим образом:

Vx = V x
x + AV y, Vy = V xB> + V y

y , Vxy = V x
x B

> + AV y
y , (17)

где V x,y
µ — матрицы значений vx,yµ (xj , yk).

Замечание 2. Функции αx, βx, αy, βy за счёт условия (15) могут иметь разрывы в
точках y = ±1, x = ±1 соответственно. В экспериментах установлено, что осцилляции,
возникающие из-за этого при аппроксимации производных функций v(x, y) по форму-
лам (17), подавляются в итерационном процессе метода установления (см. п. 2) и не
увеличивают порядок погрешности полученных решений.
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В случае произвольной размерности задачи d (D = [−1, 1]d, u(x) ∈ C2(D) — иско-
мая функция, x = (x1, x2, . . . , xd)) введём в области D сетку с узлами

(
x1j1 , . . . , x

d
jd

)
, где

xδjδ = cos
2jδ − 1

2Nδ
π, jδ = 1, . . . , Nδ, Nδ — число узлов по направлению δ (δ = 1, . . . , d).

Обозначим u〈j1j2, . . . , jd〉 = u(x1j1 , x
2
j2
, . . . , xdjd), uµ〈j1j2, . . . , jd〉 = uµ(x1j1 , x

2
j2
, . . . , xdjd), µ ∈{

x1, . . . , xd, x1x1, x1x2, . . . , xdxd
}
— одна из производных, u = u − v, см. (3). Пусть U =

(u〈j1j2, . . . , jd〉), Uµ = (uµ〈j1j2, . . . , jd〉) — d-мерные массивы размера N1×N2× · · ·×Nd.
Для аппроксимации решения u(x) используем прямое произведение полиномов (4):

Pd(u,x) = Pd
(
u, x1, . . . , xd

)
=

N1∑
j1=1

· · ·
Nd∑
jd=1

u〈j1j2, . . . , jd〉
d∏

k=1

ζ
(
xk, xkjk

)
TNk

(
xk
)(

xk − xkjk
)
T
′
Nk

(
xkjk
) . (18)

Тогда u(x) ≈ Pd(u,x) + v(x), Pd удовлетворяет однородным, а v(x) — неоднородным
граничным условиям и строится аналогично 2D-случаю. По аналогии с (5)–(11) получа-
ем матрицы размеров N1×N1; . . . ; Nd×Nd, служащие для аппроксимации производных
u(x) по переменным x1, . . . , xd. Обозначим эти матрицы A1, A1; . . . ; Ad, Ad.

Определение. δ-произведением аппроксимирующей матрицы Aδ = (ajs)Nδ×Nδ и мас-

сива U будем называть массив αδ = Aδ
δ
× U , элементы которого определяются по фор-

муле αδ〈j1, . . . , jδ−1, k, jδ+1, . . . , jd〉 =
∑Nδ

s=1 aksu〈j1, . . . , jδ−1, s, jδ+1, . . . , jd〉, k = 1, . . . , Nδ,
δ = 1, . . . , d.

Графическая интерпретация введённого определения в частном трёхмерном случае
на основе операций со слоистыми 3D-массивами дана в [3].

Введённая операция δ-произведения позволяет представить аппроксимацию операций
дифференцирования в следующем виде:

Ux1 ≈ A1

1
× U + Vx1 , . . . , Uxd ≈ Ad

d
× U + Vxd ,

Ux1x1 ≈ A1

1
× U + Vx1x1 , . . . , Uxdxd ≈ Ad

d
× U + Vxdxd ,

Ux1x2 ≈ A1

1
× A2

2
× U + Vx1x2 , . . . , Uxd−1xd ≈ Ad−1

d−1
× Ad

d
× U + Vxd−1xd .

(19)

Несложно проверить (см. [3] для случая d = 3), что введённые операции δ-произведения
являются ассоциативными в том смысле, что, например,

A1

1
× A2

2
× U = A2

2
× A1

1
× U.

Кроме того, эти произведения можно комбинировать со спектральными разложениями
аппроксимирующих матриц:

A1

1
× U = RA1

1
×
[
DA1

1
× (R−1A1

1
× U)

]
.

Отметим, что если выражение содержит несколько операций δ-произведения, то для
корректности эти операции должны выполняться справа налево.

Описанные приближения неизвестной функции и её производных можно обобщить
на случай производных произвольного порядка.
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2. Разработка метода итерационного решения задач (1)

После аппроксимации решения и его производных в уравнениях (1) приходим к нели-
нейным соотношениям, записанным для векторов (d = 1), матриц (d = 2) или d-мерных
массивов. Будем искать решения этих нелинейных соотношений с помощью метода
установления. Для этого обозначим оператор Лапласа символом 4 и представим (1) и
(2) в общем виде:

4u = f(u,x), u |∂D= g(x). (20)

Метод установления использует дополнительную временну́ю переменную t и нестацио-
нарный оператор — регуляризацию Bt — для организации итерационного процесса.
Далее осуществляется переход от задачи (1), (2) к начально-краевой задаче с неизвест-
ной функцией u(t,x):

Btu = 4u− f(u,x), u(t,x) |x∈∂D= g(x), u(0,x) = u0(x). (21)

Решение задачи (20) ищется как предел решений (21) при t → ∞. Для построения
вычислительных схем рассмотрим простую регуляризацию Bt =

∂

∂t
и регуляризацию

Соболева Bt = (k1 − k24)
∂

∂t
, где k1, k2 > 0 — параметры. Введём дискретизацию по

переменной t с постоянным шагом τ и узлами ts = τs, s = 1, 2, . . . . Обозначим û, u —
компоненты решений, получаемых на s-м и (s − 1)-м шагах по времени, удовлетворя-
ющие однородным граничным условиям, см. (3). Используя разностное представление
производной ∂

∂t
u ≈ û− u

τ
, выведем соотношения для расчёта значений û по значениям u

для случая простой регуляризации:

û− τ4û = u− τf(u,x) + τ4v, (22)

а также для случая регуляризации Соболева:

k1û− (k2 + τ)4û = (k1 − k24)u− τf(u,x) + τ4v. (23)

Отметим, что выражения для добавочной функции v(x) не зависят от номера шага по
времени, и в силу линейности v выражения τ4v, стоящие в правых частях (21), (22),
равны нулю. Сходимость полученного итерационного процесса для каждой конкретной
задачи может быть исследована на основе теорем о неподвижных точках нелинейных
операторов [9, гл. VIII]. Условие остановки процесса

‖Btu‖
‖f(u,x)‖

=
‖4u− f(u,x)‖
‖f(u,x)‖

≤ εS (24)

даёт приближённое решение задачи (20) c невязкой установления εS . В качестве началь-
ных данных во многих задачах можно использовать нулевые значения.

Далее рассмотрим пример построения алгоритма с использованием простой регуля-
ризации. В соответствии с (22), для решения (1) получим:

d = 1 :

(
1− τ ∂

2

∂x2

)
û = u− τf(u, x),

d = 2 :

(
1− τ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

))
û = u− τf(u, x, y),

d — произвольное :

(
1− τ

(
∂2

∂(x1)2
+ · · ·+ ∂2

∂(xd)2

))
û = u− τf(u,x).

(25)
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Используя представления (11), (16), (19) для приближения вторых производных в
уравнениях (25), приходим к задачам линейной алгебры на каждом шаге метода уста-
новления:

(E − τA)Û = U − τF (U + V) = H(U), (26)

Û − τ
(
AÛ + ÛB>

)
= U − τF (U + V) = H(U), (27)

Û − τ
(
A1

1
× Û +A2

2
× Û + · · ·+Ad

d
× Û

)
= U − τF (U + V) = H(U), (28)

где E — единичная матрица, Û и U — вектора, матрицы или массивы (в зависимости от
размерности задачи), содержащие значения функций u = u− v в узлах интерполяции на
текущем и предыдущем временных слоях, V содержит значения добавочной функции, а
F — значения правой части в узлах интерполяции. Уравнение (27) представляет собой
матричное уравнение Сильвестра, а (28) — его тензорное обобщение (см. рис. 3 для
случая d = 3).

Рис. 3. Схема δ-произведений матриц и массивов в уравнении (28) при d = 3

Умножим теперь (26) слева на матрицу R−1A , затем умножим (27) слева на матрицу
R−1A и справа на матрицу R−1B , а также запишем δ-произведения матриц R−1Aδ и выраже-
ний, стоящих в левых и правых частях (28). В итоге получим следующие выражения:

(E − τDA)V̂ = G(U),

V̂ − τ(DAV̂ + V̂ DB) = G(U),

V̂ − τ(DA1

1
× V̂ +DA2

2
× V̂ + · · ·+DAd

d
× V̂ ) = G(U),

(29)

где

при d = 1 : V̂ = R−1A Û , G(U) = R−1A H(U),

при d = 2 : V̂ = R−1A ÛR−1B , G(U) = R−1A H(U)R−1B ,

при произвольных d : V̂ = R−1A1

1
× · · ·

d−1
× R−1Ad

d
× Û ,

G(U) = R−1A1

1
× · · ·

d−1
× R−1Ad

d
× H(U).

(30)

Отметим, что в последнем выражении операции нужно выполнять справа налево.
Решение (29) даётся простыми формулами:
• при d = 1 компоненты вектора V̂ выражаются равенствами v̂j =

gj

1− τdjA
;
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• при d = 2 элементы матрицы V̂ определяются равенствами v̂jk =
gjk

1− τ(djA + dkB)
;

• при d = 3 элементы d-мерного массива V̂ суть v̂〈j1, . . . , jd〉 =
g〈j1, . . . , jd〉

1− τ
(
dj1A1

+ dj2A2
+ · · ·+ d

jd
Ad

) .
Здесь gj , gjk, g〈j1, . . . , jd〉 — компоненты вектора, элементы матрицы или массива G

(в зависимости от размерности), djA, d
k
B, d

jδ
Aδ

— собственные числа матриц A, B, Aδ,
j = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,K, jδ = 1, . . . , Nδ, δ = 1, . . . , d. После вычисления V̂ выполняем
операции:

d = 1 : Û = RAV̂ ; d = 2 : Û = RAV̂ RB; d = 3 : Û = RA1

1
× · · ·

d−1
× RAd

d
× V̂ (31)

и находим решения на текущем шаге метода установления, прибавляя к значениям Û
значения добавочной функции v(x1, . . . , xd) в соответствующих узлах. При решении необ-
ходимо следить, чтобы выполнялись условия:

τ 6= 1

djA
, τ 6= 1

djA + dkB
, τ 6=

(
d∑
δ=1

djδAδ

)−1
∀ j, k, jδ. (32)

Теорема 3. При решении линейных задач, когда правые части уравнений (1) не за-
висит от u, разработанный метод является устойчивым для любых τ при использо-
вании простой регуляризации и для τ ≥ k2

(
M

m
− 1
)
в случае регуляризации Соболева,

где M=
∑d

δ=1 max
jδ=1,...,Nδ

|djδAδ |, m=
∑d

δ=1 min
jδ=1,...,Nδ

|djδAδ |, Aδ — матрицы, аппроксимирующие

вторые производные по переменным x1, . . . , xd, d
jδ
Aδ

— их собственные числа.

Доказательство. Итерацию метода установления представим как Û = S(U), где
S : RN → RN — линейный оператор с максимальным собственным значением λmax,
N = N1 × · · · ×Nd. Отметим, что проведённый анализ значений спектра матриц Aδ поз-
воляет гарантировать, что все собственные числа являются строго отрицательными, по
крайней мере при Nδ = 2, . . . , 200. Из этого обстоятельства с учётом (22), (23) несложно
сделать следующие выводы:

• для простой регуляризации λmax = (1 + τm)−1 =⇒ ∀ τ |λmax| < 1, поскольку
все матрицы Aδ невырождены (m 6= 0);

• для регуляризации Соболева λmax =
k1 + k2M

k1 + (k2 + τ)m
; |λmax| ≤ 1 при τ ≥ k2(M/m− 1).

Таким образом, спектральный критерий устойчивости (критерий Неймана) при ука-
занных ограничениях на шаг τ обеспечивает устойчивость предложенного метода в ли-
нейных задачах.

Схема поиска решения краевой задачи (1), (2).

1. Инициализация. Определяем начальные значения решения и его производных,
присутствующих в задаче. В рамках этой работы указанные значения задавались
нулевыми. Задаём количество узлов Nδ и считываем из базы данных (см. замеча-
ние 1) матрицы Aδ, RAδ , R

−1
Aδ

, DAδ . В соответствии с (32) и теоремами о сходимо-
сти итерационного процесса (если таковые имеются) задаём параметры τ , k1, k2 и
невязку εS .
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2. Шаг метода установления. Используя выражения (26)–(28), (30), рассчитываем
элементы массивов H(U) и G(U). По формулам (31) определяем значения элемен-
тов V̂ и Û и вычисляем приближённые значения производных решения, присут-
ствующие в правой части f(u,x), по формулам вида (11), (16), (19).

3. Проверка условий сходимости. Если
∥∥Û − U∥∥∥∥F (Û + V)

∥∥ τ ≤ εS , то Û + V — массив,

содержащий значения решения. В противном случае задаём U = Û и переходим к
шагу 2. Здесь ‖Û‖ — максимальное по модулю значение элементов Û .

Заметим, что в случае линейной задачи доказательство сходимости такого процесса
удаётся провести на основе теорем об аппроксимации и устойчивости (см. теоремы 1–3).
Для каждого нелинейного уравнения обоснование сходимости также связано с анализом
зависимости спектрального радиуса оператора перехода (см. теорему 3) от итерационных
параметров. В большинстве случаев для прикладных задач строгие оценки получить не
удаётся, однако, как показывает вычислительный опыт автора, удачный выбор шага τ
и параметров k1, k2 позволяет не только добиться сходимости при решении нелинейных
задач с малыми параметрами, но и уменьшить число итераций в десятки и даже сот-
ни раз. Спектральный портрет аппроксимирующих матриц при этом играет ключевую
роль [10, 11]. Интересные соображения по этому поводу читатель может найти также
в [12].

Теорема 4. Положим для простоты, что N = K при d = 2, а для произвольных
размерностей d задачи N1 = N2 = · · · = Nd = N . Описанный метод требует порядка
p
((

2d+ σ(d+ 1)
)
Nd+1 +O

(
Nd
))

операций и s
(
n1N

2 +N + {σ(d+ 1) + 5}Nd +O
(
Nd−1))

байт оперативной памяти, где σ — количество различных производных от неизвестной
функции, присутствующих в уравнении (кратные производные считаются за одну);
p — количество итераций метода установления ; s — объём памяти в байтах, зани-
маемый одним действительным числом ; n1 = 4, если задача включает смешанные или
первые производные, n1 = 3 в противном случае.

Доказательство. Поскольку арифметические операции, стоящие в правой части
f(u,x), в рамках данного метода “превращаются” в соответствующие операции с Nd эле-
ментами массива решения и его производных, то таких операций насчитывается O(Nd).
Основные затраты времени при вычислении H(U) состоят в операциях по расчёту про-
изводных. Общее количество таких операций равно σNd+1. Остальные операции вклю-
чают вычисление G(U) по формулам (30) (dNd+1 операций), расчёт элементов масси-
вов V̂ (O(Nd) операций) и Û по формулам (31) (dNd+1 операций), а также добавочных
массивов и их произведений на аппроксимирующие матрицы по формулам вида (19)
(dNd+1 +O(Nd) операций для каждой производной в уравнении). Суммируя все затра-
ты, получаем

(
2d+ σ(d+ 1)

)
Nd+1 +O

(
Nd
)
операций на каждой итерации.

В ходе расчётов в оперативной памяти должны храниться:

1) аппроксимирующие матрицы Aδ и Aδ, матрица спектрального разложения RAδ и
обратная к ней (в сумме 3 или 4 матрицы размера N×N в зависимости от того,
есть ли необходимость аппроксимировать первые производные массивом Aδ);

2) диагональная матрица DA (суммарным объёмом N чисел);
3) массивы значений производных в выражениях правой части (всего таких производ-

ных σ− d), массивы решения на текущем и предыдущем временных слоях, массив
правой части и массивы V̂ и G, см. (30), (суммарный объём s(σ − d+ 5)Nd);
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4) добавочные массивы для неизвестной функции и её производных, реализующие
граничные условия (в сумме d(σ + 1) массивов);

5) прочие данные малого объёма (параметры метода, коэффициенты уравнения).

Суммируя все затраты памяти, получаем выражение из условия теоремы.

Замечание 3. Для любой размерности разработанный алгоритм требует приблизитель-
но в N раз больше операций, чем экономичные схемы МКР. Тем не менее подчеркнём,
что, благодаря высокой скорости сходимости используемых приближений на гладких ре-
шениях (см. теоремы 1, 2), число узлов N в алгоритме может быть значительно умень-
шено, по сравнению с МКР, без потери точности. Это обеспечивает преимущества метода
в задачах с гладкими решениями (см. пункт 3).

Подчеркнём также преимущества разработанного метода перед КСМК, которую тра-
диционно используют при реализации спектральных методов [2]. Такая схема приводит к
системе линейных уравнений Ã~x = ~b с разреженной матрицей, где ~x,~b— векторы размера
N1× · · ·×Nd, содержащие значения решения û(x) и значения правой части u(x)−τf(u,x)
в узлах коллокации. Для решения такой системы потребуется O

(
N3d

)
операций при

N1 = N2 = · · · = Nd = N . В соответствии с теоремой 4, предложенная схема построения
и решения матричных и тензорных уравнений Сильвестра (см. рис. 3) позволяет сни-
зить количество операций в O

(
N3d−d−1) раз, что уже в случае d = 2 даёт существенное

сокращение числа операций.

3. Тестовые численные эксперименты

Разработанный метод был реализован на языке программирования JAVA с исполь-
зованием современных концепций объектно-ориентированного анализа проектирования
и программирования [13]. Все расчёты проводились на ЭВМ Intel Core i5-3330 CPU 3.00
GHz, DIMM DDR3 1600 MHz 8 Gb.

Рассмотрим тестовую задачу

d2u

dx2
= u2e−x, u(−1) = e−1, u(1) = e. (33)

Её точное решение — целая функция uex(x) = ex. С помощью описанного метода найдены
приближённые значения решения uj в узлах интерполяции xj , j = 1, . . . , N. Пусть

uex,j = uex(xj), εspec =M−1 max
j=1,...,N

|uex,j − uj |, M = max
j=1,...,N

uex,j . (34)

На рис. 4а сплошной линией изображена зависимость log10 εspec от количества узлов кол-
локации N . Из графика видно, что порядок аппроксимации решения является перемен-
ным, он стремительно растёт с ростом N . Данное обстоятельство полностью согласуется
с оценкой погрешности использованной полиномиальной интерполяции (см. теорему 1):

∥∥uex(x)−PN (u, x)
∥∥ ≤ ∥∥u(N+2)

ex

∥∥
(N + 2)!

21−N =
21−Ne

(N + 2)!
= εest. (35)

На рис. 4а пунктирной линией показана зависимость от N логарифма правой части оцен-
ки (35). Отметим, что сплошная и пунктирная линии имеют одинаковый угол наклона
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и выпуклость, что свидетельствует о том, что асимптотика погрешности построенного
метода с высокой точностью совпадает с асимптотикой полиномиального приближения
функции uex. Данное обстоятельство свидетельствует о высокой вычислительной устой-
чивости предложенной схемы метода коллокаций.

Рис. 4. Зависимость погрешности численных решений (33) от N в логарифмической шкале:
а) погрешность εspec; б) сравнение погрешностей εdiff (МКР) и εspec (НМ)

Решение задачи (33) найдено также с помощью МКР с использованием трёхточечной
аппроксимации второй производной и метода прогонки. Пусть по условию задачи требу-
ется найти решение с точностью до шести значащих цифр (не менее). Для достижения
точности ε = 10−6 (рис. 4б) МКР требуется построить сетку из N = 197 узлов, в то
время как разработанному методу достаточно N = 6 узлов. Аналогичные результаты
имеют место в случае задач более высоких размерностей:

d2u

dx2
+
d2u

dy2
= 2u2e−x−y, u(±1, y) = ey±1, u(x,±1) = ex±1, uex(x, y) = ex+y; (36)

d2u

dx2
+
d2u

dy2
+
d2u

dz2
= 3u2e−x−y−z, u(±1, y, z) = ey+z±1, u(x,±1, z) = ex+z±1,

u(x, y,±1) = ex+y±1, uex(x, y, z) = ex+y+z. (37)

С целью сравнения вычислительных затрат найдём решение нелинейных задач (36),
(37) с помощью хорошо известного экономичного метода переменных направлений на
основе МКР. Опишем кратко его суть на примере двумерного уравнения из (1). Трёх-
мерное уравнение решается аналогично с добавлением ещё одного (3-го) направления.
Введём в области D = [−1, 1]2 равномерную сетку с узлами (xj , yk), xj = 2j/N − 1,
yk = 2k/K − 1, j = 0, . . . , N, k = 0, . . . ,K, c шагами hx = 2/N, hy = 2/K. Обозначим
ujk = u(xj , yk), разностные аппроксимации вторых производных uxx, uyy запишем как

Λxujk =
uj+1k − 2ujk + uj−1k

h2x
, Λyujk =

ujk+1 − 2ujk + ujk−1
h2y

. (38)

Для сохранения второго порядка аппроксимации производных на границе дополним (38)
выражениями

Λxu0k =
2u0k − 5u1k + 4u2k − u3k

h2x
, ΛxuNk =

2uNk − 5uN−1k + 4uN−2k − uN−3k
h2x

и аналогичными выражениями для Λyuj0, ΛyujK .
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Применяя к двумерному уравнению из (1) простую регуляризацию Bt с шагом τ и
описанную аппроксимацию, получаем

ujk − ujk
τ

= Λxujk + Λyujk + f(ujk, xj , yk),
ûjk − ujk

τ
= Λxujk + Λyûjk + f(ujk, xj , yk),

где ujk, ujk, ûjk — решения на предыдущем, промежуточном и следующем временных
слоях схемы соответственно. Критерий остановки итераций по времени с невязкой εS вы-
глядит аналогично (24). Пусть I — тождественный сеточный оператор. Получаем двух-
шаговую схему

(I − τΛx)ujk = (I + τΛy)ujk + τf(ujk, xj , yk),

(I − τΛy)ûjk = (I + τΛx)ujk + τf(ujk, xj , yk),
(39)

соотношения которой решаются последовательно методом прогонки, требующим 8N и
8K операций для реализации каждого из двух шагов. Для описанного алгоритма в ли-
нейном случае доказаны теоремы аппроксимации, устойчивости и сходимости, а также
известны оптимальные величины шага τ [14, с. 391–394]. При решении нелинейных задач
(36), (37) шаг, обеспечивающий скорейшую сходимость, был подобран в экспериментах.
Для реализации алгоритма и проведения расчётов использованы те же язык програм-
мирования и ЭВМ, что и для НМ.

В таблицах 2 и 3, в соответствии с теоремой 4, приведены оценки вычислительных
затрат МКР и НМ на одном шаге по времени в задачах (33), (36), (37) при N = K = M ,
необходимые для вычисления решения с погрешностью не более 10−6 (N = 6 для НМ,
N = 197, σ = d для МКР). При оценке объёмов памяти МКР учитывались размеры
массивов для хранения решения на всех промежуточных шагах схемы переменных на-
правлений и массивов для хранения значений вторых производных, стоящих в правых
частях (39). Отметим, что конкретные числа, приведённые в этих таблицах, являют-
ся приближёнными и дают лишь качественные характеристики. Более точные данные,
полученные при проведении расчётов, даны в табл. 3. В ней приведены параметры и
результаты тестовых решений задач (33), (36), (37): шаг τ , количество узлов по одному
направлению N = (K = M), количество итераций Nit, время выполнения программы T ,
приблизительный объём использованной памяти NM , значение относительной погреш-
ности εex. Подчеркнём, что оба алгоритма были запущены с параметрами, обеспечиваю-
щими минимум затрат памяти и машинного времени (значения параметров были найде-
ны экспериментально). Конкретно, невязка установления НМ для решения 1D–3D-задач
εS = 10−6, этого было достаточно, чтобы получить приближённое решение с погрешно-
стью εspec < 10−6. МКР для этого потребовалось задать εS = 10−8. Шаги по времени
НМ в 1D–3D-случаях были заданы как τ = 0.5, 0.24, 0.172; шаги по времени МКР —
τ = 0.5, 0.006, 0.00013 соответственно.

Таблица 2. Оценка числа операций на каждой итерации, необходимых МКР и НМ для дости-
жения точности 10−6

Размерность Оценка числа операций Число операций Преимущество
задачи МКР НМ МКР НМ НМ
d = 1 8N 4N2 1576 144 в 11 раз
d = 2 16N2 10N3 620944 2160 в 287 раз
d = 3 24N3 18N4 1.835 · 108 23328 в 7866 раз
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Таблица 3. Оценка объёмов памяти, необходимых МКР и НМ для достижения точности 10−6

Размерность Оценка объёма Объём памяти, необходимый Преимущество
задачи памяти МКР НМ НМ
d = 1 Ns 3 · 197s (3 · 36 + 6 + 7 · 6)s в 4 раза
d = 2 N2s 4 · 1972s (3 · 36 + 6 + 11 · 36)s в 304 раза
d = 3 N3s 5 · 1973s (3 · 36 + 6 + 17 · 216)s в 10097 раз

Таблица 4. Параметры и результаты МКР и НМ, полученные при решении задач (33), (36),
(37) с относительной погрешностью не выше 10−6

d Схема τ N Nit T , мс NM ,Мб εex

МКР 1.0 197 5 10 0.01 9.98 · 10−7

1 НМ 0.5 6 5 4 0.00137 4.54 · 10−7

Преимущества НМ − в 2.5 раза в 7.3 раза в 2.2 раза
МКР 0.006 149 310 1914 0.179 9.98 · 10−7

2 НМ 0.24 6 8 13 0.00179 1.73 · 10−7

Преимущества НМ в 39 раз в 147 раз в 100 раз в 5.8 раза
МКР 0.00013 119 3 913 3 009 965 141.4 9.9 · 10−7

3 НМ 0.172 6 14 37 0.019 1.52 · 10−7

Преимущества НМ в 280 раз в 81 350 раз в 7 442 раз в 6.5 раза

Отметим, что оценки, приведённые в табл. 2, 3, отличаются от данных реальных
экспериментов (табл. 4): количество узлов по одному направлению, необходимых МКР
для достижения точности 10−6, падает с ростом размерности, в то время как количество
итераций стремительно растёт. Кроме того, оценки в табл. 2, 3 не учитывают работу
вспомогательных служб программной среды, что особенно отразилось на характеристи-
ках НМ (в случае, когда T и NM близки к нулю, вклад таких служб превышает вклад
от работы алгоритма).

Результаты работы алгоритма в более сложных задачах, имеющих непосредственное
отношение к приложениям, читатель может найти в статьях [15–17].

Заключение

В заключение подчеркнём, что разработанный алгоритм применим к решению за-
дач сколь угодно высокой размерности d только в теории. На практике даже при ис-
пользовании современного суперкомпьютера решать задачи размерности порядка 10-ти
и выше не представляется возможным из-за экспоненциального роста затрат памяти с
ростом размерности. Данный феномен, известный также как “проклятие размерности”,
является фундаментальной проблемой теории приближения, см. [4, гл. 4, § 4, п. 2].

Заметим также, что в соответствии с оценками скорости сходимости спектральных
методов на основе полиномов Чебышёва [1, 2] преимущества разработанного метода,
которые обсуждались выше, имеют место лишь для функций высокой гладкости. Для
функций с ограниченным порядком гладкости и функций, имеющих особенности в ком-
плексной плоскости, расположенные близко к области задачи, скорость сходимости раз-
работанного алгоритма снижается. Пути решения данной проблемы автор видит в ис-
пользовании современных подходов построения дробно-рациональных аппроксима-
ций [18].
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