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При проведении горных работ наиболее приоритетны вопросы обеспечения безопасности 
[1, 2], например выбор оптимальной формы целиков шахтных выработок, чтобы они не разру-
шались при отработке месторождения. От этих параметров зависит значение нагрузки, приво-
дящей к разрушению целика.  

Один из видов разрушения — потеря устойчивости изначальной конфигурации целика.  
В настоящей работе исследуются различные отношения поперечного размера целика к его вы-
соте с целью установления сочетаний, при которых целик не теряет свою изначальную геомет-
рическую форму. Для получения аналитического решения в качестве целика рассматриваются 
сплошные цилиндры с конечными размерами. 

Вопросы устойчивости деформируемых тел впервые поднимаются в работе Эйлера [3].  
В [4 – 9] потеря устойчивости описана как переход из одного равновесного состояния в другое, 
бесконечно близкое к исходному, но с измененной геометрией. В качестве предельной нагруз-
ки бралась та, при которой этот переход возможен. Задачи потери устойчивости с применением 
критерия Лейбензона – Ишлинского относились к плоской деформации.  

В настоящей работе устойчивость рассматривается для состояния упругости. Как и в [4, 5], 
основное напряженно-деформированное состояние обозначается буквами с нулем, дополни-
тельное напряженно-деформированное состояние — с дельтой. Полное напряженно-дефор-
мированное состояние представлено суммой основного и дополнительного состояний: 

0 0, ,T T T T T Tσ σ σ ε ε ε= + Δ = + Δ где ,T Tσ ε  — тензоры напряжений и деформаций соответственно. 
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Постановка задачи для бесконечно близкого (по сравнению с основным) равновесного со-
стояния в случае осесимметричной деформации следующая: тело в виде кругового цилиндра 
радиусом R, боковая поверхность которого свободна от напряжений, сжимается осевой нагруз-
кой *z pσ = − , * 0p > ; ,r z  — оси цилиндрической системы координат. Вектор напряжений на 
боковой поверхности цилиндра обращается в нулевой вектор, поэтому в изогнутом состоянии 
цилиндра на его поверхности получены уравнения 
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0 0

( ) cos( , ) ( ) cos( , ) 0,

( ) cos( , ) ( ) cos( , ) 0,
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rz rz z z

n r n z

n r n z

σ σ τ τ
τ τ σ σ

 + Δ + + Δ =


+ Δ + + Δ =
 (1) 

где cos( , )n r , cos( , )n z  — направляющие косинусы вектора нормали n  к изогнутой поверхно-
сти. Для их определения рассмотрена поверхность цилиндра до потери устойчивости и в мо-
мент потери устойчивости (рис. 1). 

 
Рис. 1. Граничные условия задачи: n  — нормаль к изогнутой поверхности, угол β  определяет 
наклон касательной в точке A′  

Рассмотрим две точки A и B, лежащие на линии r R=  до момента потери устойчивости, 
dz  — расстояние между ними. Пусть ( , )z rωΔ  и ( , )u z rΔ  — смещения точек цилиндра в мо-
мент потери устойчивости, вызванное усилиями ijσΔ . Точками A′ , B′  на рис. 1 обозначим но-
вые положения точек A и B. Координаты точки A′  имеют следующие выражения: 

 ( , ), ( , ).A A A A Az z z r R r R u z r Rω′ ′= + Δ = = + Δ =   (2) 

Координаты точки B′ : 
 ( , ), ( , ).B A A B Az z dz z dz r R r R u z dz r Rω′ ′= + + Δ + = = + Δ + =   (3) 

Из (2), (3) находим координаты вектора A B′ ′


: 
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Отсюда определяется тангенс угла β  как отношение полученных координат (рис. 1): 
2

/ 1 1 ...u utg
z z z z z

ω ω ωβ
 ∂Δ ∂Δ ∂Δ ∂Δ ∂Δ   = + = − + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

. 

Далее применяются гипотезы из [2, 3]: предполагается, что квадратами величин со знаком 
Δ  и их произведениями можно пренебречь. Поэтому 

 tg ,u
z

β ∂Δ≈
∂

 2cos( , ) sin , cos( , ) cos 1 sin 1.un z n r
z

β β β∂Δ= − = − = = − ≈
∂

 (4) 

Подставляя (4) в (1), при 
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0 0 0
*0,r rz z pσ τ σ= = = −  

получаем граничные условия задачи на искривленной поверхности: 

 
*

0, ,

, .

r

rz

r R
up r R

z

σ

τ

Δ = =

 ∂ΔΔ = − = ∂

  (5)  

Далее находим ( , )r zωΔ , ( , ),u r zΔ  rσΔ , rzτΔ , zσΔ , ϕσΔ  как функций координат r  и z , 
удовлетворяющих всем условиям задачи. Знак Δ  для упрощения записи опускаем. 

Применяются уравнения равновесия для приращений напряжений: 
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 (6) 

закон Гука: 
 2 , 2 , 2 , 2 ,r r z z rz rzϕ ϕσ λθ με σ λθ με σ λθ με τ με= + = + = + =  (7) 

соотношения Коши: 

 1, , , , .
2r z r z rz

u u u
r r z z rϕ ϕ

ω ωθ ε ε ε ε ε ε ε∂ ∂ ∂ ∂ = + + = = = = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
   (8) 

В (7) 

 , 2 ,
(1 2 )(1 ) 1

E Eνλ μ
ν ν ν

= =
− + +

   (9) 

где E  — модуль Юнга; ν  — коэффициент Пуассона. 
Подстановка (7) – (9) в (6) приводит к уравнениям равновесия в приращениях смещений: 
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  (10) 

Для решения системы (10) воспользуемся результатами [10], где (10) с помощью выраже-
ния для θ  из (8) переписывается в виде 
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2∇  — оператор Лапласа. 
С введением компоненты вектора поворота (вокруг оси θ ) 

 1
2

u
z rθ

ωω ∂ ∂ = − ∂ ∂ 
  (12) 

система (10) или (11) упрощается: 
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здесь 2 1 2
2 1

K μ ν
λ μ ν

−= =
+ −

. 

После дифференцирования первого уравнения (13) по r , второго — по z  и последующего 
вычитания получаем уравнение для определения функции θω : 

 
2

2
( )1 0r

r r r z
θ θω ω∂ ∂∂   + = ∂ ∂ ∂ 

.  (14) 

Уравнение Лапласа (14) разрешается методом разделения переменных, согласно которому 
 ( ) ( )Q r Z zθω = ,  (15) 

где ,Q Z  — функции переменных r  и z  соответственно. 

Подстановка (15) в (14) предполагает выполнение равенства 

 
2

1 QQ QZ r r
Z Q

′′ ′+ −′′
= −  ,  (16)  

слева расположена функция z , справа — r . Приравнивая обе части (16) к числу 2p  ( p  — 
произвольное число), находим решение (15) в виде  

 [ ]1( ) ( ) ( )Z Ach pz Bsh pzθω α= + , (17) 

1 1 1( ) ( ) ( )Z MJ FNα α α= +  — цилиндрическая функция первого порядка; 1( )J α  — функция Бес-
селя первого порядка первого рода; 1( )N α  — функция Неймана первого порядка; ,M F , 

,A B  — произвольные постоянные, параметр α  связан с координатой r  равенством 
 prα = .   
Для определения функции θ  используется второе уравнение (13), которое после интегри-

рования по координате r  приводится к равенству 
 ( ) 0( ) ( ) ( ) ( )K Ach pz Bsh pz Z f zθ α= + + , (18) 

где 0 0 0( ) ( ) ( )Z MJ FNα α α= +  — цилиндрическая функция нулевого порядка. 
Для нахождения u  используются определения функций θ , θω . Из (8), (12) следует, что  
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ω ω
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После сложения этих уравнений с учетом (17), (18) находится уравнение для u : 

 
2 2

12 2 2
1 ( ( ) ( )) ( )(2 )u u u u p Ash pz Bch pz Z K
r rr r z

α∂ ∂ ∂+ − + = + −
∂∂ ∂

,  

в котором 2 1 / (1 )K ν− = − . 
Решение для функции u  получено как сумма общего решения однородного уравнения  

и частного решения неоднородного уравнения [9]: 
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 [ ] [ ]1 0
1( )

2(1 )
u Cchpz Dshpz U Z Ashpz Bchpz

p
α α

ν
= + − +

−
,  (19) 

функция 1 1 1( ) ( ) ( )U GJ LNα α α= + , , , ,G L C D  — произвольные константы. 
Для определения ω  применяется выражение для θ  из (8), согласно которому 
/ / /z u r u rω θ∂ ∂ = − ∂ ∂ − . При интегрировании по переменной z  с учетом (19), (18) находим 

 ( )1
0 0

( )( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
2(1 )

ZAch pz Bsh pz Z Csh pz Dch pz U r
p

α αω α ϕ
ν

 += − − + + − 
,  

где ( )rϕ  — произвольная функция координаты r  (в дальнейшем в расчетах не участвует). 
Таким образом получены функции u , ω , удовлетворяющие уравнениям равновесия (10). 

Отыщем возможный характер их изменения по координатам r , z, исходя из физических 
соображений задачи о потере устойчивости целика. Требуется, чтобы функции не имели 
особенностей при 0r = :  

 0 0,r ru ω= =≠ ∞ ≠ ∞ . (20) 

Чтобы (20) выполнялось, необходимо исключить функции Неймана нулевого и первого по-
рядков из выражений для u  и ω  (коэффициенты L и F в (17), (19) равны нулю). 

Функция u  должна быть нечетной функцией координаты r  (или аргумента α ), а функция 
ω  — четной. Поскольку 0( )J α  — четная функция, а 1( )J α  — нечетная, то отсюда вытекает 
следующая структура для функций u  и ω : 

 ( ) ( )1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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,      (21) 
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.    (22) 

Рассмотрим поведение функций u , ω  вдоль координаты z. Считаем, что ω  — нечетная 
функция координаты z (точки с координатой 0z =  соответствуют середине целика). Тогда  
в (22), (21) надо положить 0A = , 0D =  и функции u ,ω  примут вид 
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 (23) 

где введено S CG= , T MB= . 
После этого, удовлетворим граничным условиям (5). Найдем 
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Согласно (23), 
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Тогда 0
1 2 ( ) ( )
1

T J ch pzνθ α
ν

−=
−

 и первое условие (5) преобразуется после сокращения  

на 2 ( )ch pzμ  в уравнение 

 [ ]1
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J TS J J J r R
p

αα ν α α α
α ν

 − + − − + = =  − 
. (24) 

Удовлетворяя второму граничному условию (5), на основании (7), (8), (23) получаем  

 0 0
1 1 * 1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
1 2(1 ) 2(1 )

J JE T TSJ J p SJ r R
p p

α α α αα α α
ν ν ν
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.  (25) 

В итоге имеем систему двух однородных линейных уравнений (24), (25) для нахождения 
двух неизвестных констант S, и /T p . Ее определитель приравниваем нулю: 
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Отсюда устанавливается выражение для критической нагрузки *p : 

 

2 2
1 0

*
2 2
0 1 0 1

2(1 ) ( ) ( )

2 ( ( ) ( )) 2(1 ) ( ) ( )

J J
p

J J J J

ν α α α α
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Здесь pRα = , где R — радиус целика.  
Требуется доопределить параметр p, входящий в α . Положим 

 /p i Hπ= ,  (27) 
где H — высота целика. Тогда ( ) sin( / )sh pz i z Hπ= , ( ) cos( / )ch pz z Hπ=  и выражения для u   
и ω  становятся ограниченными функциями при возрастании z . Из (23) видно, что функция ω  
будет нечетной функцией координаты z, изменяющейся в пределах / 2 / 2H z H− ≤ ≤ , а функ-
ция u  — четной функцией в тех же самых пределах изменения z, и 0u =  при / 2z H= ± , т. е. 
присутствует жесткое защемление боковых смещений на верхней и нижней границах целика. 

Если /p i Hπ= , тогда /i R Hα π=  и функции Бесселя 0( )J α  и 1( )J α  имеют представле-
ния [11] 
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Из (26) – (28) следует, что значение для *p  получается вещественным. Константы S и /T p  
вычисляются не единственным образом, так как определитель системы (24), (25) обращается  
в ноль. Значения этих констант можно сделать сколько угодно малыми, чтобы выполнялись 
гипотезы работ [4, 5] с применением соотношений (23).  

На рис. 2 изображена зависимость *p  для угля от отношения /R Hπ  при 0.35.ν =  Видно, 
что имеются вертикальная и горизонтальная асимптоты. Слева от вертикальной асимптоты зна-
чения критической нагрузки отрицательны (этой области соответствует растяжение цилиндриче-
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ских образцов с образованием “шейки”), а справа от нее значения сжимающей нагрузки положи-
тельны (происходит сжатие цилиндрических образцов с образованием “бочки”). Координата 

/ 0.9R Hπ =  ( 2 / 0.5R H  ) соответствует уравнению асимптоты, где предельная нагрузка слева 
и справа обращается в бесконечность.  

На рис. 3 представлена зависимость абсциссы вертикальной асимптоты от значения коэффи-
циента Пуассона ν . Показано, что с повышением коэффициента ν  значение абсциссы увеличи-
вается. Эта асимптота означает, что правее нее сжимающая нагрузка *z pσ = −  стремится к −∞ , 
т. е. при значении / 0.8R Hπ =  или близком к нему состояние формы целика  
в виде “бочки” не реализуется, как следует из представленного решения задачи потери устой-
чивости на основе критерия Лейбензона – Ишлинского. Левее этой асимптоты имеются растя-
гивающие критические нагрузки: при приближении к асимптоте / 0.8R Hπ =  не образуется 
“шейка” в целике при растяжении. При значении асимптоты / 0.8R Hπ =  в целике (или образ-
це горной породы в виде цилиндра) не может сформироваться “бочка” или “шейка”. Это иде-
альное отношение параметров целика или цилиндра, при котором в нем создается однородное 
напряженно-деформированное состояние.  

В [12 – 18] исследуется влияние формы образца (отношение высоты образца к диаметру)  
на предел прочности при сжатии. Для карбонатита с отношением высоты к диаметру, равным 2, 
в [17] получено, что среднее значение предела прочности на сжатие составляет 57 МПа, а при 
отношении, равном 1, — 60 МПа [17]. Для уртита среднезернистого массивного с включениями 
пегматита среднее значение предела прочности в первом случае достигает 185 МПа, во вто-
ром — 156 МПа [17]. Установлено влияние формы образцов на предел прочности на сжатие. По-
лученное решение задачи позволяет выбрать отношение /H R  при экспериментальном опреде-
лении предела прочности образцов на сжатие. 

                            
Рис. 2. Зависимость предельной нагрузки для угля от 
безразмерного параметра, характеризующего форму об-
разца. Пунктиром обозначена вертикальная асимптота 

ВЫВОДЫ 

Решена задача определения критической нагрузки, действующей на целик цилиндрической 
формы, при которой может происходить ее изменение. Получено обобщение критерия 
Лейбензона – Ишлинского для осесимметричной деформации. Найдено решение соответствующей 
задачи; получена критическая зависимость нагрузки от геометрических параметров целика. 

Показано, что имеющаяся вертикальная асимптота в решении задачи о потере устойчиво-
сти целика с применением критерия Лейбензона – Ишлинского дает оптимальное сочетание 
размеров целика, при которых в них (или образцах горных пород цилиндрической формы) реа-
лизуется однородное напряженно-деформированное состояние без концентраторов напряже-
ний, обеспечивающее максимальную прочность при сжатии. 

Рис. 3. Зависимость абсциссы вертикальной 
асимптоты от значения коэффициента Пу-
ассона ν  
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