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В связи с нехваткой энергии во многих частях мира особую важность приобретают работы по исследованию 
и разработке термоэлектрических материалов. Эффективность термоэлектрического материала зависит от его 
добротности. Другими важными факторами при применении нового термоэлектрического материала являются 
его доступность, простота изготовления и стоимость. В настоящей работе представлена теоретическая модель 
для увеличения термоэлектрической эффективности. 
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Введение 

Производство, сохранение и распределение энергии приобретает важное значение 
в современной жизни и является предметом постоянных поисков новых подходов в вопросах 
использования альтернативных энергетических ресурсов. Рост цен на энергоносители и 
истощение запасов ископаемого топлива усилил интерес к термоэлектрическим материалам. 
Термоэлектрический эффект, открытый в 1821 г. Т.Дж. Зеебеком, интересен с точки зрения 
науки и технологий, поскольку имеет широкий ряд приложений, от производства «чистой» 
энергии до приборов, регистрирующих фотоны. Термоэлектронные материалы могут 
быть очень полезны в решении проблемы дефицита энергии в рамках получения первичной 
электрической энергии или утилизации сбросового тепла [1, 2]. Чтобы разрабатываемые 
термоэлектрические материалы были эффективными, надо увеличить термоэлектрическую 
добротность (ZT) материала, только тогда будут в полной мере реализованы возможности 
термоэлектрогенераторных устройств. При этом важно оптимизировать ряд параметров 
для повышения термоэлектрического эффекта, таких как электропроводность, коэффи-
циент Зеебека и теплопроводность кристаллических систем [3]. 

Термоэлектрический эффект обеспечивает возможность прямого и обратного 
превращения тепловой энергии в электрическую, что открывает путь к получению 
электроэнергии за счет утилизации тепловых потерь. Большие возможности для новых 
приложений появились в результате теоретического исследования термоэлектрического 
явления и в результате открытия новых термоэлектрических материалов. Среди новых 
приложений можно отметить электрические элементы питания для слуховых аппаратов 
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и наручных часов [4, 5]; морские устройства для утилизации тепла, автомобильный 
транспорт [6] и космические аппараты [7−10]; микротепловые датчики [11]; охлаждение 
компьютерных элементов на основе комплементарных МОП-транзисторов [12]; аккумуля-
ция рассеянной энергии и пр. [13]. Во всех перечисленных случаях важно знать главный 
параметр: безразмерную термоэлектрическую добротность ZT (где Z ⎯ добротность, а T ⎯ 
абсолютная температура), которая определяет эффективность цикла Карно по превращению 
тепла. Среди материалов с высоким ZT можно назвать наноструктурные термоэлектри-
ческие материалы со сверхрешеткой, системы на квантовых ямах, квантовых точках, 
квантовых проводах, а также нанокомпозиты [14, 15]. Безразмерная термоэлектрическая 
добротность определяется следующим образом: ZT = α2σT/λ = α2T/λ ρ или Z = α2σ/λ = 
= α2/λ ρ, где α , σ, λ , ρ, α2σ и T ⎯ коэффициент Зеебека, электрическая проводимость, 
теплопроводность, сопротивление, фактор мощности (очень важен для высокой эффек-
тивности) и температура соответственно. Принимая соотношения α = dE/dT, R = ρl/a 
и K = λ a/l, можно записать ZT = (dE/dT)2T/RK, где E = αT 2/2 + βT, a, l ⎯ термо-
электродвижущаяся сила, площадь сечения и длина термоэлектрического материала 
соответственно [16−23]. В 1911 г. за счет увеличения величины дифференциального 
коэффициента Зеебека, увеличения электрической проводимости и снижения коэффици-
ента теплопроводности двух ветвей устройства [9] была повышена эффективность 
термоэлектрических устройств. Оптимизация величин указанных взаимозависимых 
параметров явилась главным способом создания материалов с высоким ZT [2, 10, 19]. 
Высокая электропроводность материала уменьшает джоулево выделение тепла, в то 
время как низкая теплопроводность удерживает тепло в области контактов, что сохраня-
ет высокий температурный градиент. Кроме того, достаточный коэффициент мощности 
(PF) обеспечивает высокое электрическое напряжение и большой ток [7, 17, 23]. Но эти 
ключевые параметры невозможно контролировать независимым образом, поскольку они 
зависят от электронной структуры и рассеяния носителей заряда (электронов и дырок). 
Коэффициент теплопроводности (λ) является единственным параметром, который учиты-
вает и колебания решетки, и движение электронов: λ = λ el + λ latt, где λ el ⎯ теплопровод-
ность, обусловленная движением носителей заряда, и λ latt ⎯ теплопроводность решетки [17]. 
Согласно законам классической физики, коэффициенты α, λ и σ взаимосвязаны таким 
образом, что невозможно увеличить один из коэффициентов, не затрагивая другие. 
Однако новый физический подход в низких размерностях позволит ввести независи-
мый контроль параметров [13]. В настоящей работе сформулирована математическая 
модель для анализа воздействия параметров α, σ, λ , ρ, и α2T на термоэлектрическую 
эффективность. 

Теоретическая модель 

Термоэлектрическая добротность является важнейшим параметром при оценке 
эффективности превращения энергии в термоэлектрических материалах. За последние 
годы значения параметра ZT возросли до уровня ≈ 2÷2,4 при комнатной температуре, но 
для практических целей требуется эффективность термоэлектрических материалов 
на уровне ZT > 4. Однако на сегодняшний день доступные для приобретения мате-
риалы имеют ZT ~ 1 [24−26]. 

В этом разделе представлена математическая модель для оценки параметра ZT. Так 
как ZT является функцией более чем двух переменных, проведем анализ, одновременно 
варьируя два фактора при неизменном третьем [27−30]. Целью исследования является 
оценка экстремума (максимума или минимума) параметра ZT при рассмотрении его во 
всей области переменных с использованием дифференциального подхода. Используем 
следующую систему обозначений: r = fxx и t = fyy ⎯ частные производные второго 
порядка, s = fxy ⎯ смешанная производная второго порядка. Для того чтобы функция 
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имела минимум, необходимо чтобы r > 0 и rt − s2 > 0, а условие максимума функции 
достигается при r < 0 и rt ⎯ s2 > 0. Однако если rt ⎯ s2 = 0, то нельзя сделать вывод 
о наличии экстремума, поэтому требуется другой подход. При rt ⎯ s2 < 0 экстремум 
(максимумы или минимумы) не существует, и говорят, что функция имеет седловую 
точку. Запишем уравнение 

ZT = α2σT/λ                                                             (1) 
или 

ZT = α2T/(λ ρ).                                                            (2) 

Рассмотрим следующие случаи. 

Варьирование по  ρ и λ  
Здесь fρ = ∂(ZT) /∂ρ = −α2T/(λ ρ

2)  и  fλ = ∂(ZT) /∂λ = −α2T /(λ
2ρ). 

fρρ = r = ∂2(ZT)/∂ρ2 = 2α2T /(λ ρ
3),                                         (3) 

fλλ = t = ∂2(ZT)/∂λ2 = 2α2T /(λ
3ρ),                                        (4) 

fρλ = s = ∂2(ZT)/∂ρ∂λ = α2T /(λ
2ρ2),                                          (5) 

s2 = α4T2/(ρ4λ4),                                                        (6) 
отсюда 

rt − s2 = 3α4T 2/(ρ4λ4) > 0.                                               (7) 
Варьирование по  α и ρ 

Здесь fα = ∂(ZT)/∂α = 2αT/(λ ρ)  и  fρ = ∂(ZT)/∂ρ = −α2T /(λρ2). 

fα α = r = ∂2(ZT)/∂α2 = 2T/(λρ),                                          (8) 

fρρ = t = ∂2(ZT)/∂ρ2 = 2α2T/(λρ3),                                       (9) 

fα ρ = s = ∂2(ZT)/∂ρ∂α = −2αT/(λρ2),                                    (10) 

s2 = 4α4T 2/(ρ4λ2),                                                   (11) 
отсюда 

rt − s2 = 4α2T 2/(ρ4λ2 ) − 4α2T 2/(ρ4λ 2) = 0.                                (12) 

Варьирование по  α и λ 

Здесь fα = ∂(ZT)/∂α = 2αT/(λ ρ)  и  fλ = ∂(ZT)/∂λ = −α2T/(λ2ρ). 

fαα = r = ∂2(ZT)/∂α2 = 2T/(λ ρ),                                        (13) 

fλλ = t = ∂2(ZT)/∂λ2 = 2α2T/(λ3ρ),                                      (14) 

fαλ = s = ∂2(ZT)/∂α ∂λ = −2αT/(λ2ρ),                                     (15) 

s2 = 4α2T 2/(ρ2λ4),                                                    (16) 
отсюда 

rt − s 2 = 4α2T 2/(λ4ρ2) − 4α2T 2/(ρ2λ4) = 0.                                  (17) 

Варьирование по  α и σ 

Здесь fα = ∂(ZT)/∂α = 2αTσ/λ  и  fσ = ∂(ZT)/∂σ = α2T/λ. 

fαα = r = ∂2(ZT)/∂α2 = 2σT/λ ,                                         (18) 
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fσσ = t = ∂2(ZT)/∂σ2 = 0,                                                (19) 

fα σ = s = ∂2(ZT)/∂α ∂σ =2αT/λ,                                           (20) 

s2 = 4α2T 2/λ2,                                                          (21) 
отсюда 

rt − s2 = −4α2T 2/λ2 < 0.                                                (22) 
Варьирование по  λ и σ  

Здесь fλ = ∂(ZT)/∂λ = −α2Tσ/λ2  и  fσ = ∂(ZT)/∂σ = α2T/λ . 

fλλ = r = ∂2(ZT)/∂λ2 = 2α2σT/λ3,                                        (23) 

fσσ = t = ∂2(ZT)/∂σ2 = 0,                                               (24) 

fλσ = s = ∂2(ZT)/∂λ ∂σ = −α2T/λ2,                                        (25) 

s2 = α4T 2/λ4,                                                       (26) 
отсюда 

rt − s2 = 0 − α4T 2/λ4 = −α4T 2/λ4 < 0.                                     (27) 

Варьирование по  λ и α 2σ 

Здесь fλ = ∂(ZT)/∂λ = −α2σT /λ
 2  и  fα2σ = ∂(ZT)/∂α 

2σ = T/λ . 

fλλ = r = ∂2(ZT)/∂λ2 = 2α2σ/λ3,                                         (28) 

fα2σα2σ = t = ∂2(ZT)/∂(α2σ)2 = 0,                                        (29) 

fλ α2σ = s = ∂2(ZT)/(∂α2σ∂λ) = − T/λ2,                                     (30) 

s2 = T 2/λ4,                                                       (31) 
отсюда 

rt − s2 = 0 − T 2/λ4 = −T 2/λ4 < 0.                                      (32) 

Результаты  и обсуждение 

В настоящем разделе обсуждаются данные, полученные для теоретической модели, 
в которой параметр ZT варьировался относительно пар переменных (ρ, λ), (α , ρ), (α , λ), (α , σ), 
(λ , σ) и (λ , α 2σ). Полученные результаты приведены в таблице. 

Существование экстремума зависит от того, будет ли параметр rt − s2 больше нуля, 
а также от природы параметра r: имеет он значение больше или меньше нуля. Когда 
функцию ZT варьируют относительно параметров ρ и λ , то и rt − s2 и r положительны, что 
означает существование минимума. Именно существование минимума доказывает, что 
система находится в стабильном равновесии или в состоянии наименьшей энергии. 
Из теории роста кристаллов известно, что частица растет в направлении поверхности 
с высокой поверхностной энергией, и она огранена поверхностями с низкой поверхностной 

Таблица  
Данные теоретической модели, полученные при варьировании переменных 

Номер Варьируемые переменные rt − s2 Результат 
1 ρ , λ Больше нуля Существует минимум 
2 α , ρ      Равен нулю Неопределенно 
3 α , λ Равен нулю Неопределенно 
4 α , σ      Меньше нуля Существует седловая точка 
5 λ , σ      Меньше нуля Существует седловая точка 
6 λ , α2σ      Меньше нуля Существует седловая точка 
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энергией. Именно по этой причине картины рентгеновской дифракции для одномерных 
наноматериалов содержат одиночный и самый интенсивный пик (называемый пред-
почтительным направлением роста частицы) по сравнению с обычными объемными 
материалами, для которых пики являются менее интенсивными и менее узкими. С точки 
зрения теории Гиббса габитус кристаллов зависит от полной свободной энергии кри-
сталла в равновесии с окружающей средой при постоянной температуре и давлении; для 
стабильного зародыша поверхностная энергия должна иметь минимальное значение для 
заданного объема (в предположении постоянства свободной энергии на единицу объема 
кристалла) [31−34]. В режиме синтеза наночастиц наблюдаются различные формы ⎯ сфе-
ры, наностержни, волокна, ленты, полые сферы, иглы и прочее, при которых достигаются 
состояния с минимальной свободной энергией Гиббса. По этой причине такие материалы 
могут играть важную роль в увеличении параметра ZT [35]. 

Если выражение rt ⎯ s2 становится равным нулю, то невозможно сделать вывод 
о наличии экстремума, и ситуация требует более глубокого анализа. Когда функция ZT 
варьировалась относительно пар переменных (α, ρ) и (α, λ), было обнаружено, что 
выражение rt − s2 равно нулю. Рассмотрим точку (a, b) такую, что в ее окрестности есть 
точки, где ZT(α , ρ) или ZT(α , λ) больше, чем ZT(α , b), а также точки, где ZT(α , ρ) и ZT(α , λ) 
меньше, чем ZT(α , b). Это означает, что ZT(α , b) не является экстремумом. 

Далее, варьирование параметра ZT относительно  пар перемененных (α, σ), (λ , σ) 
и (λ , α2σ) соответствует выражению rt − s2 < 0, что означает отсутствие максимума или 
минимума, то есть существование седловой точки. Существование седловой точки озна-
чает, что эффект от (α и σ) или (λ и σ), или (λ и α2σ) уравновешивают друг друга при 
варьировании ZT относительно этих параметров. Также если представить ZT в форме ZT = 
= u + iv , то у седловой точки реальная часть u у ZT имеет максимум, и тогда (при при-
менении условий Коши−Римана) мнимая часть комплексного числа v имеет минимум, 
и наоборот [30]. 

Выводы 

Выполнен  математический анализ функциональной зависимости термоэлектриче-
ской добротности  в терминах частных производных по термоэлектрическим параметрам 
(коэффициент Зеебека, электрическая и тепловая проводимости), который позволяет 
определить возможные тенденции изменения добротности при поиске материалов с макси-
мальной эффективностью. Представляется интересным анализ результатов моделирования, 
имея ввиду их связь с реальными функциональными термоэлектрическими материалами. 
Также было бы полезно наложить дополнительные ограничения на параметры α, σ, λ и 
попытаться применить метод множителей функции Лагранжа. 

Авторы благодарят Миру Файзала и Софи Джамиля за их неоценимую помощь. 
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