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С использованием теоретико-группового метода решена задача о совместном влиянии
термодиффузии и диффузионной теплопроводности в случае свободно-конвективного
магнитогидродинамического тепломассопереноса на пористой растягивающейся поверх-
ности при наличии термофоретического осаждения частиц и различных параметрах
потока. С помощью однопараметрических групп исходная система определяющих диф-
ференциальных уравнений в частных производных с граничными условиями сводится
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений с соответствующими граничны-
ми условиями, которые решаются численно методом стрельбы с использованием схемы
интегрирования Рунге — Кутты — Джилла. Показано, что при наличии термофореза
и химической реакции существенное влияние на область течения оказывают эффекты
Соре и Дюфура.

Ключевые слова: теоретико-групповое преобразование, магнитогидродинамический,
эффекты Соре и Дюфура, химическая реакция, термофоретическое осаждение частицы.

Введение. В рамках теоретико-группового подхода математический метод, исполь-
зуемый в настоящей работе, сводится к однопараметрическому групповому преобразова-
нию, что позволяет представить задачу в автомодельном виде. В работе [1] предложена
теория, уточняющая ранее использовавшиеся методы подобия. В [2, 3] введено теоретико-
групповое преобразование, позволяющее уменьшить количество независимых переменных.
В работе [4] представлен общий систематический групповой формализм для анализа по-
добия, с помощью которого определяющая система дифференциальных уравнений в част-
ных производных сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Ранее
теоретико-групповой метод применялся для решения некоторых задач гидроаэромехани-
ки. В [5] с использованием группового метода выполнен анализ задачи о нестационар-
ном ламинарном пограничном слое в окрестности точки торможения потока. В работе [6]
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теоретико-групповое преобразование применялось при решении системы уравнений, опи-
сывающей нестационарное смешанное конвективное течение в пограничном слое микро-
полярной жидкости вблизи лобовой точки на горизонтально расположенном цилиндре.

Течение жидкости через пористую среду имеет различные технические приложения.
Многие диффузионные процессы включают молекулярную диффузию компонентов смеси

при наличии химической реакции в пограничном слое. Изучение тепломассопереноса при
наличии химической реакции имеет большое практическое значение, что обусловлено ис-
пользованием этого процесса в различных областях науки и техники. Например, получен
закон Фурье, описывающий связь между потоком энергии и температурным градиентом.
Наличие потока энергии, обусловленное наличием градиента состава, называется эффек-
том Дюфура, или диффузионной теплопроводностью. В то же время поток массы может
возникнуть вследствие наличия температурного градиента. Этот эффект называется эф-
фектом Соре, или термодиффузией. Вообще, термодиффузия и диффузионная теплопро-
водность имеют меньший порядок величины, чем эффекты, описываемые законами Фурье
или Фика, и поэтому часто не учитывались при изучении процессов тепломассоперено-
са. Процесс термодиффузии был использован для разделения изотопов и смесей газов с
очень малой (H2, He) и средней (N2, воздух) молекулярной массой. Установлено, что при
определенных условиях диффузионной теплопроводностью нельзя пренебречь.

Термофорез — движение мелких частиц от горячей поверхности к холодной. Это яв-
ление имеет различные технические приложения (осаждение частиц на пластины в микро-
электронной промышленности, осаждение частиц на поверхности, обусловленное конден-
сацией парогазовой смеси, столкновение частиц с поверхностью лопастей газовых турбин,
газоочистка с помощью фильтрации, обеспечение безопасности ядерного реактора и др.).
Использование термофоретических нагревателей привело к сокращению отказов при ра-
боте чипов в различных устройствах. Термофорез применяется для удаления радиоактив-
ных аэрозолей из-под куполов защитной оболочки в случае аварии на ядерном реакторе, а
также при изготовлении оптоволоконных заготовок.

Совместное влияние инерции, диффузии и термофореза при осаждении частицы в по-
токе в окрестности лобовой точки на осесимметричную волнообразную пластину иссле-
довано в работе [7]. В [8] развита теоретическая модель связанных механизмов переноса
диффузии, конвекции и термофореза, описывающая осаждение частиц на непрерывно дви-
жущуюся волнообразную поверхность. Конвективные потоки в пористых средах исследо-
вались также в работе [9]. В [10] изучено совместное воздействие термо- и электрофореза
на осаждение частиц на диск с волнообразной поверхностью. В работе [11] исследовано вли-
яние теплового излучения и переменной вязкости жидкости на свободно-конвективное те-
чение при наличии теплообмена на пористой растягивающейся поверхности. Установлено,
что вследствие наличия градиента температуры вблизи подложки в химическом реакто-
ре парового осаждения термофорез непосредственно влияет на количество осажденных на

подложку макрочастиц.Многие диффузионные процессы включают молекулярную диффу-
зию компонентов смеси при наличии химической реакции в потоке или на его поверхности.
В работе [12] изучено влияние химической реакции, тепломассопереноса вдоль вертикаль-
ной растягивающейся пластины с источниками тепла и концентрации при наличии отсоса

или вдува.
Теоретико-групповой метод используется для нахождения автомодельных решений

различных задач (см., например, [1–3, 11, 13, 14]). В настоящей работе исследуется

свободно-конвективный магнитогидродинамический тепломассоперенос на растягиваю-
щейся пластине при наличии термофоретического осаждения частиц и химической ре-
акции c учетом эффектов Соре и Дюфура. C использованием теоретико-группового пре-
образования система определяющих уравнений и граничных условий сведена к системе
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Рис. 1. Схема течения в пограничном

слое на вертикальной пористой растя-
гивающейся поверхности

нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с соответствующими гранич-
ными условиями. С использованием метода стрельбы и схемы интегрирования Рунге —
Кутты — Джилла численно решены автомодельные уравнения.

1. Математическая модель. Рассмотрим свободно-конвективное ламинарное те-
чение и тепломассоперенос в пограничном слое вязкой несжимаемой ньютоновской элек-
тропроводящей жидкости на вертикальной растягивающейся пластине, начинающей дви-
жение из разреза в начале координат (x = 0, y = 0) и перемещающейся с переменной
скоростью U(x), при наличии теплового излучения (рис. 1). Однородное поперечное маг-
нитное поле B0 приложено параллельно оси y. В течении происходит химическая реак-
ция. Учитывается влияние термофореза, но не учитываются вязкая диссипация и джоулев
нагрев, поскольку жидкость имеет конечную проводимость. Предполагается, что наве-
денное магнитное поле, внешнее электрическое поле и электрическое поле, возникающее
вследствие поляризации зарядов, незначительны. В уравнении импульса учитываются из-
менение плотности и эффекты плавучести (приближение Буссинеска), концентрация ком-
понентов вдали от пластины C∞ полагается бесконечно малой, член вязкой диссипации в
уравнении энергии опускается (поскольку скорость жидкости очень мала). В соответствии
с этими предположениями определяющие уравнения задачи имеют вид
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Здесь u, v — компоненты вектора скорости в направлениях осей x, y соответственно; ν —
кинематическая вязкость; ρ — плотность жидкости; T , Tw, T∞ — температура жидкости,
температура пластины и температура жидкости на бесконечности соответственно; C, Cw,
C∞ — соответствующие концентрации; α — температуропроводность жидкости; Dm —
коэффициент диффузии; K — проницаемость пористой среды; B0 — напряженность посто-
янного магнитного поля; σ — электропроводность жидкости; β — коэффициент объемного

теплового расширения; β∗ — коэффициент объемного концентрационного расширения; g —
ускорение свободного падения; Cp — удельная теплоемкость при постоянном давлении; c1,
c2, c3, c4 — константы; U(x) — скорость пластины; VT = −k(ν/T ) ∂T/∂y — скорость

термофореза; kν — термофоретический коэффициент диффузии; k — термофоретический

коэффициент; k1 — скорость химической реакции (при k1 > 0 происходит реакция разру-
шения, при k1 = 0 реакция отсутствует, при k1 < 0 имеет место реакция порождения);
V (x) — скорость отсоса (вдува) жидкости; член −νu/K — сопротивление, определяемое
линейным законом (законом Дарси); kT — коэффициент термодиффузии; Cs — коэффици-
ент восприимчивости концентрации; Tm — средняя температура жидкости.

Для u, v, θ, ϕ введем следующие зависимости:

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
, θ =
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Tw − T∞

, ϕ =
C − C∞
Cw − C∞

. (6)

Подставляя соотношения (6) в уравнения (2)–(4), получаем
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где τ = −k(Tw − T∞)/Tr; Tr — исходная температура.
Согласно [11, 15] граничные условия имеют вид
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y →∞:
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(8)

Введем однопараметрическую группу преобразований [15]

x̄ = apx, ȳ = aqy, ψ̄ = adψ, θ̄ = θ, ϕ̄ = ϕ,

T̄ − T̄∞ = ae(T − T∞), C̄ − C̄∞ = az(C − C∞),
(9)

где a — параметр группы; p, q, d, e, z — вещественные постоянные, которые нужно опреде-
лить. Подставляя групповое преобразование (9) в уравнения (7) и граничные условия (8),
получаем
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ψ̄ȳ((T̄w − T̄∞)θ̄)x̄ − ψ̄x̄((T̄w − T̄∞)θ̄)ȳ − α((T̄w − T̄∞)θ̄)ȳȳ −
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+ k1(C̄w − C̄∞)ϕ̄+ τ((T̄w − T̄∞)θ̄)ȳ((C̄w − C̄∞)ϕ̄)ȳ +

+ τ((T̄w − T̄∞)θ̄)ȳȳ(C̄w − C̄∞)ϕ̄− DmkT
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+ azk1(Cw − C∞)ϕ+ ae+z−2q[τ((Tw − T∞)θ)y((Cw − C∞)ϕ)y +

+ ((Tw − T∞)θ)yy(Cw − C∞)ϕ]− ae−2q DmkT

Tm
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Граничные условия имеют вид

y = 0: ψ̄ȳ − c1x̄m = ad−qψy − ampc1x
m = 0, ψ̄x̄ + c2x̄

n = ad−pψx + c2a
npxn = 0,

T̄w− T̄∞−c3x̄r = ae(Tw−T∞)−arpc3x
r = 0, C̄w− C̄∞−c4x̄r = az(Cw−C∞)−arpc4x

r = 0,

y →∞: ψ̄ȳ = ad−qψy = 0, T̄ − T̄∞ = ae(T − T∞) = 0, C̄ − C̄∞ = az(C − C∞) = 0.

Из условия конформной инвариантности следуют соотношения

2d− p+ 2q = d− q = d− 3q = e = z, d+ e− p− q = e− 2q,

d+ z − p− q = z − 2q = e+ z − 2q = e− 2q = z,

d− q = mp, d− p = np, e = rp, z = rp,

из которых получаем

p =
2q

1−m
, d =

1 +m

1−m
q, n =

m− 1

2
, e = z =

2(2m− 1)

1−m
q, r = 2m− 1. (11)

При условии инвариантности преобразования [16, 17] из уравнения (10) следует

x̄ = a2/(1−m)x, ȳ = aqy,

ψ̄ = a(1+m)/(1−m)ψ, T̄w − T̄∞ = a2(2m−1)q/(1−m)(Tw − T∞), (12)

C̄w − C̄∞ = a2(2m−1)q/(1−m)(Cw − C∞), θ̄ = θ, ϕ̄ = ϕ.

Сначала найдем абсолютный инвариант, который является функцией зависимой пе-
ременной, а именно ζ = yxN . С этой целью запишем (12) в виде

x̄ = Ax, A = a2/(1−m), ȳ = A(1−m)/2y, ψ̄ = A(1+m)/2ψ,

T̄w − T̄∞ = A2m−1(Tw − T∞), C̄w − C̄∞ = A2m−1(Cw − C∞).

Из условия ȳx̄N = yxN следует ȳx̄N = yxNA(1−m)/2+N . Полагая (1−m)/2+N = 0, получаем

ȳx̄N = yxN . Так как N = (m− 1)/2, то ζ = yx(m−1)/2 — абсолютный инвариант.
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Вычислим теперь второй абсолютный инвариант f(ζ), который включает зависи-

мую переменную ψ. Предположим, что f(ζ) = x̄Lψ̄. Тогда x̄Lψ̄ = A(1+m)/2+LxLψ. По-
лагая (1 + m)/2 + L = 0, имеем L = −(1 + m)/2. Таким образом, получаем второй аб-

солютный инвариант f(ζ) = x−(1+m)/2ψ, или ψ = x(1+m)/2f(ζ). Аналогично получаем
Tw − T∞ = c3x

2m−1, Cw − C∞ = c4x
2m−1, θ = θ(ζ), ϕ = ϕ(ζ). Из уравнения (11) следует,

что в случае растяжения пластины со скоростью U(x) = c1x
m существует автомодельное

решение рассматриваемой задачи при условии vw = c2x
(m−1)/2, в силу которого перемен-

ная подобия и зависимые переменные имеют вид

ζ = yx(m−1)/2, ψ = x(1+m)/2f(ζ), θ = θ(ζ), ϕ = ϕ(ζ),

Tw − T∞ = c3x
2m−1, Cw − C∞ = c4x

2m−1.

Выполним преобразования подобия

η = y

√
m+ 1

2

U(x)

νx
, ψ = f(η)

√
2

m+ 1
νxU(x), θ = θ(η), ϕ = ϕ(η),

Tw − T∞ = c3x
2m−1, Cw − C∞ = c4x

2m−1,

с помощью которых уравнения (7) принимают вид

f ′′′ + ff ′′ − 2m

m+ 1
f ′2 − 2

m+ 1
(M + λ)f ′ +

2

m+ 1
(Gr θ + GrC ϕ) = 0; (13)

θ′′

Pr
− 2(2m− 1)

m+ 1
θf ′ + fθ′ + Df ϕ′′ = 0; (14)

ϕ′′

Sc
+ (f − τθ′)ϕ′ − 2(2m− 1)

m+ 1
ϕf ′ − τθ′′ϕ− 2

m+ 1
γϕ+ Sr θ′′ = 0. (15)

Граничные условия записываются в виде

f(0) = S, f ′(0) = 1, θ(0) = 1, ϕ(0) = 1, f ′(∞) = 0, θ(∞) = 0, ϕ(∞) = 0. (16)

В (13)–(16) штрихи обозначают дифференцирование по η; Gr = gβ(Tw−T∞)/(c21x
2m−1) —

локальное число Грасгофа; GrC = gβ∗(Cw − C∞)/(c21x
2m−1) — локальное модифицирован-

ное число Грасгофа; Pr = ν/α — число Прандтля; Sc = ν/Dm — число Шмидта; Df =
DmkT (Cw−C∞)/[CsCp(Tw−T∞)] — число Дюфура; Sr = DmkT (Tw−T∞)/[Tm(Cw−C∞)] —
число Соре; γ = k1/(c1x

m−1) — параметр химической реакции; λ = νU/K — параметр по-

ристости среды; τ = −k(Tw−T∞)/Tr — параметр термофореза; S = −c2
√

2/[(m+ 1)νc1] —
параметр отсоса при S > 0 или вдува при S < 0; M = σB2

0U/ρ — магнитный параметр.
2. Численное решение. Система уравнений (13)–(15) с граничными условиями (16)

решалась численно с использованием схемы интегрирования Рунге — Кутты — Джил-
ла [18] и метода стрельбы с пристрелочными параметрами f ′′(0), θ′(0), ϕ′(0), чтобы бы-
ли выполнены граничные условия на бесконечности. Поиск параметров f ′′(0), θ′(0), ϕ′(0)
проводился до тех пор, пока при заданных параметрах τ , M , λ, γ они не убывали экспо-
ненциально до нуля. Исследовано влияние тепломассопереноса при наличии отсоса (вдува)
и различных значениях параметра термофореза, магнитного параметра, параметра хими-
ческой реакции и параметров потока.

3. Результаты исследования и их обсуждение. С использованием метода, описан-
ного в п. 2, выполнен численный расчет при различных значениях параметра химической
реакции γ, параметра пористости среды λ, параметра отсоса (вдува) S, магнитного пара-
метраM , числа Прандтля Pr, параметра термофореза τ , числа Соре Sr, числа Дюфура Df
и числа Шмидта Sc.
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Стационарные значения величин f ′′(0), θ′(0), ϕ′(0)
при λ = 0, τ = 0, γ = 0, Sc = 0,22, Pr = 0,71, Gr = 2,0, GrC = 10, M = 0,2, m = 1, S = 0,5

Sr Df
Данные работы [15] Данные настоящей работы

f ′′(0) −θ′(0) −ϕ′(0) f ′′(0) −θ′(0) −ϕ′(0)

2,0 0,03 7,130 25 1,900 16 0,102 52 7,130 32 1,900 09 0,102 46
0,4 0,15 5,608 21 1,501 30 0,485 66 5,608 26 1,501 24 0,485 59
0,1 0,60 5,496 08 1,293 65 0,568 18 5,496 13 1,293 59 0,568 07
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Рис. 2. Профили концентрации:
а — результаты, полученные в настоящей работе (1 — Sc = 0,22, 2 — Sc = 0,60, 3 —
Sc = 0,78); б — результаты, полученные в [15] (1 — Sc = 0,22, S = −0,5, 2 — Sc = 0,60,
S = −0,5, 3 — Sc = 0,22, S = 0,5, 4 — Sc = 0,78, S = −0,5, 5 — Sc = 0,60, S = 0,5, 6 —
Sc = 0,78, S = 0,5)

С целью проверки предлагаемого метода проведено сравнение стационарных значений

поверхностного трения f ′′(0), скоростей теплообмена θ′(0) и массопереноса ϕ′(0), получен-
ных при различных значениях γ, τ , Sc, с данными работы [15] (см. таблицу). Установлено,
что они хорошо согласуются.

Проведено сравнение выполненных численных расчетов с известным точным решени-
ем. На рис. 2 показаны профили концентрации при различных значениях числаШмидта Sc,
полученные в данной работе, и профили, соответствующие точному решению в работе [15].
Видно, что профили концентрации хорошо согласуются с теоретическим решением. При
S = 0,5 с увеличением числа Шмидта концентрация уменьшается, что обусловлено умень-
шением толщины диффузионного пограничного слоя.

На рис. 3 показано влияние параметра термофореза τ на профиль концентрации. Вид-
но, что при наличии однородного магнитного поля с увеличением параметра термофореза
концентрация жидкости уменьшается. Увеличение параметра термофореза τ ограниче-
но незначительным увеличением угла наклона профилей концентрации вблизи пластины

и уменьшением самой концентрации. Это справедливо только при небольших значениях
числа Шмидта, когда влияние броуновской диффузии более существенное, чем влияние
конвекции. При больших числах Шмидта влияние диффузии значительно слабее влияния
конвекции, поэтому параметр термофореза оказывает существенное влияние на концен-
трационный пограничный слой. В частности, концентрация жидкости постепенно умень-
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Влияние параметра термофореза на профили концентрации при Sc =
0,67, λ = 1,0, γ = 1,0, S = 0,5, Pr = 0,71, Sr = 0,5, Df = 0,2, M = 0,5, Gr = 2,0,
GrC = 10:
1 — τ = 0,1; 2 — τ = 1,0; 3 — τ = 2,0

Рис. 4. Влияние параметра химической реакции на профили концентрации при
Sc = 0,67, λ = 1,0, τ = 1,0, S = 0,5, Pr = 0,71, Sr = 0,5, Df = 0,2, M = 1,0,
Gr = 2,0, GrC = 10:
1 — γ = −1,0; 2 — γ = 0,001; 3 — γ = 2,0

шается только в том случае, если интенсивность термофоретического осаждения частиц
больше вязкости жидкости, зависящей от температуры. В случае осаждения частиц при
τ = 2,0 получен важный результат — значительное искажение поля концентрации. От-
рицательное значение концентрации зафиксировано вне пограничного слоя при Sr = 0,5,
Df = 0,2. Такое поведение частиц при осаждении обусловлено совместным влиянием тер-
мофореза и эффектов Соре и Дюфура на поверхности пластины.

На рис. 4 представлены профили безразмерной концентрации ϕ(η) при различных зна-
чениях параметра химической реакции. Видно, что при наличии равномерного отсоса и
источника тепла увеличение интенсивности химической реакции приводит к уменьшению

концентрации жидкости вдоль поверхности стенки. Следует отметить, что реакция раз-
рушения оказывает более существенное влияние на профили концентрации, чем реакция
порождения. Концентрация жидкости уменьшается, если скорость химической реакции k1

больше кинематической вязкости жидкости ν.
На рис. 5 показано влияние чисел Дюфура Df и Соре Sr на температуру θ и концен-

трацию ϕ. Из рис. 5,б следует, что с увеличением числа Дюфура Df толщина концентра-
ционного пограничного слоя уменьшается, а с увеличением числа Соре Sr увеличивается.
На рис. 5,б видно, что с увеличением Df концентрация уменьшается. Следует отметить,
что концентрация более существенно зависит от величины Df (или Sr), чем температура.
Таким образом, эффекты Дюфура и Соре играют важную роль в молекулярной диффузии
при естественной конвекции через пористую среду.

На рис. 6 представлены типичные профили скорости при различных значениях маг-
нитного параметра. Видно, что вследствие однородной пористости поверхности пластины
при наличии термофоретического осаждения частиц с увеличением магнитного парамет-
ра скорость жидкости уменьшается, тогда как температура и концентрация существенно
не меняются. В результате воздействия поперечного магнитного поля на электропроводя-
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Рис. 5. Влияние чисел Соре и Дюфура на профили температуры (а) и концен-
трации (б) при Sc = 0,67, λ = 1,0, τ = 1,0, γ = 1,0, S = 0,5, Pr = 0,71, M = 1,0,
Gr = 2,0, GrC = 10:
1 — Sr = 0,1, Df = 0,2; 2 — Sr = 0,5, Df = 0,1; 3 — Sr = 2,0, Df = 0,03
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Рис. 6. Влияние магнитного параметра
на профили скорости при Sc = 0,67, λ =
1,0, τ = 1,0, γ = 1,0, Pr = 0,71, Sr = 0,5,
Df = 0,2, Gr = 2,0, GrC = 10:
1 — M = 0,5; 2 — M = 3,0; 3 — M = 4,0

щую жидкость возникает сила сопротивления (сила Лоренца), что приводит к замедлению
движения жидкости и увеличению толщины пограничного слоя.

Заключение. Результаты проведенного исследования позволяют сделать вывод, что
при учете эффектов Соре и Дюфура термофоретическое осаждение частиц оказывает су-
щественное влияние на движение жидкости вдали от пластины. Влияние поперечного маг-
нитного поля на вязкую несжимаемую проводящую жидкость проявляется в уменьшении

скорости потока и повышении температуры. При наличии химической реакции термофоре-
тическое осаждение частиц также оказывает существенное влияние на течение, а значит,
на скорость тепломассопереноса от пластины в жидкость. Установлено, что в резуль-
тате действия термофоретической силы толщина концентрационного пограничного слоя

значительно уменьшается. Следовательно, основную роль в процессе термофоретического
осаждения частиц на поверхность пластины играет термофоретический эффект, а не диф-
фузия. Таким образом достигается почти равномерное осаждение кластеров различных
размеров.

Скорость теплообмена, массопереноса и термофоретическая скорость осаждения ча-
стиц на поверхность пластины зависят от чисел Соре и Дюфура, размеров частиц и тер-
мофоретического коэффициента k. Таким образом, учет влияния всех параметров важен
для более точного определения скорости массопереноса и теплообмена.
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