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Рассматривается динамика пузыря в жидкости малой вязкости. Определяется уравне-
ние динамики малых возмущений с учетом влияния вязкости.
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Рассмотрим пузырь переменного радиуса в жидкости малой вязкости. Предположим,
что форма поверхности пузыря S близка к сферической. Целью данной работы является
получение уравнения динамики возмущений поверхности.

Введем сферическую систему координат (r, θ, ϕ) с началом в центре сферы. Выраже-
ние для радиуса поверхности пузыря r0 включает малое возмущение, пропорциональное
сферической гармонике Yn:

r0(θ, ϕ, t) = R(t) + r1(t) + a(t)Yn(θ, ϕ), a� R. (1)

Здесь R — радиус сферы эквивалентного объема; a — амплитуда возмущения; интеграл
от Y 2

n по единичной сфере принят равным единице. В дальнейшем аргумент t у функций R,
r1, a опущен. Из выражения для объема пузыря V = (4/3)πR3 следует, что значение
переменной r1 = −a2/(4πR).

Невозмущенное поле скоростей является потенциальным. Предположим, что возмуще-
ние поля скоростей вокруг пузыря близко к потенциальному. Это возможно, если произ-
ведение кинематической вязкости ν и характерного времени τ мало: ντ � l2 (l = πR/n —
характерное расстояние).

Потенциал скорости v = ∇Φ определяется из решения задачи Неймана
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∂Φ
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=
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Φ = −Ṙ
R2

r
− 1
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a

R

)(R

r
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RYn. (2)

Здесь коэффициент при 1/r справедлив с точностью до малых Ṙa3/R2, ȧa2/R.
Для описания динамики возмущений используем энергетический подход, аналогичный

подходу [1], применяемому для описания динамики системы пузырей в жидкости малой
вязкости. Обобщенные силы в уравнениях Лагранжа можно выразить через скорость дис-
сипации E энергии в потенциальном поле скоростей:
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, i = 1, 2. (3)
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Обобщенными координатами являются q1 = a и q2 = R. Функция Лагранжа равна
L = Tf − σS (Tf — кинетическая энергия жидкости; σ — поверхностное натяжение). Ки-
нетическая энергия и скорость диссипации определяются формулами

Tf = −ρ

∫
S

Φ
∂Φ
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dS, E = 2µ

∫
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εijεij dΩ, εij =
1
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+
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)
, (4)

где ρ — плотность жидкости; µ — динамическая вязкость; Ω — область, занятая жидко-
стью; по повторяющимся индексам проводится суммирование. Интеграл в формуле для E
приводится к поверхностному интегралу

E = −µ

∫
S

∂v2

∂n
dS. (5)

При вычислении интегралов используем приближенные выражения для компонент

нормали к поверхности пузыря

nr = 1− 1
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Здесь Y = Yn. Площадь элемента поверхности равна

dS = r2
0(1 + (n2

θ + n2
ϕ)/2) sin θ dϕ dθ.

Далее используются также значения следующих интегралов по единичной сфере S′:∫
S′

Y 2 dS′ = 1,

∫
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)
dS′ = n(n + 1).

Второй интеграл необходим при вычислении скорости диссипации энергии E.
Из (1), (2), (4) найдем кинетическую энергию с учетом главных слагаемых по малым

амплитуде a и скорости ȧ:

Tf = 2πρR3Ṙ2 + ρ
R3

2
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(a2Ṙ2R + aȧṘR2) + . . . . (7)

Потенциальная энергия (поверхностная свободная энергия) определяется по формуле

σS ≈ 4πR2σ + (n− 1)(n− 2)σa2/2. (8)

Для вычисления E требуется бо́льший объем преобразований, чем для вычисления
кинетической энергии T , поэтому приведем только промежуточные выражения:
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Здесь u = ȧ + 2aṘ/R. Каждую формулу в (9) умножим на соответствующую компонен-
ту нормали (6) и сложим, чтобы получить −∂v2/∂n. Вычисляя интеграл (5), получим
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приближенное выражение для скорости диссипации энергии

E = 16πµṘ2R + 2µ[(n + 2)(2n + 1)ȧ2R + 2(n + 2)(n− 1)aȧṘ−

− 2(n− 1)(2n + 1)a2Ṙ2R−1]/(n + 1). (10)

С учетом (7), (8), (10) из уравнений Лагранжа (3) получим следующее уравнение для
амплитуды гармонического возмущения a = an:

Rän + 3Ṙȧn + [(n2 − 1)(n + 2)σ/(ρR2)− (n− 1)R̈]an =

= −2ν(n + 2)[(2n + 1)Rȧn + (n− 1)Ṙan]/R2. (11)

В случае если вязкость равна нулю (ν = 0), правая часть динамического уравнения (11),
представляющая собой вклад вязкости в динамику возмущения пузыря, равна нулю и

уравнение (11) совпадает с уравнением работы [2].
Уравнение (11) представляет собой скорректированное уравнение (2) из работы [3],

в котором дополнительное слагаемое является лишним.
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