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В рамках теории пологих оболочек изучается влияние малой присоединенной массы на
частоту и форму свободных колебаний тонкой оболочки. В предложенной математи-
ческой модели предполагается, что массовая асимметрия даже в линейной постановке
приводит к связанным изгибно-радиальным колебаниям. С помощью модальных урав-
нений, полученных методом Бубнова — Галеркина, выявлены особенности взаимодей-
ствия формообразующих волн. Обнаружено расщепление изгибного частотного спектра,
обусловленное не только наличием присоединенной массы, но и параметрами волнооб-
разования оболочки. Установлены диапазоны относительных длин и толщин оболочки,
в которых взаимодействием изгибных и радиальных колебаний можно пренебречь.
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Введение. Деформирование, прочность, колебания, статическая и динамическая

устойчивость тонкостенных элементов конструкций в форме замкнутых круговых цилин-
дрических оболочек являются объектом многочисленных исследований, интерес к которым
обусловлен использованием этих оболочек в качестве основных несущих конструктивных

элементов в авиационной, ракетной, космической технике, подводных аппаратах, конструк-
циях тоннелей и резервуаров, а также в корпусах современных энергетических установок.
Такие оболочечные конструкции характеризуются включениями типа малых присоединен-
ных масс, обусловленных конструктивной, эксплуатационной или иной необходимостью.
В качестве присоединенной массы в системе оболочка — масса используются двигате-
ли, системная аппаратура, транспортируемый груз, топливные баки, а также различное
подвесное оборудование и архитектурные включения.

Известно, что наличие присоединенной массы приводит к взаимодействию сопряжен-
ных изгибных форм и расщеплению изгибного частотного спектра круговой цилиндриче-
ской оболочки [1–10]. В работе [3] показано, что уменьшение основной частоты системы
оболочка — масса обусловлено только величиной присоединенной массы. Однако анализ
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экспериментальных данных [3–5] и численные исследования [6, 7] показывают, что частота
зависит также от геометрических параметров оболочки.

В работе [8] для случая бесконечно длинной круговой цилиндрической оболочки пред-
ложена уточненная математическая модель, согласно которой наличие присоединенной
массы даже в линейной постановке приводит к взаимодействию низкочастотных изгибных

колебаний с высокочастотными радиальными колебаниями. В работе [9] данный подход
использовался для случая колебаний оболочки конечной длины, несущей присоединенную
массу, распределенную вдоль образующей.

Результаты работ [8, 9] качественно и количественно согласуются с эксперименталь-
ными данными [2–4] и численными расчетами [6, 7].

В настоящей работе, являющейся продолжением цикла исследований, на примере обо-
лочки с присоединенной сосредоточенной массой показана применимость предложенного

подхода для изучения собственных динамических характеристик таких конструкций.
1. Математическая модель. Исследуются колебания в окрестности основного резо-

нанса цилиндрической оболочки массойM0, радиусом R, длиной l и толщиной h, к которой
при x = x0, y = y0 присоединена масса M .

1.1. Уравнения движения. Как и в работе [3], используются уравнения движения тео-
рии пологих оболочек [10]
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где D = Eh3/[12(1−µ2)] — цилиндрическая жесткость; E — модуль Юнга; µ — коэффици-
ент Пуассона; ∇4 — бигармонический оператор Лапласа; w(x, y, t) — прогиб; Φ(x, y, t) —
функция напряжений; ρ — плотность; t — время; δ(x, y) — функция Дирака.

1.2. Условие “возврата”. Для замкнутой оболочки все величины, определяющие ее
напряженно-деформированное состояние, должны принимать свои начальные значения по-
сле обхода контура поперечного сечения.

1.3. Граничные условия. К уравнениям движения (1) необходимо добавить гранич-
ные условия. Полагается, что на торцах оболочки выполняются краевые условия Навье
w = 0, ∂2w/∂x2 = 0, N1 = T = 0 (N1, T — погонные продольное и касательное усилия

соответственно).
1.4. Конечномерная модель. В рамках традиционного подхода при построении конеч-

номерной модели полагается, что наличие присоединенной массы приводит к взаимодей-
ствию сопряженных изгибных форм sin βy sin αx и cos βy sin αx (β = n/R; α = π/l; n —
число волн в окружном направлении). Этим формам собственных колебаний симметрич-
ной оболочки соответствует одна и та же частота. Тогда упругий прогиб свободно опертой
по торцам оболочки с присоединенной массой в первом приближении можно аппроксими-
ровать выражением

w(x, y, t) = [f1(t) sin βy + f2(t) cos βy] sin αx, (2)

где f1(t), f2(t) — обобщенные координаты.
В настоящей работе предлагается уточненная конечномерная модель (2), согласно ко-

торой наличие присоединенной массы приводит к взаимодействию не только сопряженных

изгибных форм, но и низкочастотных изгибных колебаний оболочки с высокочастотными
радиальными колебаниями. При данном подходе выражение для прогиба оболочки имеет
вид

w(x, y, t) = [f1(t) sin βy + f2(t) cos βy + f3(t)] sin αx, (3)

где дополнительная координата f3(t) соответствует радиальным формам колебаний.



92 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2016. Т. 57, N-◦ 5

1.5.Модальные уравнения. Подставляя (3) во второе уравнение (1), можно найти функ-
цию напряжений

Φ(x, y, t) = [Φ1(t) sin βy + Φ2(t) cos βy + Φ3(t)] sin αx, (4)

удовлетворяющую условиям “возврата”, а также граничным условиям N1 = T = 0. Здесь

Φ1(t) =
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Подставляя (3), (4) в первое уравнение (1) и используя условие ортогональности по-
лученного выражения форме прогиба (3), получаем систему уравнений
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(f̈1 sin2 βy0 + f̈2 cos βy0 sin βy0 + f̈3 sin βy0) sin2 αx0 = 0,
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(f̈1 sin βy0 cos βy0 + f̈2 cos2 βy0 + f̈3 cos βy0) sin2 αx0 = 0, (5)
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Здесь p2 = 1 + εθ4/[12(1 − µ2)], ω2
n = ε(1 + θ2)2/[12(1 − µ2)] + θ4/(1 + θ2)2 — квадраты

безразмерных частот радиальных и изгибных колебаний оболочки при отсутствии при-
соединенной массы соответственно; ε = (n2h/R)2, θ = πR/(nl) — параметры волнообра-
зования, характеризующие относительную толщину и длину оболочки; точки обозначают
дифференцирование по безразмерному времени τ = λnt, где λ2

n = Eω2
n/(ρR2) — квадрат

собственной частоты.
Из системы модальных уравнений (5) следует, что наличие присоединенной массы

приводит к взаимодействию не только сопряженных изгибных форм, но и изгибных колеба-
ний оболочки с радиальными. При этом радиальные колебания являются дополнительной
инерционной связью между сопряженными изгибными формами.

2. Частоты колебаний. Из частотного уравнения, соответствующего системе (5),
найдены три безразмерные собственные частоты колебаний оболочки с малой присоеди-
ненной массой Ωn0i = ωn0i/ωn (i = 1, 2, 3). Расчеты показывают, что первым двум часто-
там Ωn01, Ωn02 соответствуют преимущественно изгибные колебания, а третьей Ωn03 —
преимущественно радиальные колебания. При этом все частоты не зависят от круговой
координаты y0 точки крепления массы.

В рассматриваемом решении меньшая из расщепленных собственных частот Ωn01

зависит не только от величины присоединенной массы, но и от параметров ε и θ
(рис. 1, 2) [11]. Расчеты выполнены для случая, когда масса прикреплена в сечении обо-
лочки x = l/2. Результаты, полученные с использованием аппроксимаций прогиба (2), (3),
совпадают только для относительно длинных (θ < 0,5) оболочек. В случае относительно
коротких оболочек (например, при ε = 0,75, θ = 2, M/M0 = 0,1) результаты, полученные
с использованием аппроксимаций (2), (3), различаются более чем на 7 %, и при увеличе-
нии массы M/M0 это различие увеличивается. Большая из расщепленных собственных
частот Ωn02 = 1 и в предлагаемом, и в традиционном решениях.

Зависимости частоты Ωn03, которой соответствуют преимущественно радиальные
колебания, от параметров волнообразования и присоединенной массы представлены на

рис. 3, 4. Видно, что Ωn03 зависит от ε, θ и практически не зависит от M .
Зависимости отношения безразмерной частоты преимущественно радиальных коле-

баний к частоте радиальных колебаний оболочки без присоединенной массы ωn03/p от
параметров волнообразования приведены на рис. 5, 6. Видно, что при наличии присоеди-
ненной массы частота ωn03 может как уменьшаться, так и увеличиваться.
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Рис. 1. Зависимость частоты колебаний оболочки Ωn01 от параметра волнообразования ε
при различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразования θ:
сплошные линии— модель (2),штриховые и пунктирные— уточненное решение (3); 1–3 — M/M0 =
0,05, 1 ′–3 ′ — M/M0 = 0,1; 2, 2 ′ — θ = 1,0, 3, 3 ′ — θ = 1,5

Рис. 2. Зависимость частоты колебаний оболочки Ωn01 от параметра волнообразования θ
при различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразования ε:
2, 2 ′ — ε = 0,25, 3, 3 ′ — ε = 0,75 (остальные обозначения те же, что на рис. 1)
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Рис. 3. Зависимость частоты колебаний оболочки Ωn03 от параметра волнообразования ε
при различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразования θ:
1, 2 — M/M0 = 0,05, 1 ′, 2 ′ — M/M0 = 0,1; 1, 1 ′ — θ = 1,0, 2, 2 ′ — θ = 1,5

Рис. 4. Зависимость частоты колебаний оболочки Ωn03 от параметра волнообразования θ
при различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразования ε:
1, 2 — M/M0 = 0,05, 1 ′, 2 ′ — M/M0 = 0,1; 1, 1 ′ — ε = 0,25, 2, 2 ′ — ε = 0,75
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Рис. 5. Зависимость частоты радиальных колебаний ωn03/p от параметра волнообразова-
ния ε при различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразова-
ния θ (обозначения те же, что на рис. 3)

Рис. 6. Зависимость частоты радиальных колебаний ωn03/p от параметра волнообразова-
ния θ при различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразова-
ния ε (обозначения те же, что на рис. 4)
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Рис. 7. Зависимость отношения амплитуд f3/f2 от параметра волнообразования ε при
различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразования θ (обо-
значения те же, что на рис. 3)

Рис. 8. Зависимость отношения амплитуд f3/f2 от параметра волнообразования θ при
различных значениях присоединенной массы M/M0 и параметра волнообразования ε (обо-
значения те же, что на рис. 4)
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3. Формы колебаний. Колебания оболочки с частотой Ωn02 = 1 происходят толь-
ко по форме sin βy sin αx, в этом случае масса неподвижна. При колебаниях с частотами
Ωn01, Ωn03 наблюдается взаимодействие изгибной косинусоидальной cos βy sin αx и ради-
альной sin αx форм, масса подвижна. Таким образом, при наличии присоединенной массы
узлы в окружном направлении являются неподвижными.

На рис. 7, 8 представлена зависимость отношения амплитуд f3/f2 от ε, θ и M при

частоте Ωn01. Видно, что частоте Ωn01 соответствуют преимущественно изгибные колеба-
ния. При этом с увеличением ε и (или) θ амплитуды радиальных колебаний f3 становятся

более существенными. Для количественной оценки частоты при θ 6 0,5 взаимодействием
изгибных и радиальных колебаний можно пренебречь (см. рис. 7, 8).

Представленные результаты для случая колебаний оболочки с присоединенной сосре-
доточенной массой аналогичны результатам, полученным для оболочки с присоединенной
массой, равномерно распределенной вдоль образующей, и массой, распределенной вдоль
образующей по линейному закону [9, 12].

Заключение. Наличие присоединенной сосредоточенной массы способствует взаимо-
действию сопряженных изгибных форм колебаний круговой цилиндрической оболочки, а
также низкочастотных изгибных колебаний с незначительными высокочастотными ради-
альными колебаниями.

Предложенная аппроксимация формы прогиба позволила установить, что наличие
присоединенной массы приводит к расщеплению изгибного частотного спектра, при этом
меньшая из расщепленных собственных частот уменьшается, а большая не изменяется по
сравнению со случаем колебаний оболочки без присоединенной массы. При этом меньшая
из расщепленных собственных частот не зависит от круговой координаты точки крепления

присоединенной массы, однако зависит от величины присоединенной массы и параметров
волнообразования ε и θ, характеризующих относительную толщину и длину оболочки.
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