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ВВЕДЕНИЕ

За более чем трехвековую историю отече-
ственного лесного хозяйства накоплены колос-
сальные объемы данных о количественных и 
качественных характеристиках деревьев и дре-
востоев. Обмерены сотни тысяч модельных де-
ревьев с вычислением объемов стволов и вы-
ходом сортиментов, а тысячи – с определением 
фитомассы, для разных целей заложены десятки 
тысяч временных пробных площадей, по сотням 
опытных участков получены сведения о долго-
временной динамике древостоев и т. д. В наши 
дни электронные измерительные комплексы в 
сочетании с методами дистанционного зонди-
рования позволяют получать новые данные о 

лесных насаждениях с еще большей скоростью 
и точностью. В связи с длительным циклом 
выращивания лесов методы анализа данных, 
стремительно развивающиеся в последние де-
сятилетия, становятся основой при разработке 
новых лесоводственных нормативов и моделей. 
П. Я. Грабарник с соавт. (2019) отмечают, что 
применение новых методов для оценки и про-
гнозирования ресурсов и функций лесов России 
определяется переходом к интенсивной модели 
ведения лесного хозяйства и повышенным вни-
манием к экологическим проблемам природо-
пользования. 

Новые и усовершенствованные старые мето-
ды анализа данных имеют большое прикладное 
значение в лесохозяйственных исследованиях, 
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проводимых за рубежом. Одним из таких мето-
дов, не упоминаемым в лесной и смежных на-
уках в России, являются регрессионные модели 
смешанных эффектов. За последние два деся-
тилетия в мировом научном сообществе значи-
тельно возрос интерес к моделям смешанных 
эффектов (Bolker et al., 2009; Zuur et al., 2009). 
Анализ опубликованных статей в журналах, ин-
дексируемых Scopus, по отрасли знаний «Сель-
скохозяйственные и биологические науки», 
включающей направление «Лесное хозяйство», 
показывает ежегодный рост исследований, в ко-
торых при анализе экспериментальных материа-
лов применяются модели смешанных эффектов. 

За рассматриваемый период количество ста-
тей с упоминанием моделей смешанных эффек-
тов возросло экспоненциально (см. рисунок). 
Так, если в 1990 г. их доля составляла всего 
0.09 %, а в 2009 г. – 0.38 %, то к 2019 г. она уве-
личилась до 0.66 % от общего количество ста-
тей. В абсолютных единицах получены следую-
щие значения: в 1990 г. – 42, в 2009 г. – 521 и 
в 2019 г. – 1425 статей.

Модели смешанных эффектов – это расши-
рения регрессионных моделей для данных, ко-
торые собираются по отдельным группам. Эти 
модели описывают взаимосвязь между пере-
менной отклика и независимыми переменными 
с коэффициентами, которые могут варьировать 
по отношению к одной или нескольким груп-
пирующим переменным. Модель смешанных 
эффектов состоит из двух частей: фиксирован-

ных и случайных эффектов. Члены с фиксиро-
ванными эффектами обычно представляют со-
бой стандартную часть регрессионной модели, 
а случайные эффекты связаны с отдельными 
экспериментальными единицами, выбранными 
случайным образом из совокупности. Случай-
ные эффекты имеют предварительное распре-
деление (наиболее часто нормальное), тогда как 
фиксированные эффекты – нет. Модели со сме-
шанными эффектами могут представлять кова-
риационную структуру, связанную с группиров-
кой данных путем связывания общих случайных 
эффектов с наблюдениями, которые имеют оди-
наковый уровень группирующей переменной. 
Подробнее теоретические аспекты линейных 
моделей смешанных эффектов рассмотрены, на-
пример, в работах J. C. Pinheiro and D. M. Bates 
(2000), A. Gałecki and T. Burzykowski (2013), а 
нелинейных – в работах M. J. Lindstrom and 
D. M. Bates (1990), J. C. Pinheiro and D. M. Bates 
(2000), H. E. Burkhart and M. Tomé (2012).

Линейные модели являются, с одной сто-
роны, самой простой разновидностью моделей 
смешанных эффектов, а с другой – представля-
ют мощный, но сложный инструмент (Harrison 
et al., 2018). Разработки в области программно-
го обеспечения сделали их доступными для не-
специалистов и простыми для использования в 
широкодоступных статистических пакетах, на-
пример в R (R Core Team, 2016). В этих пакетах 
используются различные методы вычислений, 
что приводит к некоторым несоответствиям в 
выходных данных моделей. Эти различия, как 
правило, незначительны, и общие выводы по ре-
зультатам моделирования одинаковы (Harrison 
et al., 2018).

МОДЕЛИ РОСТА

Сама по себе идея применения случайных 
эффектов в лесном хозяйстве не нова. Концеп-
туально она восходит к диссертационной рабо-
те J. L. Clutter (1961), где он обратил внимание 
на уникальность повторных измерений приме-
нительно к лесному хозяйству и отмечал, что 
предположение о независимости и случайности 
в регрессионном анализе нарушается при по-
вторных измерениях на постоянных пробных 
площадях. Из-за этого может потребоваться со-
ответствующая корректировка при проведении 
регрессионного анализа. Его первоначальное 
предположение о том, что наблюдения на кон-
кретной пробной площади могут отражать за-
кономерность, характерную только для этого 
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участка, а также включают в себя функцию вре-
мени, сегодня широко применяется при постро-
ении моделей смешанных эффектов.

Новаторской для лесного хозяйства была ра-
бота R. L. Bailey and J. L. Clutter (1974). В ней 
предложена концепция различных параметров 
модели, которые однозначно идентифициру-
ются с конкретными лесными участками. Для 
культур сосны лучистой Pinus radiata D. Don в 
Новой Зеландии получена модель полиморфных 
кривых зависимости высоты от возраста, где 
условия местопроизрастания не требуют ко-
личественного выражения перед проведением 
оценки параметров. 

Дальнейшие исследования с применением 
моделей смешанных эффектов  посвящены, глав-
ным образом, моделированию роста по высоте. 
J. Lappi and R. L. Bailey (1988) продемонстри-
ровали новый способ прогнозирования роста по 
высоте господствующих деревьев сосны Элли-
ота Pinus elliottii Engelm. в культурах. В каче-
стве базовой модели использовалось уравнение 
F. J. Richards (1959), описывающее зависимость 
средней высоты популяции от возраста (фикси-
рованный эффект) и случайные эффекты, учи-
тывающие особенности отдельных древостоев и 
деревьев. По результатам исследования делает-
ся вывод, что такой подход к прогнозированию 
кривых высоты древостоя имеет несколько пре-
имуществ по сравнению с традиционными ме-
тодами. Он позволяет анализировать основные 
характеристики кривых высоты (распределение 
высоты деревьев относительно средней линии 
для древостоя, распределение средних значений 
в разных древостоях, изучение автокорреляции), 
использовать среднюю линию высоты древо-
стоя для прогнозирования высоты отдельных 
деревьев любого возраста. Впоследствии в рабо-
те Z. Fang and R. L. Bailey (2001) показано, что 
модифицированная модель Ричардса со смешан-
ными эффектами образует инвариантную по ба-
зовому возрасту полиморфную модель высоты.

Помимо роста по высоте смешанные моде-
ли позволяют описывать рост по диаметру ство-
ла. Для деревьев куннингамии ланцетовидной 
Cunninghamia lanceolata (Lamb.) Hook., выра-
щенных в культурах в провинции Фуцзянь (юго-
восточная часть Китая), разработана нелинейная 
модель смешанных эффектов роста по диаметру 
ствола (Xu et al., 2014). В качестве базовой не-
линейной модели роста по диаметру использо-
валось уравнение Корфа. Результаты исследова-
ния показали, что лучшим качеством отличается 
одноуровневая древовидная нелинейная модель 

со случайными эффектами. В другой работе 
(Ni, Nigh, 2012) на примере деревьев в одно-
возрастных культурах сосны ладанной Pinus 
taeda L. в опытах технологического универси-
тета Вирджинии (США) продемонстрировано, 
что нелинейная модель смешанных эффектов с 
фиксированной частью, представленной также 
уравнением Корфа, показала хороший результат 
по точности выравнивания экспериментальных 
данных.

МОДЕЛИ ПРИРОСТА

Другим типом зависимостей являются моде-
ли прироста отдельных деревьев по таксацион-
ным показателям. Модели прироста по площади 
сечения ствола отдельных деревьев разработа-
ны, например, для семи основных видов в бо-
реальных лесах Cеверного Онтарио (Канада): 
пихты бальзамической Abies balsamea (L.) Mill., 
березы бумажной Betula papyrifera Marsh., то-
поля бальзамического Populus balsamifera L., 
сосны Банкса Pinus banksiana Lamb., тополя 
осинообразного Populus tremuloides Michx., ели 
черной Picea mariana (Mill.) Britton, Sterns & 
Poggenb., ели белой Picea glauca (Moench) Voss 
(Pokharel, Dech, 2012) и для дуба Quercus spp. 
в лесах провинции Ханань (юго-восток Китая) 
(Wang et al., 2019). В обоих исследованиях по 
сравнению с базовыми моделями производи-
тельность моделей смешанных эффектов по 
комплексу метрик качества была значительно 
выше. Разработанные модели являются полез-
ным инструментом для прогнозирования роста 
отдельных деревьев по площади сечения и по-
зволяют формировать разнообразные стратегии 
по управлению лесами.

Линейная модель смешанных эффектов при-
роста по диаметру ствола отдельных деревьев 
сосны итальянской Pinus pinea L. в Испании раз-
работана R. Calama and G. Montero (2005). В ка-
честве объясняющих использовались перемен-
ные размера отдельного дерева, таксационные 
показатели древостоя, индексы конкуренции и 
региональные особенности. Разработанная мо-
дель выступает в роли инструмента для про-
гнозирования роста деревьев, но основана на 
предположении постоянства во времени слу-
чайной компоненты, тогда как влияние на при-
рост изменения густоты древостоя в результате 
естественного отпада или проведения рубки не 
учтено. Поэтому результаты прогнозов по этой 
модели на срок более 10 лет следует рассматри-
вать с осторожностью.

Регрессионные модели смешанных эффектов в лесохозяйственных исследованиях
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МОДЕЛИ СВЯЗИ БИОМЕТРИЧЕСКИХ 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ

Для многих регионов и лесообразующих 
пород получены модели смешанных эффектов 
связи отдельных биометрических показателей 
деревьев. Наибольшее количество моделей раз-
работано для описания взаимосвязи высоты и 
диаметра на высоте груди (Huang et al., 2009; 
Sharma et al., 2016; Özçelika et al., 2018; Ogana et 
al., 2020). Считается, что в моделях типа высо-
та-диаметр с фиксированным эффектом наруша-
ется предположение о независимости (Özçelika 
et al., 2018) и требуется достаточное количе-
ство измерений для объективной оценки высо-
ты деревьев (Arcangeli et al., 2014; Kalbi et al., 
2018). Классические модели с фиксированными 
эффектами являются неудовлетворительными 
с точки зрения надежных оценок параметров и 
могут быть оправданными только в случае ис-
пользования для вычисления средней высоты 
деревьев с заданным диапазоном диаметров 
(Mehtätalo et al., 2015). Преимуществом моделей 
со смешанными эффектами считается способ-
ность прогнозировать высоту не только с уче-
том фиксированного эффекта, но и с откалибро-
ванной реакцией в виде случайных эффектов, 
полученных с использованием значений высо-
ты, измеренной у нескольких деревьев, тем са-
мым обеспечивая построение специфической 
кривой высоты для каждого древостоя (Burkhart, 
Tomé, 2012).

В ряде исследований (Sharma et al., 2016, 
2019) показано, что модели смешанных эффек-
тов предсказывают высоту деревьев более точ-
но не только для чистых древостоев, но и для 
смешанных, когда все измеренные высоты на 
пробной площади, независимо от древесной по-
роды, используются для прогнозирования слу-
чайных эффектов. Разработанные к настоящему 
времени модели обеспечивают при инвентари-
зации лесов достаточно точный расчет высоты 
по результатам измерения только нескольких 
деревьев на участке. Это способствует сниже-
нию затрат на проведение инвентаризации лес-
ных участков. Кроме того, эти модели могут 
быть использованы для описания вертикальной 
структуры древостоя, оценки объема и биомас-
сы древесины, а также моделирования динами-
ки древостоя (Sharma et al., 2019). 

Для деревьев ели обыкновенной Picea 
abies (L.) H. Karst. и бука европейского Fagus 
sylvatica L., произрастающих в условиях Че-

хии, получена обобщенная нелинейная модель 
со смешанными эффектами для зависимости 
отношения протяженности кроны к общей вы-
соте (CR) от диаметра на высоте груди (Sharma 
et al., 2018). Особенности местопроизрастания 
рассмотрены в качестве случайных эффектов. 
Разработанная модель имеет важное значение 
для оценки силы роста и развития деревьев, их 
устойчивости, плотности и профиля древесного 
полога. Модель можно рассматривать в качестве 
инструмента при определении сроков прорежи-
вания. Считается, что прореживание следует 
проводить сразу после того, как средний CR упа-
дет ниже определенного значения, например 0.5 
для южных сосен (Harrington, 2000). Кроме того, 
модель дает возможность расчета недостающих 
таксационных показателей на основе данных 
инвентаризации лесов.

По данным второй инвентаризации лесов 
Испании разработано обобщенное уравнение 
для прогнозирования диаметра кроны пробко-
вого дуба Quercus suber L. (Sánchez-González et 
al., 2007). В качестве фиксированных эффектов 
в модель включены средний диаметр древостоя 
и диаметры стволов дуба. Случайными эффек-
тами являются отдельные пробные площади. 
Данная модель дает надежные оценки диаметра 
кроны и является чувствительной к среднему 
диаметру древостоя. Поэтому она может при-
меняться вместе с моделями, описывающими 
динамику насаждений, в сочетании с которыми 
вносит значительный вклад в интегрированные 
модели управления лесами, позволяющими на-
значать оптимальные лесоводственные меро-
приятия.

Путем моделирования образующих древес-
ных стволов получены значения объемов для 
куннингамии ланцетовидной Cunninghamia 
lanceolata (Lamb.) Hook. в лесных культурах в 
провинции Фуцзянь (юго-восточная часть Ки-
тая) (Guangyi et al., 2015) и для сосны ладанной 
в муниципалитете Кампу-Белу-ду-Сул (Брази-
лия) (Nicoletti et al., 2019). С использованием в 
качестве базовой модели уравнения Шумахе-
ра–Холла (Schumacher, Hall, 1933) получена мо-
дель объемов стволов для эвкалипта большого 
Eucalyptus grandis W. Hill в посадках в штате 
Сан-Паулу (Бразилия) (Vismara et al., 2015). Во 
всех случаях использование моделей смешан-
ных эффектов показало высокое качество пред-
сказаний.

В работе M. F. Nicoletti et al. (2019) проведе-
но сравнение двух базовых моделей образующей 
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древесного ствола для относительных высоты и 
диаметра: четырехпараметрической логисти-
ческой функции в модифицированной форме и 
полинома пятой степени. В качестве случайных 
эффектов авторы рассматривали диаметр, воз-
раст и местопроизрастание. Лучшее качество по 
предсказанию объема стволов показала модель, 
в основу которой был положен полином пятой 
степени. Среди случайных эффектов наиболь-
шее влияние оказал возраст.

Количественная оценка биомассы важна для 
практического лесоводства и решения науч-
ных задач. Крайне актуальным остается вопрос 
разработки моделей для отдельных деревьев, 
пригодных для использования при крупномас-
штабной оценке лесной биомассы (Fu et al., 
2014). При этом во многих исследованиях от-
дается предпочтение моделям со смешанными 
эффектами (Zheng et al., 2015; Huy et al., 2016; 
Njana et al., 2016). Подробный обзор исполь-
зования смешанных моделей применительно к 
биомассе дан в работе В. А. Усольцева с соавт. 
(2018).

На примере сосны Массона Pinus massoniana 
Lamb. в Китае (Fu et al., 2014) показано, что мо-
делирование смешанных эффектов обеспечива-
ет эффективный подход к решению проблемы 
совместимости оценок биомассы лесов в раз-
личных масштабах. Исследователи в качестве 
базовой модели использовали простую алло-
метрическую функцию от диаметра на высоте 
груди, а в качестве случайных эффектов рас-
сматривали два фактора: происхождение де-
ревьев (естественное или искусственное), гео-
графический регион (девять провинций или три 
субрегиона). Результаты анализа показали, что 
модель со смешанными эффектами не только 
обеспечивает более точные оценки, но и обла-
дает хорошей универсальностью по сравнению 
с обычной аллометрической моделью фиксиро-
ванных эффектов. В другом исследовании срав-
нение аллометрического уравнения с моделями 
фиктивных переменных, смешанных эффектов 
и иерархической байесовской моделью на при-
мере биомассы культур лиственницы Larix spp. 
в Китае (Chen et al., 2017) показало, что оно ха-
рактеризуется худшей производительностью. 
При построении региональных моделей биомас-
сы при большом количестве категорий в призна-
ках линейная смешанная модель и байесовская 
иерархическая модель являются более гибкими 
и предпочтительными, чем модель фиктивных 
переменных.

АНАЛИЗ ДАННЫХ ДОЛГОВРЕМЕННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Модели смешанных эффектов используют-
ся для выявления зависимостей таксационных 
показателей древостоев от возраста и календар-
ного года, а также аллометрических зависимо-
стей между показателями роста и размера. По 
данным долгосрочных наблюдений за лесными 
насаждениями Центральной Европы (Pretzsch 
et al., 2014a, b) получены модели, в которых в 
качестве случайных эффектов рассматривались 
особенности отдельных пробных площадей и их 
местоположения. Модели показали, что с 1870 г. 
связи между таксационными показателями дре-
востоев продолжают подчиняться общим алло-
метрическим правилам, но при этом в послед-
ние десятилетия рост древостоев происходит 
быстрее, в результате чего количество деревьев 
в настоящее время на 17–20 % ниже, чем в про-
шлом, в насаждениях того же возраста. Модели-
рование плотности древесины лесообразующих 
пород юга Германии показало (Pretzsch et al., 
2018), что происходит ее значительное сниже-
ние за последние 100 лет. Поскольку древостой 
и деревья растут быстрее по объему древесины, 
плотность древесины снизилась на 8–12 % с 
1900 г. В другой работе (Pretzsch, 2020) по дан-
ным 22 экспериментов по прореживанию ели 
европейской в Германии (127 опытных участков 
и 1209 измерений древостоев) с использованием 
моделей смешанных эффектов была пересмо-
трена взаимосвязь между густотой и показателя-
ми роста, а также выявлены последствия рубок 
ухода на продуктивность. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведенный обзор показывает, что модели 
смешанных эффектов применяются для решения 
широкого спектра задач в лесном хозяйстве – от 
прогнозирования таксационных показателей от-
дельных деревьев в статике до динамики древо-
стоев. Поскольку они дают более точные про-
гнозы таксационных показателей по сравнению 
с традиционными моделями, в которые включе-
ны только фиксированные эффекты, их внедре-
ние в производство обеспечивает повышение 
производительности труда и экономической 
эффективности лесного хозяйства. Большой по-
ложительный опыт использования моделей сме-
шанных эффектов за рубежом не должен остать-
ся незамеченным в отечественной лесной науке. 
Их активное применение позволяет вскрывать 
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закономерности в экспериментальных данных, 
тем самым давая новый вектор в развитии лесо-
ведения, лесоводства, лесной таксации и других 
лесохозяйственных научных дисциплин.
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A promising method for finding patterns in experimental data is regression models of mixed effects, which have not 
found wide application in forest science in Russia to date.  Over the past two decades, interest in them has grown 
significantly in the world scientific community. Mixed-effect models are extensions of regression models for data 
that is collected by group. In forestry, for example, individual stands, trial plots, geographic regions, etc. can be 
considered as separate groups influencing the resultant trait. Compared to classical fixed effect models, the addition 
of a random component avoids violating the assumption of independence in repeated measurements. Therefore, 
parameter estimates are more reliable. Mixed-effect models are used to solve a wide range of problems in forestry, 
from describing pairwise relationships between individual tree variables to reflecting the dynamics of forest stands. 
By giving more accurate forecasts of variables in comparison with traditional models, which include only fixed 
effects, their introduction into production activities can increase labor productivity and economic efficiency of 
forestry. A  large positive experience of using models of mixed effects abroad should not go unnoticed in the domestic 
forestry science. Their active use makes it possible to reveal new or hidden patterns in experimental data, thereby 
giving a new vector in the development of forestry, forest inventory and other forestry scientific disciplines.
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