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Введение

Исследованием функций Бесселя и способами их вычисления занимались многие ав-
торы (см., например, [1–15]). Важность изучения функций Бесселя объясняется тем, что
решения ряда физических, химических и технических задач выражаются именно че-
рез функции Бесселя. В [16] были построены первые быстрые алгоритмы вычисления
функций Бесселя для любого алгебраического аргумента.

Быстрые алгоритмы возникли в 1960 г. (см. [17, 18]), когда был изобретён первый
быстрый метод, метод умножения двух многозначных чисел. Алгоритмы быстрого умно-
жения можно рассматривать в то же время как алгоритмы быстрого вычисления функ-
ции f(x) = x2. Постановка задачи о сложности (здесь и далее имеется в виду битовая
сложность вычисления) выполнения арифметичских операций принадлежит А.Н. Кол-
могорову (см. [17–19]). При этом основным растущим параметром является точность
вычисления n, здесь и далее n — натуральное число; n→ +∞.

Если считать, что числа записаны в двоичной системе счисления, знаки которой 0 и 1
называются битами, то под одной элементарной (битовой в данном случае) операцией
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подразумевается сложение или вычитание, или умножение двух битов, а также запись
бита (0 или 1), или запись знака (+ или −), или запись знака скобки. Значения вычис-
ляются с точностью до n знаков, т. е. с точностью 2−n. В то же время нужно отметить,
что как определение элементарной операции, так и все последующие определения можно
распространить на любую q-ю систему счисления, где q — натуральное число, q ≥ 2. При
этом алгоритмы останутся такими же, и изменение системы счисления скажется только
изменением констант в O-больших оценок сложности вычислений. Любое действитель-
ное число представимо в виде:

ξ = ξ−k2
k + ξ−k+12

k−1 + · · ·+ ξ−12 + ξ0 + ξ12
−1 + ξ22

−2 + · · · , (1)

где ξj = 0 или ξj = 1, −k ≤ j < ∞. В то же время любое комплексное число ε можно
представить как ε = ξ + iη, где ξ и η — действительные числа вида (1).

Рассмотрим для простоты пример вычисления вещественной функции y = f(x) ве-
щественного переменного x, a ≤ x ≤ b. Пусть f(x) на (a, b) удовлетворяет условию
Липшица порядка α, 0 < α < 1, так что при x1, x2 ∈ (a, b) : |f(x1)− f(x2)| ≤ |x1 − x2|α.

Определение 1. Вычислить функцию y = f(x) в точке x = x0 ∈ (a, b) с точностью
до n знаков, значит найти такое число A, что

|f(x0)−A| ≤ 2−n.

Определение 2. Количество битовых операций, достаточное для вычисления функции
f(x) в точке x = x0 с точностью до n знаков посредством данного алгоритма, называется
сложностью вычисления f(x) в точке x = x0.

Функцию сложности обозначают через sf (n). При вычислении комплексной функции
f(z), z = x + iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y), первое определение распространяется на каж-
дую из частей u(x, y), v(x, y) в отдельности, а второе определение учитывает вычисление
обеих частей в совокупности.

Поскольку при вычислениях в первую очередь используются четыре арифметиче-
ских действия, то прежде всего нужно знать сложность выполнения этих действий. Из
определений 1 и 2 следует, что числа x0 и A можно представить в виде целой части и n
двоичных знаков после запятой, т. е. A = [A] + 0, ν1ν2ν3 · · · νn, x0 = [x0] + 0, µ1µ2µ3 · · ·µn,
где νj , µj = 0 или 1, j = 1, 2, . . . , n. Так как целые части [A], [x0] — фиксированные
величины, а n → +∞, то действия производятся по существу с n-значными числами.
Отсюда прежде всего возникает вопрос о сложности вычисления суммы, разности, про-
изведения и частного двух n-значных чисел a и b. Заметим, что деление (с остатком)
сводится к сложению, вычитанию и умножению чисел, а порядок количества битовых
операций, необходимых и достаточных для выполнения сложения и вычитания, один и
тот же. Возникает вопрос о сложности умножения.

Поскольку сложность всех известных к 1956 году методов умножения двух n-значных
чисел, получившая особое обозначениеM(n), была асимптотически не лучше чем O(n2),
А.Н. Колмогоровым была высказана гипотеза, что нижняя оценка сложности умноже-
ния при любом методе перемножения есть величина порядка n2. Эту гипотезу опроверг
А.А. Карацуба, который построил в 1960 г. (см. [17, 18, 20]) метод умножения с оценкой
сложности

M(n) = O
(
nlog2 3

)
, log2 3 = 1, 5849 . . . .
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Впоследствии, пытаясь охарактеризовать принципы, на которых основан метод А.А. Ка-
рацубы, ему присваивали различные названия, среди которых “divide and conquer”, “bina-
ry splitting”, “принцип дихотомии”, “метод деления пополам” и т. д. На самом деле, по-
добные названия не отражают особенностей этого быстрого метода, являясь слишком
общими. Здесь нужно отметить, что используя те же арифметические действия, что и
обычные методы, каждый быстрый метод основан на конструктивном изобретении, ко-
торое позволяет ему иметь более низкую сложность вычисления. При этом сложность
вычисления является не только показателем “скорости” метода, но и инструментом срав-
нения алгоритмов: если сложности отличаются (асимптотически), то даже если алгорит-
мы обладают какими-то общими чертами, это разные алгоритмы.

А.А. Карацуба открыл очень общий метод, позволяющий производить быстрые ал-
горитмы широкого класса, и на основе этого метода создано множество быстрых алго-
ритмов, включая Быстрое Фурье Преобразование (см. первый алгоритм БФП в [21]), все
быстрые алгоритмы обычного (см. [22–25]) и матричного (см. [26, 27]) умножений.

Далее будем предполагать, что для сложности умножения двух n-значных чисел
справедлива оценка алгоритма Шёнхаге–Штрассена от 1971 г. (см. [22]) M(n) = O(n ×
log n log logn), которая хотя и не является наилучшей на настоящий момент (см. [25]),
но является самой удобной (по причине компактности) для применения и вычисления
сложности.

Метод БВЕ (Быстрое Вычисление Е-функций, 1990 г.) явился вторым после метода
АГС (Арифметико-геометрическое среднее Гаусса, см. [27–31]) методом быстрого вычис-
ления простейших трансцендентных функций и единственным на настоящее время ме-
тодом, позволяющим быстро вычислять некоторые высшие трансцендентные функции
для алгебраических значений аргумента и параметров. С помощью БВЕ (см. [32–41])
можно вычислить любую элементарную трансцендентную функцию для любого аргу-
мента, классические константы e, π, постоянную Эйлера γ, постоянную Каталана, такие
высшие трансцендентные функции как гамма-функцию Эйлера, гипергеометрические
функции и т. д. для алгебраических значений аргумента и параметров, дзета-функцию
Римана для целых значений аргумента, дзета-функцию Гурвица для целого аргумента
и алгебраических значений параметра, а также такие специальные интегралы, как ин-
теграл вероятности, интегралы Френеля, интегральные синус и косинус и т. д. с оценкой
сложности

sf (n) = O
(
M(n) log2 n

)
.

Кроме того, структура этого метода позволяет распараллеливать основанные на нём
алгоритмы.

Простыми примерами, на которых можно продемонстрировать особенности метода
БВЕ, являются примеры вычисления значения факториала n! и классической констан-
ты e.

БВЕ процесс вычисляет n! за log n шагов (мы предполагаем, что n = 2k, k ≥ 1)
следующим образом:

1-й шаг. Вычисляется n

2
произведений вида: a1(1) = n(n − 1), a2(1) = (n − 2)(n − 3),

. . . , an
2
(1) = 2 ∗ 1.

2-й шаг. Вычисляется n

4
произведений вида: a1(2) = a1(1)a2(1), a2(2) = a3(1)a4(1), . . . ,

an
4
(2) = an

2
(1)an

2
−1(1).

. . . . . . . . .

k-й шаг. Вычисляется одно произведение: a1(k) = a1(k − 1)a2(k − 1).
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Подсчитаем сложность вычисления по всем шагам. На первом шаге сложность вы-
числения оценивается значением O (n/2M(log n)) . На втором шаге длина (разрядность)
чисел, участвующих в вычислениях, увеличивается примерно вдвое, а их количество
уменьшается ровно вдвое. Так что сложность вычисления на втором шаге ненамно-
го превышает предыдущую O (n/4M(2 log n)) . На третьем шаге сложность вычисления
O (n/8M(4 log n)) и т. д. На последнем шаге мы вычисляем только одно произведение с
оценкой сложности O (M(n log n)) . Таким образом, сложность вычисления посредством
БВЕ значения n! есть

O (n/2M(log n) + n/4M(2 log n) + · · ·+M(n log n)) = O
(
n log3 n log logn

)
,

что существенно меньше, чем сложность вычисления путём последовательного перемно-
жения сомножителей: O

(
n2 logµ n

)
, µ ≥ 1.

Рассмотрим вычисление константы e. Возьмём m = 2k, k ≥ 1, членов ряда Тейлора
для e:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

(m− 1)!
+Rm

так, чтобы для остаточного члена этого ряда Rm было справедливо неравенство Rm ≤
2−n−1. Это может быть, например, при m = 2k ≥ 4n

logn
, при этом натуральное число k

определяется неравенствами 2k ≥ 4n

logn
> 2k−1. Будем вычислять сумму S = 1 +

1

1!
+

1

2!
+

· · ·+ 1

(m− 1)!
=
∑m−1

j=0
1

(m− 1 − j)!
за k шагов следующего процесса.

1-й шаг. Комбинируя слагаемые S последовательно попарно:

S =

(
1

(m− 1)!
+

1

(m− 2)!

)
+

(
1

(m− 3)!
+

1

(m− 4)!

)
+ · · · ,

выносим за скобки “очевидный” общий множитель, равный

1

(m− 1)!
(1 +m− 1) +

1

(m− 3)!
(1 +m− 3) + · · · ,

и вычисляем целые значения выражений в скобках, т. е. вычисляем m, m− 2,
m− 4, . . . . После этого сумма S принимает вид:

S = S(1) =

m1−1∑
j=0

1

(m− 1− 2j)!
αm1−j , m1 =

m

2
, m = 2k, k ≥ 1.

На первом шаге вычисляется m

2
целых значений вида

αm1−j(1) = m− 2j, j = 0, 1, . . . ,
m

2
− 1.

Далее действуем аналогичным образом: комбинируя на каждом шаге слагае-
мые S последовательно попарно, выносим за скобки общий множитель и вы-
числяем лишь целые значения выражений в скобках. Пусть сделано i шагов
такого процесса.
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(i+1)-й шаг. Для i+ 1 ≤ k:

S = S(i+ 1) =

mi+1−1∑
j=0

1

(m− 1− 2i+1j)!
αmi+1−j(i+ 1) , mi+1 =

mi

2
=

m

2i+1
,

вычисляется только m

2i+1 целых значений вида

αmi+1−j(i+ 1) = αmi−2j(i) + αmi−(2j+1)(i)
(m− 1− 2i+1j)!

(m− 1− 2i − 2i+1j)!
,

j = 0, 1, . . . ,
m

2i+1−1,m = 2k, k ≥ i+1. Заметим, что число (m− 1 − 2i+1j)!

(m− 1 − 2i − 2i+1j)!
яв-

ляется целым, это короткая запись произведения 2i последовательных целых
чисел.

. . . . . . . . .

k-й шаг. Вычисляется одно целое значение α1(k), значение (m − 1)! и производится
одно деление α1(k) на (m− 1)! . В результате мы получаем значение суммы S
и, тем самым, значение константы e с точностью до n знаков. Для сложности
вышеприведённого алгоритма вычисления константы e доказана (см. [33, 38])
оценка

se(n) = O (M(n) log n) .

БВЕ-процессом можно быстро суммировать следующие ряды:

f1 = f1(z) =
∞∑
j=0

a(j)

b(j)
zj , f2 = f2(z) =

∞∑
j=0

a(j)

b(j)

zj

j!

при условии, что a(j), b(j) — целые числа, |a(j)| + |b(j)| ≤ (Cj)K ; |z| < 1; K
и C суть константы и z есть алгебраическое число. Сложность вычисления
рядов f1(z), f2(z) посредством БВЕ есть

sf1(n) = O
(
M(n) log2 n

)
, sf2(n) = O (M(n) log n) .

Как отмечалось выше, быстрые алгоритмы вычисления функций подразумевают под-
ход, при котором главным растущим параметром является точность вычисления (ко-
личество вычисленных знаков) n → +∞, а остальные параметры, в том числе аргу-
мент функции, представляются ограниченными. В противоположность этому на прак-
тике иногда нужно вычислять с ограниченной точностью функцию Бесселя большого
аргумента. В настоящей статье мы рассмотрим оба подхода и соответствующие им эф-
фективные алгоритмы вычисления функций Бесселя.

Далее используются следующие обозначения: θ, θ1, θ2, . . . — это функции, модуль
которых не превосходит единицы, в разных формулах, вообще говоря, разные; для ве-
щественного x функция [x] есть целая часть x, т. е. такое целое число, что [x] ≤ x < [x]+1.

1. Быстрое вычисление функций Бесселя

Построим БВЕ-алгоритмы вычисления функций Бесселя. При этом предполагается,
что заданная функция Бесселя вычисляется в фиксированной точке для фиксированного
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значения параметра порядка функции, а растущим параметром n является точность
вычисления: n→ +∞.

Рассмотрим быстрый алгоритм для вычисления функций Бесселя на примере вычис-
ления функции Бесселя 1-го рода Jν(z) и целого (для простоты) порядка ν, ν = m ≥ 0.

Как известно (см., например, [7]),

Jm(z) =

∞∑
j=0

(−1)j
zm+2j

2m+2jj!(m+ j)!
. (2)

Сначала рассмотрим вариант алгоритма, когда z есть рациональное число: z = x0 =
a

b
> 0; a, b — натуральные числа ; (a, b) = 1. Представим (2) в виде Jm(x) = W (x)+R(x),

где

W (x) =
r−1∑
j=0

(−1)jxm+2j

2m+2jj!(m+ j)!
, (3)

R(x) =

∞∑
j=r

(−1)jxm+2j

2m+2jj!(m+ j)!
. (4)

Поскольку из (4)

|R(x)| ≤ xm+2r

2m+2rr!(m+ r)!
, (5)

то при

r ≥ max

(
3x,

n−m
2

)
(6)

для остаточного члена R(x) выполняется неравенство

|R(x)| ≤ 2−n. (7)

Чтобы доказать, что условия (6) (здесь n, r — натуральные числа, m — целое неотрица-
тельное число) достаточно для справедливости оценки (7) применим формулу Рамануд-
жана (обобщение формулы Стирлинга) из [42]: для любого x ≥ 0

Γ(x+ 1) =
√
π
(x
e

)x(
8x3 + 4x2 + x+

ϑx
30

) 1
6

, 0.3 ≤ ϑx ≤ 1. (8)

Тем самым

r! =
√
π
(r
e

)r (
8r3 + 4r2 + r +

ϑr
30

) 1
6

=
√
π
(r
e

)r
Θr, (9)

(r +m)! =
√
π

(
r +m

e

)r+m(
8(r +m)3 + 4(r +m)2 + r +m+

ϑr+m
30

) 1
6

=
√
π

(
r +m

e

)r+m
Θr+m, (10)

0.3 ≤ ϑr ≤ 1, 0.3 ≤ ϑr+m ≤ 1, Θr+m ≥ 1.53, Θr ≥ 1.53. (11)

Из (5) и (9)–(11) следует, что для справедливости (7) достаточно выполнения неравенства
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(xe
2

)m+2r
(

1

r

)r ( 1

r +m

)r+m 1

πΘrΘr+m
≤ 2−n. (12)

1) Пусть сначала max
(

3x,
n−m

2

)
= 3x. То есть оценка (12), а следовательно и (7),

должна иметь место при r ≥ 3x ≥ n−m

2
, т. е. при 2r ≥ 6x ≥ n−m, т. е. при 2r + m ≥ n

и 3x

2
≤ r

2
. Учитывая (11), в этом случае, чтобы получить оценку (12), нужно доказать

оценку
Θ0(xe)

m+2r ≤ rr(m+ r)m+r,

Θ0 =
1

πΘrΘr+m
≤ 0.14, (13)

или же, поскольку xe ≤ 3x ≤ r, оценку

Θ0r
m+2r ≤ rr(m+ r)m+r, (14)

которая справедлива для любых неотрицательных целых m и натуральных r, учиты-
вая (13).
2) Пусть теперь max

(
3x, n−m2

)
= n−m

2 . То есть оценка (12), а следовательно и (7), должна
иметь место при r ≥ n−m

2 ≥ 3x, или при 2r ≥ n−m ≥ 6x, т. е. при xe ≤ r и n ≤ 2r +m,
что сводится к случаю 1).

Таким образом, при условии (6) оценка (12), а следовательно и (7), справедлива для
любых неотрицательных целых m и натуральных r.

Перепишем (3) в виде

W (x) =
xm

2m
V (x), (15)

где

V (x) =
r−1∑
j=0

(−1)ja2j

22jb2jj!(m+ j)!
, x =

a

b
. (16)

Вычислим V = V (x) с помощью БВЕ-алгоритма. Возьмём r = 2k, k ≥ 1, членов ряда (16).
Пусть числа Sr−ν(0), ν = 0, 1, 2, . . . , r − 1, определяются равенствами

Sr−ν(0) = (−1)r−ν−1
a2(r−ν−1)

(2b)2(r−ν−1)(r − ν − 1)!(m+ r − ν − 1)!
.

По определению V имеем

V = S1(0) + S2(0) + · · ·+ Sr(0).

Вычисление суммы V выполняется с помощью БВЕ-процесса за k шагов. Объединяя
на каждом шаге слагаемые V последовательно попарно и вынося общий множитель за
скобки, мы вычисляем лишь значения (целые числа) выражений в скобках.

1-й шаг.
V = S1(1) + S2(1) + · · ·+ Sr1(1), r1 =

r

2
, r = 2k, k ≥ 1;

Sr1−ν(1) = Sr−2ν(0) + Sr−2ν−1(0)

=
a2(r−2ν−2)

(2b)2(r−2ν−1)(r − 2ν − 1)!(m+ r − 2ν − 1)!
βr1−ν(1).

На 1-м шаге вычисляются целые числа βr1−ν(1), ν = 0, 1, . . . , r1 − 1:
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βr1−ν(1) = −a2 + (2b)2(r − 2ν − 1)(m+ r − 2ν − 1). (17)

Далее действуем таким же образом. Пусть сделано j−1 шагов такого процесса.

j-й шаг (j ≤ k). V принимает вид:

V = S1(j) + S2(j) + · · ·+ Srj (j), rj = 2−jr, r = 2k, k ≥ 1, 1 ≤ j ≤ k,

Srj−ν(j) = Srj−1−2ν(j − 1) + Srj−1−2ν−1(j − 1)

=
a2(r−2

jν−2j)

(2b)2(r−2jν−1)(r − 2jν − 1)!(m+ r − 2jν − 1)!
βrj−ν(j).

На j-м шаге вычисляются целые числа

βrj−ν(j) = a2
j
βrj−1−2ν(j − 1) + (2b)2

j ×
(r − 2jν − 1)!(m+ r − 2jν − 1)!

(r − 2jν − 2j−1 − 1)!(m+ r − 2jν − 2j−1 − 1)!
βrj−1−2ν−1(j − 1). (18)

. . . . . . . . .

k-й шаг. Имеем

V = S1(k− 1) +S2(k− 1) =
βrk(k)

(2b)2(r−1)(r − 1)!(m+ r − 1)!
, rk = r/2k = 1. (19)

На k-м шаге мы вычисляем целое число βrk(k), вычисляем целые числа
(2b)2(r−1), (r − 1)!, (m + r − 1)! и делим целое число βrk(k) на целое число
(2b)2(r−1)(r − 1)!(m + r − 1)! с точностью до n знаков, что даёт нам значение
суммы V .

Подсчитаем число операций, достаточное для вычисления на шаге j, 1 ≤ j ≤ k,
значений βrj−ν(j), предполагая при этом, что числа βµ(j − 1) были вычислены ранее.
Для этого получим сначала оценку сверху для длины чисел, с которыми производятся
вычисления на j-м шаге.

Пусть β(j) = max
µ

βµ(j). Поскольку

(r − 2jν − 1)!

(r − 2jν − 2j−1 − 1)!
≤ r2

j−1
,

(m+ r − 2jν − 1)!

(m+ r − 2jν − 2j−1 − 1)!
≤ r2

j−1
,

то для β(j) из (18) справедливо неравенство

β(j) ≤ β(j − 1)(a2
j

+ (2b)2
j
r2
j
) ≤ 2β(j − 1)(2abr)2

j
.

Учитывая (17), отсюда получаем β(j) ≤ m(2abr)2
j+1 . Сложность вычисления произведе-

ний
Π′ν(j) = (r − 2jν − 1)(r − 2jν − 2) · · · (r − 2jν − 2j−1),

Π′′ν(j) = (m+ r − 2jν − 1)(m+ r − 2jν − 2) · · · (m+ r − 2jν − 2j−1),

учитывая оценки сложности из [32], не превышает
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O

j−1∑
q=1

M(2q log r)

 . (20)

Количество операций, достаточное для вычисления первого и второго слагаемого в (18)
(предполагаем, что значения a2j , (2b)2

j , βµ(j), Π′ν(j), Π′′ν(j) уже вычислены):

O(M(2j log abr)). (21)

Чтобы вычислить все βrj−ν(j), которых ровно rj = r/2j , из (20), (21) достаточно затра-
тить

O

rj
j−1∑
q=1

M(2q log r) +M(2j log abr)

 (22)

операций. Чтобы вычислить знаменатель дроби (19) достаточно затратить

O(M(r log r)) (23)

операций. Следовательно, сложность вычисления суммы V из (22), (23) есть

O

 k∑
j=1

2−jr

j−1∑
q=1

M(2q log r) +M(2j log r)

+O(M(r log r)) = O(r log3 r log log r).

Принимая во внимание (6), (15), получаем, что сложность вычисления значения функции
y = Jm(x) с точностью до n знаков при рациональном аргументе x есть

O(n log3 n log log n),

или, что то же самое,
O(M(n) log2 n). (24)

Отметим, что мы специально выделяем случай БВЕ-вычисления функции Бесселя
в рациональной точке от её БВЕ-вычисления в других алгебраических точках. Ведь
несмотря на то, что оценки сложности вычисления в этих двух случаях имеют оди-
наковый вид, который выражается формулой (24), константы, стоящие в O для этих
алгоритмов, существенно отличаются, для случая рационального аргумента константа
много меньше. Поэтому для вычисления функций Бесселя рационального аргумента на
практике лучше пользоваться вышеописанным процессом, а не более универсальным ал-
горитмом для любого алгебраического аргумента.

Вычислим функцию y = Jm(z), когда z = α — алгебраическое число. В этом случае
мы предполагаем, что нам известен многочлен наименьшей степени с целыми коэффи-
циентами, корнем которого является α, т. е.

g(z) = glz
l + gl−1z

l−1 + · · ·+ g1z + g0, g(α) = 0, (25)

gl, gl−1, . . . , g0 — целые числа, l ≥ 2. Чтобы вычислить Jm(α) вычисляем сумму
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V = V (α) =

r−1∑
j=0

(−1)j
α2j

22jj!(m+ j)!
,

учитывая, что α удовлетворяет (25). Определим число j0 неравенствами 2j0−1 < l ≤ 2j0 .
Поскольку l ≥ 2, то j0 ≥ 1. До шага j0 сумму V вычисляем следующим образом. Объ-
единяя слагаемые суммы V так же, как и для случая рационального аргумента, будем
вычислять на каждом шаге не числа βµ(j), а только целые коэффициенты при степенях
α в βµ(j). После шага j0 такого процесса выражение для βµ(j0) является многочленом
с целыми коэффициентами степени 2j0 от α. Перед шагом j0 + 1 редуцируем βµ(j0) по
модулю многочлена g(z) при z = α. Имеем

βµ(j0) = g(z)g0(z) + g1(z), g(α) = 0.

Отсюда
βµ(j0) = g1(z), (26)

где g1(z) есть многочлен с рациональными, в общем случае, коэффициентами, степень
которого не превосходит l− 1. Умножая, если нужно, (26) на некоторое целое число, мы
получим в качестве g1(z) снова многочлен с целыми коэффициентами. Далее на каждом
шаге j0, j0+1, j0+2, . . . мы редуцируем многочлены от α из βµ(j) по модулю многочлена
g(z) при z = α. Подробное описание аналогичного БВЕ-процесса содержится в [32, 36].

Поскольку коэффициенты в g(z) являются абсолютными константами и степень g(z)
есть также абсолютная константа, то при указанных редукциях разрядность чисел,
участвующих в вычислениях, может вырасти лишь в постоянное число раз, и причём
не более чем в gl раз, где g = max0≤j≤l |gj |, что не ухудшает оценку сложности вычисле-
ния. После k-го шага получаем значение суммы V .

Таким образом, сложность вычисления функции Бесселя y = Jm(z) при алгебраиче-
ском аргументе z = α с точностью 2−n есть O

(
n log3 n log logn

)
.

Если порядок функции Бесселя ν также является алгебраическим числом, то процесс
вычисления отличается от вышеприведённого лишь тем, что редукции проводятся по
модулю двух многочленов: g(z) и h(z), где h(z) — многочлен наименьшей степени с
целыми коэффициентами, корнем которого является алгебраическое число ν: h(ν) = 0.
Сложность вычисления во всех случаях имеет оценку

sJ(n) = O
(
M(n) log2 n

)
.

Другие цилиндрические функции могут быть вычислены аналогичным образом и с
той же оценкой сложности вычисления.

2. Вычисление функций Бесселя большого аргумента

Чтобы вычислить функцию Бесселя y = Jν(z) для большого z воспользуемся форму-
лой (см., например, [1])

Jν(z) =

(
z
2

)ν
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
1
2

) 1∫
−1

(1− t2)ν−
1
2 cos zt dt, Re ν > −1

2
. (27)

Для простоты рассмотрим случай вещественных аргумента z = x и индекса ν (для
комплексного случая можно провести аналогичные выкладки). Из-за чётности подынте-
гральной функции по t в интеграле из (27) имеем
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Jν(x) = 2

(
x
2

)ν
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
1
2

) 1∫
0

(1− t2)ν−
1
2 cosxt dt. (28)

Обозначим через I(x) интеграл из (28):

I(x) =

1∫
0

(1− t2)ν−
1
2 cosxt dt. (29)

Разобьём I(x) на два интеграла:

I(x) = I1(x) + I2(x), (30)
где

I1(x) =

1
2∫

0

(1− t2)ν−
1
2 cosxt dt. (31)

I2(x) =

1∫
1
2

(1− t)ν−
1
2 (1 + t)ν−

1
2 cosxt dt. (32)

Сделаем в I2(x) замену переменной интегрирования 1−t = u, −dt = du. Получим из (32):

I2(x) =

1
2∫

0

uν−
1
2 (2− u)ν−

1
2 cosx(1− u) du

= 2ν−
1
2


1
2∫

0

uν−
1
2

(
1−u

2

)ν− 1
2

cosx cosxu du−

1
2∫

0

uν−
1
2

(
1−u

2

)ν− 1
2

sinx sinxu du

 .

Отсюда и из (30)–(32)

I(x) = I1(x) + 2ν−
1
2 cosxI21(x)− 2ν−

1
2 sinxI22(x), (33)

где

I21(x) =

1
2∫

0

uν−
1
2

(
1− u

2

)ν− 1
2

cosxu du, (34)

I22(x) =

1
2∫

0

uν−
1
2

(
1− u

2

)ν− 1
2

sinxu du. (35)

Интегралы I1, I21 и I22 однотипны (см. (31), (34), (35)). Вычисляются они одинаковым

образом. Разложим функции (1− u2)ν−
1
2 , uν−

1
2

(
1− u

2

)ν− 1
2 в ряд Тейлора, который схо-

дится быстро, так как 0 < u <
1

2
. Поскольку функции cosxu и sinxu из-за большого x

при разложении в ряд Тейлора должны быть представлены слишком большим числом
членов этого ряда для заданной точности, преобразуем сначала эти функции. Обозначим

x1 =
x

2π
. (36)
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При этом cosxu = cos 2πx1u, sinxu = sin 2πx1u. Поскольку 0 < u <
1

2
, то 0 < x1u <

x1

2
.

Разобьём интервал
(

0,
x1

2

)
целыми точками на

[
x1

2

]
+ 1 интервалов вида (k, k + 1),

k = 0, 1, . . . ,
[
x1

2

]
− 1. Последний из этих интервалов имеет вид

([
x1

2

]
,
x1

2

)
. Тем са-

мым интервал интегрирования по u на
(

0,
1

2

)
разбивается на

[
x1

2

]
+ 1 интервалов вида(

k

x1
,
k + 1

x1

)
, k = 0, 1, . . . ,

[
x1

2

]
− 1, последний из которых имеет вид

([
x1

2

]
x1

,
1

2

)
. При этом

каждый из интегралов I1, I21, I22 нужно представить в виде суммы
[
x1

2

]
+ 1 интегралов.

Например, для I1 имеем

I1 = I1(x) =

[x12 ]−1∑
k=0

k+1
x1∫
k
x1

(1− u2)ν−
1
2 cos 2πx1u du+

1
2∫

[x12 ]
x1

(1− u2)ν−
1
2 cos 2πx1u du =

[x12 ]−1∑
k=0

I1(k, x1) + I1
(

1

2
, x1

)
. (37)

При k

x1
< u <

k + 1

x1
, k < x1u < k+ 1, из-за периодичности косинуса с периодом 2π имеем

cos 2πx1u = cos 2π(x1u− k), 0 < x1u− k < 1, 0 < 2π(x1u− k) < 2π, (38)

т. е. в разложении cos 2π(x1u− k) в ряд Тейлора теперь будет не слишком много слагае-
мых для заданной точности δ, δ ≤ 2−n, n — натуральное число. Так как

cos y = 1− y2

2!
+ · · ·+ (−1)m

y2m

(2m)!
+ θ

y2m+2

(2m+ 2)!
, 0 < y = 2π(x1u− k) < 2π, (39)

то для того чтобы получить точность вычисления δ ≤ 2−n нужно, чтобы выполнялись
неравенства

y2m+2

(2m+ 2)!
<

(2π)2m+2

(2m+ 2)!
<

(
2πe

2m+ 2

)2m+2

<
1

2n
, (40)

и число членов ряда (39) устанавливается, как наименьшее целое µ(n) такое, что при
m ≥ µ(n) выполняется (40). Для конкретных примеров лучше сразу выбирать µ(n):
скажем, при n ≥ 12 достаточно, чтобы m = n; при n ≥ 32, согласно (40), достаточно,
чтобы m = n

2 ; при n ≥ 128 достаточно, чтобы m =
n

4
и т. д.

Учитывая (38)–(40), для интегралов I1(k, x1) из (37) находим:

I1(k, x1) =

k+1
x1∫
k
x1

(1− u2)ν−
1
2 cos 2π(x1u− k) du
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=

k+1
x1∫
k
x1

(1− u2)ν−
1
2

(
1− y2

2!
+ · · ·+ (−1)m

y2m

(2m)!
+ · · ·

)
du

=

k+1
x1∫
k
x1

(1− u2)ν−
1
2

µ(n)∑
m=0

(−1)m

(2m)!
(2π(x1u− k))2m du+ θ 2−n. (41)

Разложим бином (1− u2)ν−
1
2 в ряд Тейлора:

(1− u2)ν−
1
2 =

∞∑
r=0

(
ν − 1

2

) (
ν − 3

2

)
· · ·
(
ν − r + 1

2

)
r!

(−1)ru2r. (42)

Для заданного индекса функции Бесселя ν при 0 < u <
1

2
легко оценить остаток ря-

да (42), который не превосходит величины∣∣∣∣∣
(
ν − 1

2

) (
ν − 3

2

)
· · ·
(
ν − r + 1

2

)
r!

1

22r

∣∣∣∣∣ < νr

r!22r
<
(ν
r

)r
. (43)

Число членов ряда (42) ρ(n) нужно выбирать таким, чтобы ρ(n) было наименьшим целым
числом, для которого при r ≥ ρ(n) выполняется неравенство(ν

r

)r
<

(
1

2

)n
. (44)

При этом для интегралов (37) имеем

I1(k, x1) =

k+1
x1∫
k
x1

ρ(n)∑
r=0

(−1)r
(
ν − 1

2

r

)
u2r

µ(n)∑
m=0

(−1)m

(2m)!
(2π(x1u− k))2m du+ θ12

−n. (45)

Сделаем в интегралах из (45) замену переменной интегрирования

x1 − k = v, u =
v + k

x1
, du =

dv

x1
, 0 < v < 1. (46)

Получаем из (45)

I1(k, x1) =

1∫
0

ρ(n)∑
r=0

(−1)r

x12r+1

(
ν − 1

2

r

)
(v + k)2r

µ(n)∑
m=0

(−1)m(2π)2m

(2m)!
v2m dv + θ12

−n

=

ρ(n)∑
r=0

µ(n)∑
m=0

(
ν − 1

2

r

)
(−1)r+m

x12r+1

(2π)2m

(2m)!

1∫
0

(v + k)2rv2m dv + θ12
−n. (47)

Интегралы из (47) легко вычисляются:
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1∫
0

(v + k)2rv2m dv =

2r∑
l=0

(
2r

l

)
kl

1∫
0

v2r−l+2m dv =

2r∑
l=0

(
2r

l

)
kl

2r + 2m+ 1− l
. (48)

Из (47), (48) получаем

I1(k, x1) =

ρ(n)∑
r=0

µ(n)∑
m=0

2r∑
l=0

(
ν − 1

2

r

)(
2r

l

)
(−1)r+m

x12r+1

(2π)2m

(2m)!

kl

2r + 2m+ 1− l
+ θ12

−n. (49)

Интеграл I1
(

1

2
, x1

)
рассматриваем отдельно:

I1
(

1

2
, x1

)
=

1
2∫

[x12 ]
x1

ρ(n)∑
r=0

µ(n)∑
m=0

(
ν − 1

2

r

)
(−1)r+m

x12r+1

(2π)2m

(2m)!
u2r
(
x1u−

[x1
2

])2m
du+ θ22

−n. (50)

Вычислим интеграл из (50), сделав замену переменной интегрирования

v = x1u−
[x1

2

]
, dv = x1du, u =

v +
[
x1
2

]
x1

.

Находим

1
2∫

[x12 ]
x1

u2r
(
x1u−

[x1
2

])2m
du =

x1
2
−[x12 ]∫
0

v2m
(
v +

[x1
2

])2r dv

x2r+1
1

=
1

x2r+1
1

x1
2
−[x12 ]∫
0

v2m

(
2r∑
l=0

(
2r

l

)
v2r−l

[x1
2

]l)
dv

=
1

x2r+1
1

2r∑
l=0

(
2r

l

)[x1
2

]l x1
2
−[x12 ]∫
0

v2r+2m−l dv

=
1

x2r+1
1

2r∑
l=0

(
2r

l

)[x1
2

]l (x1
2 −

[
x1
2

])2r+2m+1−l

2r + 2m+ 1− l
.

Отсюда

I1
(

1

2
, x1

)
=

ρ(n)∑
r=0

µ(n)∑
m=0

2r∑
l=0

(
ν − 1

2

r

)(
2r

l

)
×

(−1)r+m

x12r+1

(2π)2m

(2m)!

[x1
2

]l (x1
2 −

[
x1
2

])2r+2m+1−l

2r + 2m+ 1− l
+ θ22

−n. (51)

Следовательно, для интеграла I1 (см. (30), (31), (37)) получаем из (49), (51) следующее
приближение:
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I1 = I1(x) =

[x12 ]−1∑
k=0

I1(k, x1) + I1
(

1

2
, x1

)

=

ρ(n)∑
r=0

µ(n)∑
m=0

2r∑
l=0

(
ν − 1

2

r

)(
2r

l

)
(−1)r

x12r+1

(−1)m(2π)2m

(2m)!(2r + 2m+ 1− l)
×[x12 ]−1∑

k=0

kl +
[x1

2

]l (x1
2
−
[x1

2

])2r+2m+1−l

+ θ32
−n, x1 =

x

2π
. (52)

Таким образом, формула (52) является основной формулой для вычисления интеграла I1.
Интегралы I21 и I22 вычисляются аналогично, после чего значение функции Бесселя
Jν(x) вычисляется согласно формулам (28)–(30).

На конкретных примерах легче продемонстрировать, как выбирать параметры для
достижения нужной точности. Покажем это на примере вычисления интеграла (50) при
вычислении функции J1(x) большого аргумента x. Из (28)

J1(x) =
2x

π
(I?1 (x) + cosxI?21(x)− sinxI?22(x)) . (53)

(Заметим, что вычисление модуля периодических функций cosx, sinx большого аргу-
мента x нужно сводить к их вычислению на интервале длины π/2.) Из (39), (43), (44)

находим
∣∣∣( 1

2

r

)∣∣∣ < 1

2
и (1−u2)1/2 =

∑n
r=0(−1)r

( 1
2

r

)
u2r +θ42

−2n, т. е. для достижения нуж-
ной точности приближения достаточно выбрать ρ(n) = n. Если при этом 12 ≤ n ≤ 32,
то в качестве µ(n) также выбираем n. Тем самым получаем следующую аппроксимацию
интеграла I?1 (x) с точностью до n двоичных знаков:

I?1 (x) =
n∑
r=0

n∑
m=0

2r∑
l=0

(1
2

r

)(
2r

l

)
(−1)r

x2r+1

(−1)m(2π)2r+2m+1

(2m)!(2r + 2m+ 1− l)
×[ x4π ]−1∑

k=0

kl +
[ x

4π

]l ( x
4π
−
[ x

4π

])2r+2m+1−l

+ θ52
−2n+2.

Аналогично приближаются интегралы I?21(x), I?22(x), и функция J1(x) вычисляется по
формуле (53) с точностью до n заданных знаков.
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