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Описывается реализация критерия адаптации в технологии построения трехмерных структуриро-
ванных сеток, предназначенной для численного решения дифференциальных уравнений, моделирующих
вихревые процессы многокомпонентной гидродинамики. Ранее в технологии построения сеток крите-
рий был реализован в объeмах вращения и в объeмах вращения, деформированных другими объeмами
вращения. Критерий адаптации реализован в рамках вариационного подхода построения оптимальных
сеток, удовлетворяющих критериям оптимальности: близости сетки к равномерной, ортогональной и
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расчета граничных узлов и алгоритмом построения допустимого множества для минимизации функцио-
нала, формализующего критерии оптимальности. Приводятся примеры расчетов сеток, адаптирующихся
под заданную функцию и ее первые производные.

DOI: 10.15372/SJNM20230107

Ключевые слова: критерий адаптации, технология построения сеток, объемы, ограниченные
поверхностями вращения с параллельными осями вращения.

Ushakova O.V. Realization of the adaptation criterion in the grid generation technology
for constructions bounded by the surfaces of revolution with parallel axes of revolution //
Siberian J. Num. Math. / Sib. Branch of Russ. Acad. of Sci. –– Novosibirsk, 2023.–– Vol. 26,
N◦-- 1.–– P. 93–100.

A realization of an adaptation criterion in the technology of generation of three-dimensional structured
grids designed for the numerical solution of differential equations modeling the vortex processes of multi-
component hydrodynamics is described. Earlier the adaptation criterion was realized for volumes of revolution
and volumes of revolution deformed by other volumes of revolution. The adaptation criterion is realized within
a variational approach for the construction of optimal grids satisfying optimality criteria: closeness of the grid
to a uniform and orthogonal one and adaptation to a given function. In the realization of the criterion,
the technology is supplemented by a new way of boundary nodes computation and an algorithm for the
construction of an admissible set for minimization of a discrete functional formalizing the optimality criteria.
Examples of grids adapted to a given function and its first derivatives are given.
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Введение

Технология построения трехмерных структурированных сеток в областях, ограни-
ченных поверхностями вращения, начала свое развитие давно в работах [1, 2] и кратко
представлена в цикле исследований [3]. Она предназначена для численного моделиро-
вания вихревых процессов многокомпонентной гидродинамики [4] и развивается в со-
ответствии с его требованиями. Первоначально были созданы алгоритмы построения
сеток для объемов вращения [5, 6], ставших базовыми конструкциями для всех последу-
ющих разработок. Затем были разработаны алгоритмы (без учета критерия адаптации)
для объемов, ограниченных поверхностями вращения с параллельными осями вращения
[3, 7] (обобщений объемов вращения), и деформированных объемов вращения [3, 8, 9].
Критерий адаптации был реализован в работах [8, 9, 10] сначала для объемов вращения,
затем для деформированных объемов вращения. В настоящей работе этот критерий ре-
ализован для обобщений объемов вращения. Реализация осуществлена для функции,
заданной в конструкции, а также для ее первых производных.

1. Требования моделирования процессов
многокомпонентной гидродинамики к сеткам

Динамика многокомпонентных сред — важная область прикладных исследований во
многих научных областях, таких как физика высоких плотностей и энергий (термоядер-
ный синтез, взрывные процессы), астрофизика (зарождение и эволюция звезд, сверх-
новые звезды), физика атмосферы и гидросферы Земли. Рассматриваемые физические
задачи характеризуются гидродинамической неустойчивостью, возникновением вихре-
вых и потоковых течений, а также сильными деформациями границ областей (см. [4]).
Математическое моделирование гидродинамических течений в таких средах представля-
ет собой сложную проблему. Разностные методы с использованием структурированных
сеток просты в реализации для таких задач и позволяют описывать как границы, так
и детали течения. Многие процессы в таких задачах происходят в объемах вращения и
обобщениях объемов вращения. Создание и разработка технологий построения трехмер-
ных сеток в том числе и адаптивных важны и актуальны.

Общий подход, используемый для построения структурированных сеток, — это ме-
тод отображений: построение сеток в области G геометрически сложной формы, на-
зываемой физической областью, осуществляется с помощью невырожденного отобра-
жения x = x(ξ) области P более простой формы, называемой параметрической обла-
стью. В работе P — это прямоугольный параллелепипед P = {ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) : 0 ≤
ξ1 ≤ N − 1, 0 ≤ ξ2 ≤ M − 1, 0 ≤ ξ3 ≤ L − 1}, где N,M,L — целые, задающие
число узлов сетки по каждому из координатных направлений. Значения отображения
x = x(ξ) = x(ξ1, ξ2, ξ3) = {x(ξ1, ξ2, ξ3), y(ξ1, ξ2, ξ3), z(ξ1, ξ2, ξ3)} находятся в узлах равно-
мерной и ортогональной сетки ξijk = (i, j, k), i = 0, 1, . . . , N − 1, j = 0, 1, . . . ,M − 1,
k = 0, 1, . . . , L− 1 в P и определяют координаты узлов трехмерной сетки xijk = x(i, j, k)
в G. В остальных точках отображение восполняется с помощью трилинейных отображе-
ний (см., например, [1, 11]) кубических ячеек равномерной сетки в P . Физическая об-
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ласть G представляется в виде криволинейного шестигранника. Способ представления
физической области в виде криволинейного шестигранника определяет конфигурацию
области.

Рассматриваемые в работе области задаются с помощью элементов плоской образу-
ющей — отрезков прямых и дуг окружностей. Каждый элемент вращается вокруг своей
оси на 180◦, образуя поверхность вращения. Оси параллельны друг другу. Поверхности
вращения элементов образуют грань области (см. подробное описание в [7]).

Отличительной особенностью конфигураций областей, требуемых для [4], включая
рассматриваемые, является то, что две грани криволинейного шестигранника образова-
ны наборами поверхностей вращения в том числе и с параллельными осями вращения,
а остальные либо лежат в одной плоскости (как в данной работе, см. далее примеры в
разделе 3), либо тоже являются поверхностями вращения (примеры см. в [3, 8, 9]). Требу-
емые для [4] конфигурации рассматриваемых областей должны обеспечивать построение
невырожденных внутри области ячеек [1, 11], а вдоль ребер стыковки плоских граней
шестигранные ячейки будут вырождаться в призмы с треугольным основанием. Постро-
енная для рассматриваемых конфигураций сетка должна моделировать физический про-
цесс с нужной степенью точности и эффективно. Эти требования обычно (см. [12, 13])
обеспечиваются удовлетворением сетки критериям оптимальности (близости криволи-
нейной сетки к равномерной, ортогональной и адаптации под заданную функцию), а
сама сетка называется оптимальной.

2. Реализация критерия адаптации
при построении оптимальной сетки

Построение оптимальной сетки осуществляется (см. [10, 12, 13]) минимизаций дис-
кретного функционала D = DР + AODO + AADA, представляющего собой сумму мер
уклонения сетки от равномерной DР, ортогональной DO и меры адаптации DА под
заданную функцию Φ = Φ(x) = Φ(x, y, z) (меры сгущения узлов там, где функция Φ
быстро меняется):

DР =
∑
ijk

{
[ri+1,j,k − ri−1,j,k]2

(
1

r2i+1,j,k

+
1
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)
+ [ri,j+1,k−ri,j−1,k]2

(
1

r2i,j+1,k

+
1

r2i,j−1,k

)
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(

1
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1
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∑
ijk

4∑
p=1

(
1

sin2 ϕp
ij

+
1

sin2 ϕp
ik

+
1

sin2 ϕp
jk

)
,

DA =
∑
ijk

{
r2i+1,j,k [Φ(xi+1,j,k)−Φ(xijk)]2 + r2i,j+1,k [Φ(xi,j+1,k)−Φ(xijk)]2 +

r2i,j,k+1 [Φ(xi,j,k+1)−Φ(xijk)]2
}
.

Здесь величина Φ(xijk) — значение в узле xijk = Hijk заданной функции Φ(x, y, z), под
которую осуществляется адаптация (такая функция обычно называется мониторной),
ri±1,j,k = |

−−−−−−−−→
HijkHi±1,j,k| = |hi±1|, ϕl

ij — углы между векторами hi±1, hj±1 (l = 1, 2, 3, 4)

(см. рисунок 1 a), где ri,j±1,k, ri,j,k±1; hj±1, hk±1, ϕ
l
ik, ϕ

l
jk определяются аналогично.
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а) б)

Рис. 1. Элементы трехмерной сетки: a — узлы, расстояния между узлами, углы между коор-
динатными линиями; б — шаблон узлов для минимизации функционала D.

Суммирование производится по всем внутренним узлам сетки.
Функционалы DР, DО, DA формализуют соответственно критерии близости сетки

к равномерной, ортогональной и критерий адаптации к заданной функции Φ(x, y, z).
Отметим, что функционал адаптации приведен в [12, 13], а предложен еще ранее в 1985 г.
(см. [12]). Его непрерывный аналог приведен в обзоре [14] со ссылкой на работу [12].
Постоянные AО, AA — положительные весовые коэффициенты, определяющие вклад
функционалов DО, DA в построение сетки. За счет включения функционала адаптации
в минимизируемый функционал осуществляется реализация критерия адаптации сетки
под мониторную функцию Φ(x, y, z). Вариации мониторной функции для исключения
вырождений в алгоритмах построения сеток заменяют весовыми функциями, большими
нуля. Минимизация функционала D должна обеспечить построение оптимальной сетки,
близкой к равномерной, ортогональной и адаптивной.

Непрерывный аналог функционала D и описание возникающих вариационных задач
для построения сеток приведены в [6, 13]. Отличительной особенностью функционала D
и его непрерывного аналога является специальный способ формализации критерия рав-
номерности. Он определяет тип уравнений Эйлера для построения сеток (гиперболиче-
ский в широком смысле), позволяет рассматривать различные виды краевых условий
в вариационных задачах построения сеток (фиксированные, свободные узлы, условие
ортогональности координатных линий и поверхностей граням) и обеспечивает хорошие
вычислительные свойства сеток (см. [13]).

В соответствии с введенными функционалами в [10] осуществлялась модификация
численного алгоритма оптимизации, разработанного ранее только для двух критериев
оптимальности: равномерности и ортогональности. Алгоритм оптимизации представля-
ет собой итерационную процедуру минимизации дискретного функционала D. Алгоритм
минимизации функционала осуществляется аналогом метода по-координатного спуска,
где в качестве одного из направлений минимизации выступает один узел сетки. На каж-
дой итерации для нахождения каждого внутреннего узлаHn

ijk осуществляется локальная
оптимизация сетки, основанная на геометрических принципах. Положение нового узла
Hn+1

ijk ищется из условия минимума функционала
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D
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)
на специально построенном множестве H и условия невырожденности сетки (см. [1, 11]).
Локальная минимизация сетки осуществляется на шаблоне из восьми ячеек сетки, содер-
жащих рассчитываемый узел в качестве вершины (см. рис. 1 б). Внешние узлы шаблона
фиксируются. После того, как очередной узел найден, его координаты заменяются на но-
вые. Порядок пересчета узлов осуществляется в циклах по возрастанию индексов узлов
на четных итерациях и, из соображений симметрии, на нечетных итерациях — по убыва-
нию индексов. Итерации прекращаются, когда значения минимизируемого функциона-
ла стабилизируются, либо меняются от итерации к итерации незначительно. Алгоритм
[6, 10] дополнен новым способом построения допустимого множества H для минимиза-
ции функционала, а именно новым вычислительным алгоритмом нахождения опорной
точки Cw (см. [10]) для построения множества H из принципа равнораспределения ве-
совой функции (используемого для построения адаптивных сеток, см. [13]) вдоль каж-
дого из координатных направлений шаблона [Im, Ip], [Jm, Jp], [Km,Kp], где Im = Hn

i−1jk,
Ip = Hn

i+1jk, Jm = Hn
ij−1k, Jp = Hn

ij+1k, Km = Hn
ijk−1, Kp = Hn

ijk+1, если восьмигранник
из указанных точек (см. рис. 1 б) выпуклый, в случае если восьмигранник невыпуклый,
только вдоль его внутренних направлений. Для сохранения геометрии области в процессе
минимизации функционала использован специальный способ расчета граничных узлов,
в котором концы элементов образующей в итерационном процессе фиксируются, а все
остальные узлы находятся из условия минимума функционала D, при этом вклад для
граничных узлов в функционал D составляется слагаемыми с положительными значе-
ниями индексов и с учетом вырождений шестигранных ячеек в призмы с треугольным
основанием. Начальная сетка для построения оптимальной сетки без учета критерия
адаптации (AA = 0, она выбирается в качестве начальной для реализации критерия
адаптации) строится геометрическим методом [3, 15]. Его цель (см. [3]) — построение
невырожденной сетки, близкой к равномерной.

3. Примеры расчетов

Приведем примеры расчетов сеток, адаптирующихся под функцию

Φ = Φ(x, y, z) = exp(−(x− 2)2/ε), ε = 1, (1)

и ее первые производные.
Для конструкции, изображенной на рис. 2 переменные x, y, z изменяются на от-

резках [−6, 9], [−7.5, 0], [6, 22] соответственно. В качестве начальной сетки для процесса
адаптации используется оптимальная сетка, посчитанная без учета критерия адаптации
(AA = 0, см. рис. 2 a). Мониторная функция (1) вдоль плоскости x = 2 имеет большие
градиенты, а на самой плоскости ее производная равна нулю, при этом функция имеет
максимум, поэтому адаптивная сетка сгущается с той и с другой стороны от этой плоско-
сти, а на самой плоскости шаги сетки увеличиваются (см. рис. 2 б, в). Если увеличение
шагов на плоскости x = 2 нежелательно, применяется адаптация под саму функцию и ее
первые производные (см. рис. 2 г, д). Примеры для одномерного и двумерного случаев
см. в [12, 13], а для деформированных объемов вращения см. в [9]. Весовые функции для
адаптации под саму функцию, а также под функцию и ее первые производные выбира-
лись способом, описанным в [9]. В отличие от [9] при реализации критерия адаптации для
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обобщения объемов вращения для сохранения геометрии области концы элементов обра-
зующей фиксируются в процессе расчетов за счет фиксирования узлов, расположенных
в данных точках, остальные узлы считаются свободными.

a б в

г д

Рис. 2. Оптимальные сетки: a — без учета критерия адаптации; б — адаптирующаяся под
функцию (1); в — с значениями функции (1); г — адаптирующаяся под функцию (1) и ее первые
производные; д — c значениями первой производной ∂Φ/∂x функции (1)

4. Заключение

Критерий адаптации реализован в технологии построения сеток для обобщений объ-
емов вращения. В его реализации применен способ расчета граничных узлов, фикси-
рующий концы элементов образующей. Адаптация реализована под саму мониторную
функцию и ее первые производные.
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