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Рассматривается нерезонансный случай (Res 0) движения вязкой несжимаемой жидко-
сти между соосными вращающимися цилиндрами в малой окрестности точки бифурка-
ции коразмерности 2, когда амплитудная система имеет лишь обязательные резонанс-
ные слагаемые. Получены условия существования и устойчивости ее решений, которым
соответствуют различные периодические и квазипериодические решения системы урав-
нений Навье — Стокса. В малой окрестности некоторых точек резонанса Res 0 найдены
области существования и устойчивости этих решений.
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Задача о течении вязкой несжимаемой жидкости между твердыми соосными вращаю-
щимися цилиндрами инвариантна относительно линейного ортогонального действия груп-
пы G = SO(2)×O(2). При всех значениях параметров данная задача имеет точное реше-
ние — вращательное течение Куэтта.

Точке пересечения двух нейтральных кривых (точке бифуркаций коразмерности 2) в
задаче Куэтта— Тейлора соответствует несколько независимых нейтральных мод. В слу-
чае если параметры задачи изменяются в малой окрестности этой точки, становится воз-
можным сильное взаимодействие всех нейтральных мод (точнее, несколько измененных),
которое описывается нелинейной системой амплитудных уравнений, определенных на цен-
тральном многообразии. Амплитудные системы могут иметь G-стационарные решения,
которым соответствуют различные периодические и квазипериодические решения систе-
мы Навье— Стокса, как устойчивые, так и неустойчивые. Впервые такие системы ампли-
тудных уравнений для задачи Куэтта — Тейлора получены в работах [1–3] для случая
одного из резонансов (Res 1).

Как известно, в случае невращательно-симметричных мод существует семь типов
амплитудных систем, которые различаются ведущими кубическими резонансными слага-
емыми. В настоящей работе рассмотрен нерезонансный случай Res 0, когда в амплитуд-
ной системе присутствуют только обязательные резонансные слагаемые. Точки резонанса
Res 0, образующие двухпараметрические семейства в пространстве параметров, существу-
ют вблизи каждой точки нейтральной кривой (точки простейшей бифуркации) и вблизи
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точек бифуркации коразмерности 2, соответствующих другим резонансам. Для фикси-
рованных значений некоторых параметров задачи приведены результаты расчета точек

резонанса Res 0, для которых вычислены коэффициенты амплитудной системы и прове-
ден численный анализ условий существования и устойчивости G-стационарных решений
амплитудной системы.

Настоящая работа, являющаяся продолжением работы [4], своим появлением в боль-
шой степени обязана учителю авторов В. И. Юдовичу.

1. Постановка задачи. Течение вязкой несжимаемой жидкости между двумя беско-
нечными соосными твердыми цилиндрами, имеющими радиусы r1, r2 и вращающимися с
угловыми скоростями Ω1, Ω2 соответственно, описывается системой уравнений Навье —
Стокса. Предполагается, что решения уравнений движения имеют периодические вдоль
оси цилиндров (оси z) поля скорости и давления с заданным периодом 2π/α.

Система уравнений Навье — Стокса зависит от четырех безразмерных параметров:
чисел Рейнольдса Re1 = Ω1r

2
1/ν, Re2 = Ω2r

2
2/ν (ν — кинематическая вязкость), отношения

радиусов цилиндров η = r2/r1 и осевого волнового числа α. Известно, что при любых
значениях параметров существует точное стационарное решение уравнений движения —
течение Куэтта.

Как система уравнений Навье — Стокса, так и линеаризованная на течении Куэтта
задача обладают группой симметрии G = SO(2) × O(2), т. е. являются инвариантными
относительно вращений вокруг оси z и сдвигов вдоль нее, а также относительно преобра-
зования инверсии, которые действуют на поле скоростей u по правилам

(Lδθu)(t, r, θ, z) = u(t, r, θ + δ, z), (Lhzu)(t, r, θ, z) = u(t, r, θ, z + h),

(Ju)(t, r, θ, z) = (ur(t, r, θ,−z), uθ(t, r, θ,−z),−uz(t, r, θ,−z)).
В силу симметрии задачи нормальные колебания находим в виде

Φ(r, θ, z, t) = eiωt−i(mθ+kαz) ϕ(r),

где m (целое), k (целое) — азимутальное и осевое квантовые числа.
Точка пересечения (Re1∗,Re2∗) (типа m/n и k/l) двух нейтральных кривых опреде-

ляется такими критическими значениями чисел Рейнольдса Re1∗ и Re2∗, при которых
линеаризованная на течении Куэтта задача имеет нетривиальные решения (нейтральные
моды) с азимутальными (m, n) и осевыми (k, l) квантовыми числами. В каждой точке
(Re1∗,Re2∗) существует четыре независимых нейтральных моды

Φ1(t, r, θ, z) = eiωmtΦ0m(r, θ, z), Φ2(t, r, θ, z) = eiωmtΦ1m(r, θ, z),

Φ3(t, r, θ, z) = eiωntΦ0n(r, θ, z), Φ4(t, r, θ, z) = eiωntΦ1n(r, θ, z),

где

Φ0m(r, θ, z) = e−i(mθ+kαz) ϕ0m(r), Φ0n(r, θ, z) = e−i(nθ+lαz) ϕ0n(r),

Φ1m(r, θ, z) = e−i(mθ−kαz) ϕ1m(r), Φ1n(r, θ, z) = e−i(nθ−lαz) ϕ1n(r),

ϕ1s = j(ϕ0s) = (ϕ0sr, ϕ0sθ,−ϕ0sz), s = m,n.

В соответствии с работой [5] в малой окрестности (Re1∗,Re2∗), состоящей из точек
Re1 = Re1∗ +k1ε

2 и Re2 = Re2∗ +k2ε
2 (ε — малый параметр; k1, k2 — константы надкри-

тичности (k2
1 + k2

2 = 1)), изучаются возможные бифуркации, возникающие при повороте
вектора (k1, k2).

Вектор скорости асимптотического решения уравнений движения в окрестности

(Re1∗,Re2∗) находим в виде

u = v00 + ε(Φ + Φ∗) + . . . , (1.1)
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где Φ = ξ0m(τ)Φ1 + ξ1m(τ)Φ2 + ξ0n(τ)Φ3 + ξ1n(τ)Φ4; неизвестные комплексные амплитуды
ξ0m(τ), ξ1m(τ), ξ0n(τ), ξ1n(τ) зависят от медленного времени τ = ε2t; символ “∗” вверху
означает комплексное сопряжение; v00 — вектор скорости течения Куэтта при Re1∗ и Re2∗.

2. Амплитудная система. При малых значениях ε с использованием теоремы о

центральном многообразии или метода осреднения по быстрому времени строится систе-
ма комплексных дифференциальных уравнений для амплитуд. Вид амплитудной системы
в точках пересечения невращательно-симметричных мод зависит от соотношений ази-
мутальных m и n, осевых k и l квантовых чисел, а иногда и от соотношений фазовых
частот ωm и ωn нейтральных мод. Имеется шесть резонансных соотношений [6], кото-
рым соответствуют амплитудные системы с различными дополнительными слагаемыми.
Впервые амплитудные системы в задаче Куэтта — Тейлора построены в работах [1–3]
для случая резонанса Res 1, при котором выполняется резонансное соотношение k = l. В
нерезонансном случае Res 0, когда ни одно из резонансных соотношений не выполняется,
система амплитудных уравнений содержит лишь обязательные резонансные слагаемые и

имеет вид

ξ′0m = ξ0m(σ + A|ξ0m|2 +B|ξ1m|2 + C|ξ0n|2 +D|ξ1n|2),

ξ′1m = ξ1m(σ +B|ξ0m|2 + A|ξ1m|2 +D|ξ0n|2 + C|ξ1n|2),

ξ′0n = ξ0n(µ+ P |ξ0m|2 + S|ξ1m|2 + U |ξ0n|2 + V |ξ1n|2),
(2.1)

ξ′1n = ξ1n(µ+ S|ξ0m|2 + P |ξ1m|2 + V |ξ0n|2 + U |ξ1n|2).

Здесь σ = σ1k1 + σ2k2; µ = µ1k1 + µ2k2; штрих обозначает производную по τ . Коэф-
фициенты системы (2.1) выражаются через нейтральные моды Φjp (j = 0, 1; p = m,n),
собственные решения сопряженной задачи и решения неоднородных систем, правые части
которых зависят от тех же нейтральных мод. Выражения для коэффициентов приведены
в работе [4].

Система (2.1) сохраняет инвариантность относительно преобразований группы сим-
метрии G = SO(2)×O(2), действие которой на амплитуды задается равенствами

Lδθ(ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) = (eimδ ξ0m, e
imδ ξ1m, e

inδ ξ0n, e
inδ ξ1n),

Lhz (ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) = (e−ikαh ξ0m, e
ikαh ξ1m, e

−ilαh ξ0n, e
ilαh ξ1n),

J(ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) = (ξ1m, ξ0m, ξ1n, ξ0n).

При определенных значениях параметров надкритичности k1, k2 амплитудная систе-
ма (2.1) помимо тривиального решения, соответствующего течению Куэтта, может иметь
другие предельные режимы. G-стационарным решениям системы (2.1) на инвариантных
подпространствах, порождаемым различными однопараметрическими подгруппами груп-
пы симметрии G, соответствуют G-стационарные режимы системы уравнений Навье —
Стокса. Однопараметрические подгруппы группы симметрии G изоморфны группе соб-
ственных вращений окружности SO(2), а соответствующие им стационарные режимы

представляют собой бегущие волны.
Как и все нормальные формы дифференциальных уравнений, амплитудная систе-

ма (2.1) обладает более широкой группой симметрии, чем исходная система. Так, данная
система является инвариантной относительно преобразований

Lσ1 : (ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) 7→ (eiσ ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n),

Lσ2 : (ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) 7→ (ξ0m, e
iσ ξ1m, ξ0n, ξ1n),
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Lσ3 : (ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) 7→ (ξ0m, ξ1m, e
iσ ξ0n, ξ1n),

Lσ4 : (ξ0m, ξ1m, ξ0n, ξ1n) 7→ (ξ0m, ξ1m, ξ0n, e
iσ ξ1n).

Следовательно, система (2.1) может иметь стационарные решения, которым соответству-
ют нестационарные решения системы уравнений Навье — Стокса.

Введем обозначения для инвариантных подпространств в C4, на которых становятся
равными нулю одна, две или три амплитуды: Y 1(ξj1p1) — одномерное инвариантное под-
пространство пространства амплитуд Y с одной ненулевой амплитудой ξj1p1 6= 0 (j1 = 0, 1;
p1 = m,n); Y 2(ξj1p1 , ξj2p2) — двумерное подпространство Y с двумя не равными нулю ам-
плитудами ξj1p1 и ξj2p2 (j1, j2 = 0, 1; p1, p2 = m,n); Y 3(ξj1p1 , ξj2p2 , ξj3p3) — трехмерное

подпространство Y , на котором только одна из амплитуд ξj4p4 = 0, индексы могут прини-
мать значения js = 0, 1; ps = m,n; s = 1, 2, 3, 4.

3. Моторная подсистема. Целесообразно выделить подсистему относительно инва-
риантов группы симметрии (фактор-систему или моторную подсистему). В данном случае
инвариантами группы симметрии являются модули комплексных амплитуд, поэтому в ам-
плитудной системе достаточно перейти к полярным координатам:

ξ0m = r0(τ) eiϕ0(τ), ξ1m = r1(τ) eiϕ1(τ), ξ0n = ρ0(τ) eiφ0(τ), ξ1n = ρ1(τ) eiφ1(τ) . (3.1)

Моторная подсистема записывается в виде

r′0 = r0(σr + Arr
2
0 +Brr

2
1 + Crρ

2
0 +Drρ

2
1),

r′1 = r1(σr +Brr
2
0 + Arr

2
1 +Drρ

2
0 + Crρ

2
1),

ρ′0 = ρ0(µr + Prr
2
0 + Srr

2
1 + Urρ

2
0 + Vrρ

2
1),

(3.2)

ρ′1 = ρ1(µr + Srr
2
0 + Prr

2
1 + Vrρ

2
0 + Urρ

2
1)

(нижний индекс r означает вещественную часть числа, i — мнимую часть).
В нерезонансном случае моторная подсистема не зависит от фаз ϕ0, ϕ1, φ0, φ1. Если

все вещественные амплитуды r0, r1, ρ0, ρ1 не равны нулю, то фазы удовлетворяют системе
уравнений

ϕ′0 = σi + Air
2
0 +Bir

2
1 + Ciρ

2
0 +Diρ

2
1, ϕ′1 = σi +Bir

2
0 + Air

2
1 +Diρ

2
0 + Ciρ

2
1,

φ′0 = µi + Pir
2
0 + Sir

2
1 + Uiρ

2
0 + Viρ

2
1, φ′1 = µi + Sir

2
0 + Pir

2
1 + Viρ

2
0 + Uiρ

2
1.

(3.3)

В случае если получено некоторое решение системы (3.2), фазы ненулевых вещественных
амплитуд находятся непосредственным интегрированием соответствующих им уравнений

системы (3.3). Фаза нулевой амплитуды не определена.
Любое равновесие моторной подсистемы порождает периодическое или квазиперио-

дическое решение амплитудной системы (2.1) с проходящей через него орбитой действия
группы симметрии.

Если коэффициенты амплитудной системы таковы, что равновесию моторной подси-
стемы с ненулевыми значениями (r0, r1, ρ0, ρ1) соответствуют независимые и несоизмери-
мые фазы, то равновесие моторной подсистемы определяет четырехчастотный квазипери-
одический режим системы (2.1).

Моторная подсистема сохраняет инвариантность относительно преобразований

группы симметрии Z2, действие которой на модули амплитуд задается равенством

J(r0, r1, ρ0, ρ1) = (r1, r0, ρ1, ρ0). Следовательно, множество равновесий моторной подсисте-
мы разбивается на J-симметричные равновесия и J-связанные пары — орбиты действия

группы Z2.
При переходе от равновесий моторной подсистемы к решению амплитудной систе-

мы (2.1) по формулам (3.1) возникает орбита действия группы SO(2)×O(2), заполненная
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соответствующими предельными режимами. Ясно, что J-симметричным равновесиям мо-
торной подсистемы соответствуют связные орбиты, а J-связанным парам равновесий —
орбиты с двумя компонентами связности.

Фазовым пространством моторной подсистемы является ортант Z в R4, состоящий из
точек с неотрицательными координатами (r0, r1, ρ0, ρ1).

4. Равновесия моторной подсистемы и соответствующие им режимы. Далее
перечислим равновесия моторной подсистемы (3.2) на инвариантных конусах Zk, состо-
ящих из точек с k положительными координатами (k = 1, 2, 3); на инвариантном кону-
се K2, определяемом равенствами r0 = r1, ρ0 = ρ1, а также равновесия общего положения,
не принадлежащие инвариантным подпространствам. Приведем соответствующие этим
равновесиям периодические и квазипериодические режимы уравнений движения. Когда
возможно, для каждого равновесия запишем собственные числа его спектра устойчивости.
(Заметим, что если вещественные части ненулевых собственных чисел отрицательны, то
рассматриваемое равновесие является орбитально устойчивым.)

4.1. Инверсионно-связанные пары спиральных волн. В случае если выполняется усло-
вие

σr/Ar < 0, (4.1)

моторная подсистема (3.2) на одномерных инвариантных конусах Z1(r0) и Z
1(r1) имеет

равновесия, которым соответствуют J-связанные решения (спиральные m-волны) систе-
мы (2.1) с амплитудами ξ0m = r0 eiϕ0 , ξ1m = 0, ξ0n = 0, ξ1n = 0 и ξ0m = 0, ξ1m = r0 eiϕ0 ,

ξ0n = 0, ξ1n = 0 (r0 =
√
−σr/Ar ; ϕ0 = cmτ + ψ1; cm = σi + Air

2
0; ψ1 — произвольная по-

стоянная). Каждой спиральной m-волне соответствует G-стационарный режим системы
уравнений Навье — Стокса, который реализуется с помощью преобразований однопара-
метрической подгруппы вращений группы G. Соответствующее асимптотическое реше-
ние (1.1) системы уравнений Навье — Стокса имеет вид

u(t, r, θ, z) = v00 + ε(L
−(ω̂mt+ψ1)/m
θ X0 + к.с.) + . . . ,

X0(r, θ, z) = r0Φ0m(r, θ, z) = r0 e−i(mθ+kαz) ϕ0m(r), ω̂m = ωm + cmε
2.

(4.2)

Для того чтобы получить второе решение J-связанной пары, в формуле (4.2) необхо-
димо заменить z, ϕ0m на −z, ϕ1m = j(ϕ0m).

С точностью до произвольных сдвигов вдоль оси и поворотов вокруг оси цилиндров

вектор скорости, соответствующий спиральнойm-волне на Y 1(ξ0m), можно записать в виде
u(t, r, θ, z) = U (r, ζ), где U — 2π-периодическая вектор-функция по ζ = ω̃mt−mθ − kαz;
ω̃m = ωm+O(ε2). Такой периодический режим представляет собою косую бегущую волну.
Спектр устойчивости спиральных m-волн состоит из собственных чисел

λ1 = 0, λ2 = −2σr, λ3,4 = (µrAr − σrSr ± i(µiAr − σrSi))/Ar,

λ5,6 = ((Ar −Br)σr ± i(σiAr − σrBi))/Ar, λ7,8 = (µrAr − σrPr ± i(µiAr − σrPi))/Ar.

В случае если выполняется условие

µr/Ur < 0, (4.3)

на подпространствах Y 1(ξ0n) и Y
1(ξ1n) существует пара J-связанных спиральных n-волн.

Заменяя во всех приведенных выше формулах индекс m на индекс n, а также модуль
амплитуды, фазу и коэффициенты r0, ϕ0, σ, µ, A, B, P , S на ρ0, φ0, µ, σ, U , V , C, D,
получаем выражения для амплитуд и собственных значений спектра устойчивости для

спиральных n-волн.
4.2. Азимутальные волны. При выполнении условия

σr/(Ar +Br) < 0 (4.4)
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моторная подсистема (3.2) имеет равновесия на двумерном инвариантном конусе Z2(r0, r1),
которым соответствует семейство решений амплитудной системы (2.1) на Y 2(ξ0m, ξ1m)

с амплитудами ξ0m = r0 eiϕ0 , ξ1m = r0 eiϕ1 , ξ0n = 0, ξ1n = 0 (r0 =
√
−σr/(Ar +Br) ;

ϕ0 = cmτ + ψ1; ϕ1 = cmτ + ψ2; cm = σi − σr(Ai + Bi)/(Ar + Br); ψ1, ψ2 — произвольные

постоянные). Каждому такому решению соответствует асимптотическое решение системы
уравнений Навье — Стокса с вектором скорости

u(t, r, θ, z) = v00 + ε(Lψz L
ϕ(t)
θ X0 + к.с.) + . . . ,

где ψ = (ψ2−ψ1)/(2kα); ϕ(t) = −(2ω̂mt+ψ1+ψ2)/(2m); X0 = r0(Φ0m(r, θ, z)+Φ1m(r, θ, z));
ω̂m = ωm + cmε

2. Данный J-симметричный автоколебательный режим (азимутальная m-
волна) представляет собой нелинейную комбинацию пары J-связанных спиральных m-
волн, движущихся вдоль оси цилиндров z в противоположных направлениях. Вектор ско-
рости этого режима с точностью до произвольных сдвигов вдоль оси и поворотов во-
круг оси цилиндров можно записать в виде u(t, r, θ, z) = U (r, ζ, ζ1), где U (r, ζ, ζ1) — 2π-
периодическая вектор-функция по переменным ζ = ω̃mt−mθ−kαz и ζ1 = ω̃mt−mθ+kαz;
ω̃m = ωm + O(ε2). Сдвиги вдоль оси z и повороты вокруг нее сводятся к добавлению

произвольных констант к ζ и ζ1 (двухпараметрическое семейство азимутальных m-волн).
Cпектр устойчивости азимутальных m-волн представляет собой объединение дву-

кратного нулевого собственного значения λ1,2 = 0, собственных чисел λ3 = −2µr,
λ4 = −2σr(Ar −Br)/(Ar +Br) и двух пар двукратных собственных чисел

λ5,6,7,8 =
{
µr(Ar +Br)− σr(Pr + Sr)± i[σi(Ar +Br)− µr(Pi + Si)]

}
/(Ar +Br).

Сравнение спектров спиральных и азимутальных m-волн показывает, что они не мо-
гут быть устойчивыми одновременно.

При выполнении условия

µr/(Ur + Vr) < 0 (4.5)

у амплитудной системы (2.1) на инвариантном подпространстве Y 2(ξ0n, ξ1n) существует
двухпараметрическое семейство J-симметричных азимутальных n-волн. Заменяя в фор-
мулах данного подпункта m, r0, ϕ0, σ, µ, A, B, P , S на n, ρ0, φ0, µ, σ, U , V , C, D, для
этих режимов получаем такие же результаты, как и для азимутальных m-волн.

Спиральные и азимутальные волны возникают также вне точек пересечения ней-
тральных кривых.

4.3. Инверсионно-связанные двойные спиральные волны. При выполнении условий

r20 =
µrDr − σrUr
ArUr −DrSr

> 0, ρ2
0 =

σrSr − µrAr
ArUr −DrSr

> 0

моторная подсистема (3.2) на двумерных инвариантных конусах Z2(r0, ρ1) и Z
2(r1, ρ0) име-

ет равновесия, которым соответствуют J-связанные решения амплитудной системы (2.1)
(двойные спиральные волны). Двойные спиральные волны имеют на Y 2(ξ0m, ξ1n) ампли-
туды ξ0m = r0 eiϕ0 , ξ1n = ρ1 eiφ1 , ξ1m = 0, ξ0n = 0 (ϕ0 = cmτ + ψ1; φ1 = cnτ + ψ2;
cm = σi + Air

2
0 +Diρ

2
1; cn = µi + Sir

2
0 + Uiρ

2
1; ψ1, ψ2 — произвольные постоянные).

Двойной спиральной волне соответствует асимптотическое решение системы уравне-
ний Навье — Стокса с вектором скорости

u(t, r, θ, z) = v00 + ε(L
ψ(t)
z L

−ϕ(t)
θ X0 + к.с.) + . . . , (4.6)

где ψ(t) = ((mω̂n−nω̂m)t+mψ2−nψ1)/(lm+kn)α— сдвиг вдоль оси z; ϕ(t) = ((lω̂m+kω̂n)t+
kψ2 + lψ1)/(lm + kn) — поворот вокруг оси цилиндров; ω̂m = ωm + cmε

2; ω̂n = ωn + cnε
2;

X0 = r0Φ0m(r, θ, z) + ρ1Φ1n(r, θ, z) — вектор-функция.
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Решение (4.6) представляет собой двухчастотный квазипериодический режим системы
уравнений Навье — Стокса — нелинейную комбинацию спиральной m- и n-волн, распро-
страняющихся вдоль оси z в противоположных направлениях. Вектор скорости данного
режима с точностью до произвольных сдвигов вдоль оси и поворотов вокруг оси цилиндров

можно записать в виде u(t, r, θ, z) = U (r, ζ, ζ1), где U (r, ζ, ζ1) — 2π-периодическая вектор-
функция по переменным ζ = ω̃mt − mθ − kαz и ζ1 = ω̃nt − nθ + lαz; ω̃m = ωm + O(ε2);
ω̃n = ωn +O(ε2).

Решению моторной подсистемы (3.2) на Z2(r1, ρ0) соответствует двойная спиральная
волна на Y 2(ξ1m, ξ0n) c комплексными амплитудами ξ1m = r0 eiϕ0 , ξ0n = ρ1 eiφ1 , ξ0m = 0,
ξ1n = 0. Заменяя во всех формулах этого подпункта z, ϕ0m, ϕ1n на −z, ϕ1m, ϕ0n, для
данной J-связанной двойной спиральной волны получаем аналогичные результаты.

Спектр устойчивости двойных спиральных волн на Y 2(ξ0m, ξ1n) и на Y
2(ξ1m, ξ0n) со-

стоит из двукратного нулевого значения λ1,2 = 0 и собственных чисел

λ3,4 = Arr
2
0 + Urρ

2
1 ±

√
(Arr20 + Urρ2

1)
2 − 4r20ρ

2
1(ArUr −DrSr),

λ5,6 = σr+Brr
2
0 +Crρ

2
1± i(σi+Bir

2
0 +Ciρ

2
1), λ7,8 = µr+Prr

2
0 +Vrρ

2
1± i(µi+Pir

2
0 +Viρ

2
1).

Аналогично для J-связанных двойных спиральных волн на инвариантных подпростран-
ствах Y 2(ξ0m, ξ0n) и Y

2(ξ1m, ξ1n) получаем такие же результаты, заменив во всех формулах
данного подпункта Φ1n, ρ1, φ1, C, D, P , S на Φ0n, ρ0, φ0, D, C, S, P . Двойные спираль-
ные волны этого семейства представляют собой нелинейную комбинацию спиральных m-
и n-волн, распространяющихся вдоль оси z в одном направлении.

4.4. Суперпозиция азимутальныхm- и n-волн. В случае если правые части выражений

r20 =
σr(Ur + Vr)− µr(Cr +Dr)

(Cr +Dr)(Pr + Sr)− (Ar +Br)(Ur + Vr)
,

ρ2
0 =

µr(Ar +Br)− σr(Pr + Sr)

(Cr +Dr)(Pr + Sr)− (Ar +Br)(Ur + Vr)

положительны, на инвариантном конусе K2, определяемом равенствами r0 = r1, ρ0 = ρ1,
существует равновесие моторной подсистемы (3.2). Данному равновесию соответствует

решение системы (2.1) (суперпозиция азимутальных m- и n-волн) с амплитудами ξ0m =
r0 eiϕ0 , ξ1m = r0 eiϕ1 , ξ0n = ρ0 eiφ0 , ξ1n = ρ0 eiφ1 (ϕ0 = cmτ+ψ0m; ϕ1 = cmτ+ψ1m; φ0 = cnτ+
ψ0n; φ1 = cnτ+ψ1n; cm = σi+(Ai+Bi)r

2
0 +(Ci+Di)ρ

2
0; cn = µi+(Pi+Si)r

2
0 +(Ui+Vi)ρ

2
0; ψ0s,

ψ1s (s = m,n) — произвольные постоянные). Соответствующее асимптотическое решение
системы уравнений Навье — Стокса имеет вид

u = v00 + ε(Lh1
z L

ϕ1(t)
θ X1 + Lh2

z L
ϕ2(t)
θ X2 + к.с.) + . . . , (4.7)

где X1 = r0(Φ0m + Φ1m); X2 = ρ0(Φ0n + Φ1n); h1 = (ψ1m − ψ0m)/(2kα); h2 = (ψ1n −
ψ0n)/(2lα); ϕ1(t) = −(2ω̂mt + ψ0m + ψ1m)/(2m); ϕ2(t) = −(2ω̂nt + ψ0n + ψ1n)/(2n); ω̂m =
ωm + cmε

2; ω̂n = ωn + cnε
2.

С точностью до произвольного сдвига оси цилиндров или поворота вокруг нее ре-
шение (4.7) можно записать в виде u(t, r, θ, z) = U (r, ζ, ζ1, ζ2, ζ3), где U (r, ζ, ζ1, ζ2, ζ3) —
2π-периодическая вектор-функция по переменным ζ = ω̃mt−mθ−kαz, ζ1 = ω̃mt−mθ+kαz,
ζ2 = ω̃nt − nθ − lαz и ζ3 = ω̃nt − nθ + lαz; ω̃m = ωm + O(ε2); ω̃n = ωn + O(ε2). При этом
сдвиги вдоль оси и повороты вокруг оси цилиндров z сводятся к добавлению произвольных
констант к ζ, ζ1, ζ2, ζ3 (четырехпараметрическое множество).

Решение (4.7) представляет собой двухчастотный квазипериодический режим— нели-
нейную комбинацию распространяющихся вдоль оси z азимутальных m- и n-волн.
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В спектре устойчивости суперпозиции азимутальных m- и n-волн содержатся четы-
рехкратное нулевое значение и четыре собственных числа, которые явно выражаются че-
рез коэффициенты амплитудных уравнений и в силу громоздкости не приводятся.

4.5. Равновесия на инвариантных трехмерных подпространствах и равновесия об-
щего положения. При выполнении условия

(Ar −Br)(Ur − Vr)− (Cr −Dr)(Pr − Sr) = 0

возможно существование равновесий моторной подсистемы (3.2) на инвариантных трех-
мерных конусах Z3(r0, r1, ρi), Z

3(ri, ρ0, ρ1) (i = 0, 1), а также равновесий общего положения,
не принадлежащих инвариантным подпространствам. Остальные условия существования,
зависящие от констант надкритичности k1 и k2, не приводятся ввиду их громоздкости.
Таким равновесиям моторных подсистем соответствуют двух-, трех- или четырехчастот-
ные периодические или квазипериодические решения системы уравнений Навье— Стокса.
Вычисление амплитуд соответствующих режимов и исследование их устойчивости необ-
ходимо проводить численно.

5. Результаты расчета. Точки резонанса Res 0 образуют поверхности (двухпара-
метрические семейства) в четырехмерном пространстве параметров задачи Re1, Ω, η, α
(отношение угловых скоростей Ω введено вместо параметра Re2 = ΩR1η

2).
На рисунке приведены нейтральные кривые при η = 1,2. Каждой точке кривой 1, на

которой происходит первая потеря устойчивости течения Куэтта, соответствует критиче-
ское значение числа Рейнольдса Re1∗(α∗,Ω) = min

α
Re1∗ (α,Ω). Для Ω > −0,65 наименьшее

значение Re1∗(α∗,Ω) достигается при m = 0. Кривые 2–5 состоят из точек резонанса Res 0
для различных волновых чисел α, азимутальных и осевых квантовых чисел.

В области плоскости надкритичности, где σr > 0, µr > 0, условия существования спи-
ральныx и азимутальных волн (4.1), (4.3)–(4.5) зависят лишь от значений коэффициентов
амплитудных уравнений A, B или U , V . Для смешанных режимов эти условия зависят от
констант надкритичности k1, k2 и от всех коэффициентов амплитудных уравнений.

W

Re

4

5

_0,2_0,4 0,40,2

22

20

24

26

28

0

1

2

3

Нейтральные кривые при η = 1,2:
1 — кривая, на которой происходит первая потеря устойчивости течения Куэтта,
2–5 — кривые, состоящие из точек резонанса Res 0 различного типа (2 — m/n = 1/1,
k/l = 1/2; 3 — m/n = 1/2, k/l = 1/2; 4 — m/n = 1/2, k/l = 2/1; 5 — m/n = 2/2,
k/l = 1/2)
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Вычисления для точек Res 0 типа m/n = 1/1, k/l = 1/2 (кривая 2 на рисунке) пока-
зывают, что даже при существовании в их окрестности азимутальных n-волн, двойных
спиральных волн с амплитудами ξ0m 6= 0, ξ0n 6= 0 и суперпозиции азимутальных m- и
n-волн данные режимы всегда неустойчивы.

Получены значения Ω, при которых в некоторой области плоскости надкритичности
существуют и устойчивы следующие режимы: спиральные m-волны — при 0,63 < Ω <
0,68; спиральные n-волны— при −0,57 < Ω < 0,68; азимутальные m-волны— при 0,550 <
Ω < 0,605; двойные спиральные волны с амплитудами ξ0m 6= 0, ξ1n 6= 0 при −0,55 < Ω <
−0,35. Область существования и устойчивости данных режимов находится выше прямой
k2 = tg γk1 (γ ≈ ±2◦).
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