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Исследуется сходимость H1-смешанного метода конечных элементов Галеркина для параболических
задач в одномерном пространстве. Анализируются как полудискретные, так и полностью дискретные
схемы при предположении об уменьшенной регулярности исходных данных. Точнее, для пространствен-
но дискретной схемы установлены оценки ошибки порядка O(h2t−1/2) при предположении, что началь-
ная функция p0 ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Кроме того, мы используем энергетический метод совместно с пара-
болической дуальностью для получения оценок ошибки порядка O(h2t−1), когда p0 находится только
в H1

0 (Ω). Анализируется дискретный во времени обратный метод Эйлера и устанавливаются границы
ошибки почти оптимального порядка.
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We study the convergence of an H1-Galerkin mixed finite element method for parabolic problems in one
space dimension. Both semi-discrete and fully discrete schemes are analyzed assuming reduced regularity of
the initial data. More precisely, for a spatially discrete scheme error estimates of order O(h2t−1/2) for positive
time are established assuming the initial function p0 ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Further, we use an energy technique
together with a parabolic duality argument to derive error estimates of order O(h2t−1) when p0 is only in
H1

0 (Ω). A discrete-in-time backward Euler method is analyzed and almost optimal order error bounds are
established.
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1. Введение

Мы будем рассматривать H1-смешанный метод конечных элементов Галеркина для
следующих однородных параболических задач:

pt = (apx)x, (x, t) ∈ Ω× J, (1.1)
p(0, t) = p(1, t) = 0, t ∈ J, (1.2)
p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω, (1.3)
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где pt = ∂p
∂t , Ω = (0, 1), и J обозначает временной интервал (0, T ] при T < ∞. Коэф-

фициент a = a(x) предполагается гладким. Кроме того, a ограничено снизу и сверху
положительными постоянными a0 и a1 соответственно, т. е.

a0 ≤ a(x) ≤ a1, x ∈ Ω. (1.4)

Введя u = apx, расщепим задачу (1.1) на два уравнения первого порядка следующим
образом:

pt − ux = 0, px = αu, (1.5)

где α = 1/a. Для анализа ошибки нам потребуются следующие пространства [1]:H1
0 (Ω) =

{w ∈ H1(Ω) : w(0) = w(1) = 0} и V = H1(Ω). H1-смешанная формулировка Галеркина
такова: найти {u, p} ∈ V ×H1

0 (Ω) так, что

(αut, ψ) +A(u, ψ) = λ(u, ψ) ∀ ψ ∈ V, (1.6)

(px, φx) = (αu, φx) ∀ φ ∈ H1
0 (Ω) (1.7)

при u0 = u(x, 0) = adp0dx . Для первого члена в (1.6) мы использовали интегрирование по
частям относительно x и граничные условия Дирихле pt(0, t) = pt(1, t) = 0. Билинейная
форма A(·, ·) задается как

A(u, v) = (ux, vx) + λ(u, v).

Отметим, что λ выбрано таким образом, чтобы A(·, ·) была V -коэрцитивной, т. е.

A(v, v) ≥ c0‖v‖2
1, v ∈ V,

для некоторого c0 > 0. Кроме того, A(·, ·) ограничена. То есть имеется положительная
постоянная C такая, что |A(u, v)| ≤ C‖u‖1‖v‖1.

Пусть Vh и Wh — конечномерные подпространства V и H1
0 (Ω) соответственно. Пред-

полагается, что конечномерные подпространства Vh и Wh удовлетворяют следующим
свойствам аппроксимации:

inf
vh∈Vh

{‖v − vh‖+ h‖v − vh‖1} ≤ Ch2‖v‖H2(Ω) ∀ v ∈ H2(Ω)

и
inf

wh∈Wh

{‖w − wh‖+ h‖w − wh‖1} ≤ Ch2‖w‖H2(Ω) ∀ w ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Полудискретная H1-смешанная конечно-элементная аппроксимация Галеркина состоит
в нахождении пары {uh, ph} ∈ Vh ×Wh такой, что

(αuh,t, ψh) +A(uh, ψh) = λ(uh, ψh) ∀ ψh ∈ Vh, (1.8)
(phx, φhx) = (αuh, φhx) ∀ φh ∈Wh (1.9)

с исходными данными uh(0) = Lhu0, где Lh : L2(Ω) −→ Vh — стандартная проекция L2.
Поскольку матрица жесткости, связанная с (ph,x, φh,x), является положительно опреде-
ленной, система имеет единственное решение для подходящего начального условия [4].

Желая расширить смешанный метод наименьших квадратов [13] для параболических
задач, автор работы [10] ввел H1-смешанную конечно-элементную процедуру Галеркина.
Когда Ω = (0, 1), т. е. для одномерной параболической задачи, показано (см. [10]), что

‖(p− ph)(t)‖+ ‖(u− uh)(t)‖ ≤ Ch2
(
‖p‖L∞(H2) + ‖u‖L∞(H2) + ‖ut‖L2(H2)

)
, (1.10)

где ph и uh — H1-смешанные конечно-элементные аппроксимации Галеркина для реше-
ния p и его потока u = apx соответственно. Априорные оценки ошибки в (1.10) требуют,
чтобы ut ∈ H2(Ω), что, в свою очередь, требует, чтобы p0 ∈ H3(Ω) ∩ H1

0 (Ω). Поэтому
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естественно задать вопрос, можно ли ожидать порядок сходимости O(h2), как в (1.10),
когда p0 имеет меньшую регулярность. В данной статье сделана попытка анализа схо-
димости в предположении, что начальная функция p0 имеет меньшую регулярность.
Точнее, для однородной параболической задачи оценки ошибки порядка O(h2t−1/2) для
решения и его потока устанавливаются для положительного времени с исходной функ-
цией p0 ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω) (см. теорему 3.1). Кроме того, оценки ошибки порядка O(h2t−1)
как для решения, так и для его потока получаются для положительного времени при p0

всего лишь в H1
0 (Ω) (см. теорему 3.2). Поскольку свойство сглаживания решения играет

значительную роль в анализе ошибки, мы получим некоторые априорные границы в тер-
минах исходных данных в различных нормах Соболева. Важные технические средства,
используемые в нашем анализе ошибки, — это нестандартная энергетическая формули-
ровка и параболическая дуальность. Также рассматривается анализ полной дискретной
ошибки на основе схемы обратной временной дискретизации Эйлера и получены границы
ошибки почти оптимального порядка. Анализ, представленный в данной статье, легко
распространить для параболических задач с двумя пространственными переменными.

По сравнению с классическим смешанным методом конечных элементов [2, 3, 5,
7, 9, 14] H1-смешанный метод Галеркина не зависит от условия непротиворечивости
Ладыженской–Бабушки–Брецци (ЛББ-непротиворечивости) [10, 12]. Аппроксимирую-
щие конечно-элементные подпространства Vh и Wh могут иметь различные степени мно-
гочленов. В отличие от стандартногоH1-метода Галеркина [6, 11, 15], C1-непрерывность в
аппроксимирующих конечно-элементных пространствах может быть ослаблена и позво-
ляет нам свободно работать с привлекательными с точки зрения вычислений линейными
элементами.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 мы получим некоторые априор-
ные границы решения u и оценки устойчивости его полудискретной аппроксимации uh.
Полудискретные оценки ошибки для H1-смешанного метода конечных элементов Галер-
кина в предположении уменьшенной регулярности начальной функции получены в п. 3.
Анализ полностью дискретного обратного метода Эйлера представлен в п. 4.

В данной статье C обозначает положительную общую постоянную, не зависящую от
параметров сетки.

2. Априорные границы

Получим некоторые априорные границы для переменной потока u, удовлетворяю-
щей (1.5). Получим также некоторые оценки устойчивости для его полудискретного ре-
шения uh, удовлетворяющего (1.8) и (1.9). Эти оценки необходимы для нашего анализа
ошибки.

Лемма 2.1. Пусть u — решение (1.5) при u0(x) = u(x, 0) = adp0dx и пусть 0 ≤ i, j, k ≤ 2.
(а) если 0 ≤ k + 2j − i ≤ 1, то

ti
∥∥∥∥∂ju(t)∂tj

∥∥∥∥2

k

≤ C‖u0‖2
k+2j−i;

(б) если 0 ≤ k + 2j − i− 1 ≤ 1, то∫ t

0
si
∥∥∥∥∂ju(s)∂sj

∥∥∥∥2

k

ds ≤ C‖u0‖2
k+2j−i−1.

Доказательство. Доказательства этих оценок являются стандартными для парабо-
лических задач и легко могут быть получены с использованием доказательств из [8]
или [15].
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Следуя линии рассуждений леммы 2.1, докажем оценки устойчивости uh, удовлетво-
ряющие (1.8) и (1.9).

Лемма 2.2. Предположим, что u0 ∈ H1(Ω) при uh(0) = Lhu0. Тогда существует
положительная общая постоянная C такая, что

(a)
∫ t

0
‖uh,s(s)‖2ds+ ‖uh(t)‖2

1 ≤ C‖u0‖2
1; (б)

∫ t

0
s‖uh,s(s)‖2ds+ t‖uh(t)‖2

1 ≤ C‖u0‖2;

(в)
∫ t

0
s‖uh,s(s)‖2

1ds ≤ C‖u0‖2
1; (г)

∫ t

0
s2‖uh,ss(s)‖2ds ≤ C‖u0‖2

1.

3. Анализ полудискретной схемы

В данном пункте обсудим анализ ошибки для полудискретного H1-смешанного мето-
да Галеркина, когда исходная функция p0 ∈ H i(Ω) ∩H1

0 (Ω), i = 1, 2.

3.1. Оценки ошибки при p0 ∈ H2(Ω) ∩ H1
0(Ω)

Сначала получим оценки ошибки во временных точках для решения p и потока u в
норме L2, когда начальные данные p0 ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Используя (1.6)–(1.9), получим
следующие уравнения для ошибки:

(α(u− uh)t, ψh) +A(u− uh, ψh) = λ(u− uh, ψh) ∀ ψh ∈ Vh, (3.1)
((p− ph)x, φhx) = (α(u− uh), φhx) ∀ φh ∈Wh. (3.2)

Определим эллиптические проекции ũh : [0, T ] −→ Vh и p̃h : [0, T ] −→Wh посредством

A(u− ũh, ψh) = 0 ∀ ψh ∈ Vh, (3.3)
((p− p̃h)x, φhx) = 0 ∀ φh ∈Wh (3.4)

соответственно. Поскольку прямое сравнение u, uh и p, ph не дает оптимального порядка
сходимости, разобьем ошибки u− uh и p− ph следующим образом:

u− uh = (u− ũh) + (ũh − uh) := η + θh и p− ph = (p− p̃h) + (p̃h − ph) := ρ+ ρh.

Хорошо известно [10], что η и ρ удовлетворяют следующим оценкам:

‖η‖ ≤ Ch2‖u‖2 и ‖ηt‖ ≤ Ch2‖ut‖2, (3.5)

‖ρ‖ ≤ Ch2‖p‖2 и ‖ρ‖ ≤ Ch2‖pt‖2. (3.6)

Используя (3.1), (3.2) и вспомогательные проекции (3.3), (3.4), получим следующие урав-
нения для ошибки в θh и ρh:

(αθh,t, ψh) +A(θh, ψh) = λ(η, ψh) + λ(θh, ψh)− (αηt, ψh), ψh ∈ Vh, (3.7)
(ρhx, φhx) = (α(η + θh), φhx), φh ∈Wh. (3.8)

Поскольку в (3.7) присутствует член ηt, стандартная энергетическая формулировка тре-
бует более высокой регулярности для потока u, а это, в свою очередь, требует более
высокой регулярности для p. Поэтому мы используем следующую нестандартную энер-
гетическую формулировку, описываемую ниже. Определим θ̂(t) следующим образом:

θ̂(t) =
∫ t

0
θ(τ) dτ, t ∈ J̄ .



М. Трипати, Р. Кумар Синха 277

Отметим, что θ̂(0) = 0 и θ̂t(t) = θ(t). Интегрируя (3.8) от 0 до t, мы получим

(ρ̂hx, φhx) = (αη̂, φhx) + (αθ̂h, φhx). (3.9)

Теперь проинтегрируем (1.6) и (1.8) от 0 до t. Тогда, используя uh(0) = Lhu0, где
Lh : L2(Ω) −→ Vh — стандартная проекция L2, получим

(αθh, ψh) +A(θ̂h, ψh) = λ(η̂, ψh) + λ(θ̂h, ψh)− (αη, ψh). (3.10)

Основной результат этого пункта содержится в представленной ниже теореме.

Теорема 3.1. Пусть {u, p} и {uh, ph} — решения (1.6), (1.7) и (1.8), (1.9) соответствен-
но. Также пусть p0 ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω). Тогда имеется положительная постоянная C,
не зависящая от h, такая, что

‖u(t)− uh(t)‖ ≤ Ch2t−1/2‖u0‖1 ≤ Ch2t−1/2‖p0‖2, t > 0, (3.11)

‖p(t)− ph(t)‖ ≤ Ch2t−1/2‖p0‖2, t > 0. (3.12)

Доказательство вышеупомянутой теоремы требует некоторой подготовки. Ниже мы
представим ряд вспомогательных результатов, которые приведут к желаемой оценке.

Лемма 3.1. Пусть ρh удовлетворяет (3.8). Тогда имеется положительная постоян-
ная C, не зависящая от h, такая, что

‖ρh‖ ≤ C (‖η‖+ ‖θh‖) .

Доказательство. Принимая φh = ρh в (3.8) и используя неравенство Коши–Шварца,
получим

‖ρhx‖2 = (αη, ρhx) + (αθh, ρhx) ≤ C(‖η‖2 + ‖θh‖2) +
1
2
‖ρhx‖2 ≤ C(‖η‖2 + ‖θh‖2).

Поскольку ρh ∈ H1
0 (Ω), использование неравенства Пуанкаре завершает доказательство.

Лемма 3.2. Пусть θh удовлетворяет (3.7). Тогда имеется положительная постоян-
ная C такая, что

t‖θh‖2 +
∫ t

0
s‖θh‖2

1 ds ≤ C

[ ∫ t

0
(s2‖ηs‖2 + s‖η‖2) ds+

∫ t

0
‖θh‖2ds

]
.

Доказательство. Возьмем ψh = tθh в (3.7) для получения

1
2
d

dt
{t‖α1/2θh‖2}+ c0t‖θh‖2

1 ≤ C(t‖η‖2 + t‖θh‖2 + t2‖ηt‖2 + ‖θh‖2).

Интегрирование от 0 до t приводит к

t‖θh‖2 +
∫ t

0
s‖θh‖2

1 ds ≤ C

[∫ t

0
(s2‖ηs‖2 + s‖η‖2) ds+

∫ t

0
‖θh‖2ds

]
+ C

∫ t

0
s‖θh‖2ds.

Использование леммы Гронуолла завершает доказательство.

Аналогичным образом, задав ψh = θh в (3.10), легко получить следующую оценку.
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Лемма 3.3. Пусть θh удовлетворяет (3.10). Тогда имеется положительная посто-
янная C такая, что ∫ t

0
‖θh‖2ds+ ‖θ̂h‖2

1 ≤ C

∫ t

0

(
‖η̂‖2 + ‖η‖2

)
ds.

Доказательство теоремы 3.1. Используя неравенство треугольника, мы получим

‖u(t)− uh(t)‖ ≤ ‖η(t)‖+ ‖θh(t)‖. (3.13)

Используя лемму 3.3 в лемме 3.2, получим

t‖θh‖2 ≤ C

[∫ t

0
s2‖ηs‖2ds+

∫ t

0
s‖η‖2ds+

∫ t

0
‖η‖2ds+

∫ t

0
‖η̂‖2ds

]
.

Поскольку ∫ t

0
‖η̂‖2ds ≤ C

∫ t

0
‖η‖2ds

и на основании свойства аппроксимации (3.5), мы получим

t‖θh‖2 ≤ Ch4

[∫ t

0
s2‖us‖2

2 ds+
∫ t

0
s‖u‖2

2 ds+
∫ t

0
‖u‖2

2 ds

]
. (3.14)

Теперь, используя априорные оценки леммы 2.1, получим

‖θh‖ ≤ Ch2t−1/2‖u0‖1 (3.15)

‖η‖ ≤ Ch2‖u‖2 ≤ Ch2t−1/2‖u0‖1. (3.16)

Объединив (3.13), (3.15) и (3.16), легко можно получить первое неравенство (3.11). Для
оценивания (3.12) вновь используем неравенство треугольника и лемму 3.1 для получе-
ния

‖p(t)− ph(t)‖ ≤ ‖ρ(t)‖+ ‖ρh(t)‖ ≤ ‖ρ(t)‖+ C(‖η(t)‖+ ‖θh(t)‖). (3.17)

Из свойства аппроксимации (3.6) мы имеем

‖ρ‖ ≤ Ch2‖p‖2. (3.18)
Отметим, что

‖p‖2
2 = ‖p‖2 + ‖px‖2 + ‖pxx‖2 ≤ C(‖px‖2 + ‖pxx‖2),

где на втором шаге мы использовали неравенство Пуанкаре ‖p‖ ≤ C‖px‖. Поскольку
u = apx, то

‖p‖2 ≤ C(‖u‖+ ‖ux‖) = C‖u‖1. (3.19)

Используя (3.19) в (3.18) и априорную оценку леммы 2.1, имеем

‖ρ‖ ≤ Ch2‖u0‖1. (3.20)

Вставив (3.15), (3.16) и (3.20) в (3.17), мы получим

‖p(t)− ph(t)‖ ≤ Ch2t−1/2‖u0‖1 ≤ Ch2t−1/2‖p0‖2.



М. Трипати, Р. Кумар Синха 279

3.2. Оценки ошибки при p0 ∈ H1
0(Ω)

Теперь попробуем получить оценки ошибки во временных точках для u−uh и p− ph,
когда исходные данные p0 ∈ H1

0 (Ω). Пусть V ∗ — дуальное пространство V с нормой

‖v‖V ∗ = sup
ψ∈V

(v, ψ)
‖ψ‖V

.

Основное средство, используемое в нашем анализе ошибки, — представленная ниже па-
раболическая дуальность [5, 8]: для фиксированных t > 0 и g ∈ V пусть {v(s), q(s)} :
[0, t) −→ V ×H1

0 (Ω) — решение следующей смешанной задачи:

(αvs, ψ)−A(v, ψ) = −λ(v, ψ) ∀ ψ ∈ V, s < t, (3.21)

(qx, φx) = (αv, φx) ∀ φ ∈ H1
0 (Ω) (3.22)

при v(t) = g и v(s) = aqx(s). Соответствующая полудискретная H1-смешанная коне-
чно-элементная аппроксимация Галеркина состоит в следующем: найти {vh(s), qh(s)} :
[0, t) −→ Vh ×Wh так, что

(αvh,s, ψh)−A(vh, ψh) = −λ(vh, ψh) ∀ ψh ∈ Vh, s < t, (3.23)
(qhx, φhx) = (αvh, φhx) ∀ φh ∈Wh (3.24)

при vh(t) = Lhg.
Основной результат этого пункта содержится в представленной ниже теореме.

Теорема 3.2. Пусть {u, p} и {uh, ph} — решения (1.6), (1.7) и (1.8), (1.9) соответ-
ственно. Также пусть p0 ∈ H1

0 (Ω) и uh(0) = Lhu0. Тогда имеется положительная
постоянная C, не зависящая от h, такая, что

‖u(t)− uh(t)‖ ≤ Ch2t−1‖p0‖1, t > 0, (3.25)

‖p(t)− ph(t)‖ ≤ Ch2t−1‖p0‖1, t > 0. (3.26)

Доказательство вышеприведенной теоремы требует некоторой подготовки. Используя
(3.21)–(3.24) и (1.6)–(1.9), отметим, что

d

ds
{(αu(s), v(s))− (αuh(s), vh(s))} = 0. (3.27)

Интегрируя (3.27) от 0 до t, получим

(αu(t), v(t))− (αuh(t), vh(t)) = (αu(0), v(0))− (αuh(0), vh(0)). (3.28)

При uh(0) = Lhu0 и vh(t) = Lhv(t) = Lhg имеем

(αe2(t), g) = (αu0, ẽ2(0)), (3.29)

где e2(t) = u(t) − uh(t) и ẽ2(s) = v(s) − vh(s) — ошибки, связанные с прямой задачей
(1.6)–(1.9) и обратной задачей (3.21)–(3.24) соответственно. Здесь для члена в правой
части (3.28) мы использовали тот факт, что

(αLhu0, vh(0)) = (Lhu0, αvh(0)) = (u0, αvh(0)) = (αu0, vh(0)).

Следующая лемма оказывается удобной.
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Лемма 3.4. Если p0 ∈ H1
0 (Ω), то

‖e2(t)‖V ∗ ≤ Ch2t−1/2‖u0‖ ≤ Ch2t−1/2‖p0‖1. (3.30)

Доказательство. Из теоремы 3.1 мы имеем

‖e2(t)‖ ≤ Ch2t−1/2‖u0‖1. (3.31)

Из (3.29) видно, что

|(αe2(t), g)| = |(αu0, ẽ2(0))| ≤ C‖u0‖‖ẽ2(0)‖. (3.32)

Применив оценку (3.31) к обратной задаче (3.21)–(3.24), мы получим

‖ẽ2(s)‖ ≤ Ch2(t− s)−1/2‖g‖1, s < t.

Как прямой результат приведенной выше оценки мы получим

‖ẽ2(0)‖ ≤ Ch2t−1/2‖g‖1. (3.33)

Теперь оценки (3.32) и (3.33) дают

|(e2(t), αg)| ≤ Ch2t−1/2‖g‖1‖u0‖ ≤ Ch2t−1/2‖αg‖1‖u0‖,

где мы использовали ‖g‖1 = ‖α
(

1
α

)
g‖1 ≤ C‖αg‖1.

Доказательство теоремы 3.2. Интегрируя (3.27) от t/2 до t, получим

(αu(t), v(t))− (αuh(t), vh(t)) = (αu(t/2), v(t/2))− (αuh(t/2), vh(t/2))
= (αe2(t/2), v(t/2)) + (αuh(t/2), ẽ2(t/2)).

Поскольку v(t) = g и vh(t) = Lhg, то

|(αe2(t), g)| = |(α(u(t)− uh(t)), g)|
≤ C‖e2(t/2)‖V ∗‖v(t/2)‖1 + C‖ẽ2(t/2)‖V ∗‖uh(t/2)‖1. (3.34)

Оценка (3.30), примененная к e2(t/2) и ẽ2(t/2), дает

‖e2(t/2)‖V ∗ ≤ Ch2t−1/2‖u0‖ и ‖ẽ2(t/2)‖V ∗ ≤ Ch2t−1/2‖g‖.

Используя соответствующие модификации в доказательстве оценки (а) в лемме 2.1, легко
получить следующую априорную оценку для обратного решения v:

‖v(s)‖1 ≤ C(t− s)−1/2‖g‖, s < t,

и, следовательно, ‖v(t/2)‖1 ≤ Ct−1/2‖g‖. Оценка (б) из леммы 2.2 дает ‖uh(t/2)‖1 ≤
Ct−1/2‖u0‖. Используя оценки, приведенные выше в (3.34), получим

|(e2(t), αg)| ≤ Ch2t−1‖u0‖‖g‖ ≤ Ch2t−1‖u0‖‖αg‖,

и это доказывает первую оценку (3.25). Теперь, чтобы доказать (3.26), используя (3.2) и
неравенство Коши–Шварца, мы имеем
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(e1,x, φh,x) = (αe2, φh,x) ≤ C‖e2‖‖φh,x‖,

где e1(t) = (p− ph)(t) и e2(t) = (u− uh)(t). Таким образом,

‖e1,x‖ ≤ C‖e2‖.

Поскольку e1 ∈ H1
0 (Ω), использование неравенства Пуанкаре и (3.25) завершает доказа-

тельство.

4. Анализ полностью дискретной схемы

В данном пункте мы рассмотрим временную дискретизацию задачи (1.8), (1.9) с не-
прерывным временем, используя обратную разностную схему Эйлера. Будут найдены
границы априорной ошибки для решения и его потока.

Пусть 0 = t0 < t1 < . . . < tM = T — разбиение временного интервала [0, T ] с дли-
ной шага ∆t = T/M для некоторого положительного целого числа M . Для гладкой
функции φ на [0, T ] определим φn = φ(tn) и ∂tφ

n = (φn − φn−1)/∆t. Пусть Un и Pn —
аппроксимации u и p при t = tn соответственно. Тогда дискретную задачу на основе
обратного метода Эйлера можно сформулировать следующим образом: для n ≥ 1 найти
{Un, Pn} ∈ Vh ×Wh так, что

(α∂tUn, ψh) +A(Un, ψh) = λ(Un, ψh) ∀ψh ∈ Vh, (4.1)
(Pnx , φhx) = (αUn, φhx) ∀φh ∈Wh (4.2)

при данном {U0, P 0} ∈ Vh ×Wh.

4.1. Оценки ошибки при p0 ∈ H2(Ω) ∩ H1
0(Ω)

Сначала получим оценки L2-ошибки для u(tn) − Un и p(tn) − Pn, когда исходная
функция p0 ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω). Используя (4.1), (4.2) и (1.8), (1.9), получим следующие
уравнения для ошибки:

(α∂t(uh(tn)− Un), ψh) +A(uh(tn)− Un, ψh) = λ(uh(tn)− Un, ψh) + (σ(tn), ψh), (4.3)
(phx(tn)− Pnx , φhx) = (α(uh(tn)− Un), φhx) (4.4)

для всех ψh ∈ Vh и φh ∈Wh. Здесь σ(tn) = α(∂tuh(tn)−uh,t(tn)). Положим uh(tn)−Un = ζn

и ph(tn)− Pn = ξn. Тогда уравнения для ошибки (4.3), (4.4) сводятся к

(α∂tζn, ψh) +A(ζn, ψh) = λ(ζn, ψh) + (σn, ψh), (4.5)
(ξnx , φhx) = (αζn, φhx). (4.6)

Наряду со стандартной энергетической формулировкой мы также используем нестан-
дартную энергетическую формулировку, описываемую ниже.

Определим ζ̃n = ∆t
∑n

j=0 ζ
j . Ясно, что ∂tζ̃n = ζn и ζ̃0 = ζ0 = 0. Используем тот факт,

что ∆t
∑m

n=1A(ζm, ψh) = A(ζ̃m, ψh) для получения

(αζm, ψh) +A(ζ̃m, ψh) = λ(ζ̃m, ψh) +Qm1 (uh)(ψh) +Qm2 (uh)(ψh), (4.7)
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где
Qm1 (uh)(ψh) = ∆t

m∑
n=1

A(uh(tn), ψh)−
∫ tm

0
A(uh(s), ψh) ds,

Qm2 (uh)(ψh) =
∫ tm

0
λ(uh(s), ψh) ds− λ∆t

m∑
n=1

(uh(tn), ψh).

Теперь сформулируем основной результат этого пункта в приводимой ниже теореме.

Теорема 4.1. Пусть {u, p} — точное решение (1.6), (1.7) и {Un, Pn} — аппроксимация
обратного метода Эйлера, определяемая по формулам (4.1), (4.2). Тогда для n ≥ 1 и
p0 ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) мы имеем

‖u(tn)− Un‖ ≤ C

(
h2 + ∆t

(
1 + log

1
∆t

)1/2
)
t−1/2
n ‖p0‖2, tn > 0, (4.8)

‖p(tn)− Pn‖ ≤ C

(
h2 + ∆t

(
1 + log

1
∆t

)1/2
)
t−1/2
n ‖p0‖2, tn > 0. (4.9)

Доказательство приведенной выше теоремы требует следующих дополнительных ре-
зультатов. Первый результат (лемма 4.1) можно получить, если положить ψh = tnζ

n

в (4.5) и выбрать ψh = ζm в (4.7) для получения второго результата (лемма 4.2). Подроб-
ности опускаются.

Лемма 4.1. Пусть ζn удовлетворяет (4.5). Тогда имеется положительная постоян-
ная C такая, что

tm‖ζm‖2 + ∆t
m∑
n=1

tn‖ζn‖2
1 ≤ C

(
∆t

m∑
n=1

t2n‖σn‖2 + ∆t
m∑
n=1

‖ζn‖2

)
.

Лемма 4.2. Пусть ζm удовлетворяет (4.7). Тогда имеется положительная постоян-
ная C такая, что

∆t
l∑

m=1

‖ζm‖2 + ‖ζ̃ l‖2
1 ≤

∣∣∣∣∆t l∑
m=1

Qm2 (uh)(ζm)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∆t l∑

m=1

Qm2 (uh)(ζm)
∣∣∣∣.

Лемма 4.3. Имеется положительная общая постоянная C такая, что∣∣∣∣∆t l∑
m=1

Qm1 (uh)(ζm)
∣∣∣∣ ≤ C(∆t)2

(
1 + log

1
∆t

)
‖u0‖2

1 +
1
2
‖ζ̃ l‖2

1.

Доказательство. Поскольку ζ̃0 = 0, прежде всего отметим, что∣∣∣∣∆t l∑
m=1

Qm1 (uh)(ζm)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∆t l∑

m=1

Qm1 (uh)(∂tζ̃m)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∆t l∑

m=1

∂t{Qm1 (uh)(ζ̃m)}
∣∣∣∣ = ∣∣Ql1(uh)(ζ̃ l)∣∣.

Использование правила прямоугольника дает
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∣∣Ql1(uh)(ζ̃ l)∣∣ = ∣∣∣∣ l∑
j=1

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)
∂

∂s
{A(uh(s), ζ̃ l)} ds

∣∣∣∣ ≤ l∑
j=1

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)‖uh,s(s)‖1‖ζ̃ l‖1 ds

= ‖ζ̃ l‖1

∫ t1

0
s‖uh,s‖1 ds+ ‖ζ̃ l‖1

l∑
j=2

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)‖uh,s(s)‖1 ds.

Использование неравенства Коши–Шварца приводит к

|Ql1(uh)(ζ̃ l)| ≤ C(∆t)2‖u0‖2
1 + C(∆t)2

(
log

1
∆t

)
‖u0‖2

1 +
1
2
‖ζ̃ l‖2

1,

где мы использовали лемму 2.2. Это завершает доказательство.

Лемма 4.4. Имеется положительная общая постоянная C такая, что∣∣∣∣∆t l∑
m=1

Qm2 (uh)(ζm)
∣∣∣∣ ≤ C(∆t)2‖u0‖2

1 +
∆t
2

l∑
m=1

‖ζm‖2.

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству леммы 4.3, и поэтому
подробности опускаются.

Лемма 4.5. Пусть ζm удовлетворяет (4.7). Тогда имеется положительная общая
постоянная C такая, что

∆t
l∑

m=1

‖ζm‖2 + ‖ζ̃ l‖2
1 ≤ C(∆t)2

(
1 + log

1
∆t

)
‖u0‖2

1.

Доказательство. Желаемый результат следует из леммы 4.2, леммы 4.3 и леммы 4.4.
Это завершает доказательство.

Лемма 4.6. Пусть u0 ∈ H1(Ω). Тогда имеется положительная общая постоянная C
такая, что m∑

n=1

t2n‖σn‖2 ≤ C∆t‖u0‖2
1.

Доказательство. Запишем σn в следующем виде:

σn =
α

∆t

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)uh,ss(s) ds.

Следовательно,
‖σn‖2 ≤ C

∆t

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)2‖uh,ss(s)‖2 ds.

Умножая на t2n и суммируя по n = 1, . . . ,m, мы получаем
m∑
n=1

t2n‖σn‖2 ≤ C

∆t

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

t2n(s− tn−1)2‖uh,ss(s)‖2 ds ≤ C∆t
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

s2‖uh,ss(s)‖2 ds

≤ C∆t
∫ tm

0
s2‖uh,ss‖2ds ≤ C∆t‖u0‖2

1,

где на втором шаге мы использовали t2n(s− tn−1)2 ≤ s2(∆t)2, а на третьем — лемму 2.2.
Это завершает доказательство.
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Лемма 4.7. Пусть ζm удовлетворяет (4.5). Тогда имеется положительная общая
постоянная C такая, что

‖ζm‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
m ‖u0‖1, tm > 0.

Доказательство. Объединив лемму 4.1 с леммой 4.5 и леммой 4.6, мы получим жела-
емую оценку.

Доказательство теоремы 4.1. Перепишем u(tn)− Un в следующем виде:

u(tn)− Un = (u(tn)− uh(tn)) + ζn.

Используя неравенство треугольника, мы получим

‖u(tn)− Un‖ ≤ ‖u(tn)− uh(tn)‖+ ‖ζn‖. (4.10)

Оценка (3.11) при t = tn и лемма 4.7 в (4.10) приводят к (4.8). Чтобы оценить (4.9), мы
можем переписать p(tn)− Pn в следующем виде:

p(tn)− Pn = (p(tn)− ph(tn)) + ξn.

Снова, используя неравенство треугольника, мы получим

‖p(tn)− Pn‖ ≤ ‖p(tn)− ph(tn)‖+ ‖ξn‖. (4.11)

Из (4.6) мы имеем (ξnx , φhx) = (αζn, φhx) ≤ C‖ζn‖‖φhx‖. Следовательно, ‖ξnx‖ ≤ C‖ζn‖.
Теперь применение леммы 4.7 приводит к

‖ξnx‖ ≤ C‖ζn‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖p0‖2.

Поскольку ξn ∈ H1
0 (Ω), используем неравенство Пуанкаре для получения

‖ξn‖ ≤ C‖ζn‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖p0‖2. (4.12)

Оценка (3.12) при t = tn и (4.12) в (4.11) доказывает (4.9). Это завершает доказательство
теоремы 4.1.

4.2. Оценки ошибки при p0 ∈ H1
0(Ω)

В данном пункте рассматриваются оценки L2-ошибки для u(tn)−Un и p(tn)−Pn, ко-
гда начальная функция p0 ∈ H1

0 (Ω). Основное средство, используемое в нашем анализе
ошибки, — это следующая дискретная параболическая дуальность: для любого фикси-
рованного времени tn > 0 и любой функции G ∈ Vh определим {vh(s), qh(s)} ∈ Vh ×Wh

и {(V m)nm=0, (Q
m)nm=0} ∈ Vh ×Wh как непрерывные и дискретные решения следующих

смешанных задач.
Непрерывный случай: найдем {vh, qh} : [0, T ] −→ Vh ×Wh так, что при vh(tn) = G:

(αvh,s, ψh)−A(vh, ψh) = −λ(vh, ψh) ∀ψh ∈ Vh, s ≤ tn, (4.13)
(qhx, φhx) = (αvh, φhx) ∀φh ∈Wh. (4.14)
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Дискретный случай: найдем {V m, Qm} ∈ Vh ×Wh так, что при V n = G:

(α∂tV m, ψh)−A(V m−1, ψh) = −λ(V m−1, ψh) ∀ψh ∈ Vh, m = n, . . . , 1, (4.15)
(Qmx , φh) = (αV m, φh) ∀φh ∈Wh. (4.16)

Основной результат этого пункта представлен в следующей теореме.

Теорема 4.2. Пусть {u, p} — точное решение (1.6), (1.7), а {Un, Pn} — аппроксимация
обратного метода Эйлера, определяемая (4.1), (4.2). Тогда для n ≥ 1 и p0 ∈ H1

0 (Ω) при
uh(0) = Lhu0 мы имеем

‖u(tn)− Un‖ ≤ C

(
h2 + ∆t

(
1 + log

1
∆t

)1/2
)
t−1
n ‖p0‖1, tn > 0, (4.17)

‖p(tn)− Pn‖ ≤ C

(
h2 + ∆t

(
1 + log

1
∆t

)1/2
)
t−1
n ‖p0‖1, tn > 0. (4.18)

Доказательство теоремы требует некоторой подготовки. Используя (1.8) и (4.13), от-
метим, что

d

ds
{αuh, vh} = (αuh,s, vh) + (αuh, vh,s) = 0. (4.19)

Теперь из (4.1) и (4.15) мы имеем

∂t(αU, V )m = 0. (4.20)

Дискретный аналог (3.27) следующий:

∂t {(αuh, vh)− (αU, V )}m = 0. (4.21)

Суммируя (4.21) по m = 1, . . . , n, мы получим

{(αuh, vh)− (αU, V )}n − {(αuh, vh)− (αU, V )}0 = 0.

При vh(tn) = LhV (tn) = LhG и uh(0) = Lhu0 получим

(αunh, LhV (tn))− (αUn, V n) = (αuh(0), vh(0))− (αU0, V 0).

Следовательно,
(α(unh − Un), G) = (αuh(0), vh(0)− V 0). (4.22)

При ζ̄n = vh(tn) − V n, n ≤ m, и используя ошибку, связанную с дискретной обратной
задачей, мы имеем

|(αζn, G)| ≤ c‖uh(0)‖‖ζ 0‖, (4.23)

где ζ̄ 0 = vh(0)−V 0. Теперь применим лемму 4.7 к ζ̄n = vh(tn)−V n в обратном времени,
чтобы получить

‖ζ̄p‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

(tn − tp)−1/2‖v(tn)‖1

≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

(tn − tp)−1/2‖G‖1, tp ≤ tn.

При tp = t0 мы имеем

‖ζ̄0‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖G‖1. (4.24)
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Приводимые ниже леммы оказываются удобными для нашей оценки ошибки.

Лемма 4.8. При ζn = uh(tn)− Un мы имеем

‖ζn‖V ∗ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖p0‖1, n ≥ 1.

Доказательство. Из (4.23) и (4.24) следует, что

|(ζn, αG)| ≤ C‖uh(0)‖‖ζ̄0‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖G‖1‖uh(0)‖

≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖αG‖1‖u0‖,

где мы использовали uh(0) = Lhu0 и ‖uh(0)‖ ≤ C‖u0‖, чтобы получить желаемую оценку.
Это завершает доказательство.

Лемма 4.9. При ζn = uh(tn)− Un мы имеем

‖ζn‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1
n ‖p0‖1.

Доказательство. Суммируя (4.21) для m = r + 1, . . . , n, где r = [n2 ], мы имеем

(αunh, v
n
h)− (αUn, V n) = (αurh, v

r
h)− (αU r, V r).

При vnh = LhG мы получим

(αζn, G) = (αζr, vrh) + (αU r, ζ̄r). (4.25)

Таким образом,
|(αζn, G)| ≤ C‖ζr‖V ∗ ‖vrh‖1 + C‖ζ̄r‖V ∗ ‖U r‖1. (4.26)

Лемма 4.8 применяется к обратной ошибке ζ̄r для получения

‖ζ̄r‖V ∗ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖G‖. (4.27)

Лемма 4.8 при t = tr дает

‖ζr‖V ∗ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖u0‖. (4.28)

Используя априорные оценки ‖U r‖1 ≤ Ct
−1/2
n ‖u0‖ и ‖vrh‖1 ≤ Ct

−1/2
n ‖G‖ из (4.27) и (4.28),

получим

|(ζn, αG)| ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖u0‖‖αG‖.

Следовательно,

‖ζn‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1/2
n ‖u0‖ ≤ C∆t

(
1 + log

1
∆t

)1/2

t−1/2
n ‖p0‖1.
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Доказательство теоремы 4.2. Как и раньше, перепишем u(tn) − Un в следующем
виде:

u(tn)− Un = (u(tn)− uh(tn)) + ζn.

Используя неравенство треугольника, получим

‖u(tn)− Un‖ ≤ ‖u(tn)− uh(tn)‖+ ‖ζn‖. (4.29)

Из оценки (3.25) при t = tn и леммы 4.9 в (4.29) имеем (4.17). Чтобы оценить (4.18), мы
можем переписать p(tn)− Pn в следующем виде:

p(tn)− Pn = (p(tn)− ph(tn)) + ξn.

Снова используя неравенство треугольника, получим

‖p(tn)− Pn‖ ≤ ‖p(tn)− ph(tn)‖+ ‖ξn‖. (4.30)

Из (4.6) мы имеем (ξnx , φhx) = (αζn, φhx) ≤ C‖ζn‖‖φhx‖. Следовательно, ‖ξnx‖ ≤ C‖ζn‖.
Применение леммы 4.9 приводит к

‖ξnx‖ ≤ C‖ζn‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1
n ‖p0‖1.

Поскольку ξn ∈ H1
0 (Ω), используем неравенство Пуанкаре для получения

‖ξn‖ ≤ C‖ξnx‖ ≤ C∆t
(

1 + log
1

∆t

)1/2

t−1
n ‖p0‖1. (4.31)

Объединив (4.30), (4.31) и (3.26), мы получим (4.18). Это завершает доказательство тео-
ремы 4.2.
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