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Введение. В работе [1] изучена классическая задача механики жидкости — задача о

пограничном слое в потоке над свободно вращающимся диском. При этом использовалось
преобразование подобия для сведения уравнений Навье — Стокса к системе обыкновенных

дифференциальных уравнений. В [2] с использованием результатов работы [1] решена за-
дача о внезапно начинающемся движении жидкости из состояния покоя. Задача о течении
жидкости между неподвижным и вращающимся дисками решена в [3]. Исследованию те-
чения вблизи вращающегося диска посвящено большое количество работ, в то время как
движение жидкости вблизи невращающегося диска изучено недостаточно.

Единственность решения уравнений, описывающих течение жидкости вблизи сжима-
ющихся поверхностей, также изучалась во многих работах. Неединственность решения
задачи о пограничном слое жидкости вблизи движущихся поверхностей впервые была

обнаружена для сжимающихся поверхностей. Поэтому большинство работ в этой обла-
сти посвящено изучению течения вблизи сжимающихся поверхностей. В настоящее время
широко распространено мнение, что неединственность решения характерна для задачи о
движении жидкости только вблизи сжимающихся поверхностей, в то время как решение
задачи о движении жидкости вблизи растягивающихся поверхностей единственно (см., на-
пример, [4–8]). В работах [9–12] показано, что существование нескольких решений имеет
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Рис. 1. Геометрия течения и связанная с ним система координат

место не только для задач о течении жидкости вблизи сжимающихся поверхностей, но и
для задач о движении жидкости вблизи растягивающихся поверхностей.

Подробный анализ задачи о двумерном течении вблизи растягивающихся (сжимаю-
щихся) поверхностей выполнен в работах [9, 10]. Установлено, что неединственность ре-
шения возможна также в задаче о движении жидкости вдоль растягивающегося листа, а
единственность решения возможна в задаче о течении вдоль сжимающегося листа. Дву-
мерная осесимметричная задача о течении жидкости вдоль растягивающегося (сжимаю-
щегося) цилиндра исследовалась в работах [11, 12]. Показано, что существование несколь-
ких решений возможно для задач о течении жидкости вдоль как растягивающегося, так
и сжимающегося цилиндра.

Исследованию задачи об осесимметричном течении жидкости вблизи растягивющего-
ся (сжимающегося) невращающегося диска уделялось недостаточно внимания.

В настоящей работе изучается нестационарное течение жидкости вблизи растягива-
ющегося (сжимающегося) диска. Рассматривается как замедленный, так и ускоренный
поток. Результаты исследования существования решения и его единственности сопостав-
ляются с экспериментальными данными.

1. Постановка задачи. Рассматривается круглый плоский диск бесконечного ра-
диуса, погруженный в вязкую жидкость. Поверхность диска растягивается (сжимается)
в радиальном направлении со скоростью uw(r, t). Для того чтобы обеспечить нормаль-
ную скорость всей поверхности диска, он считается пористым. Предполагается, что поры
одинакового размера равномерно распределены по поверхности диска. При растяжении
(сжатии) диска вблизи него устанавливается осесимметричное двумерное нестационарное
течение. Геометрия течения и связанная с ним система координат показаны на рис. 1.

В силу симметрии потока отноcительно срединной плоскости диска в данной работе
рассматривается только область, расположенная выше диска. Вследствие осевой симмет-
рии как диска, так и течения уравнения задачи в цилиндрической системе координат
в рамках теории пограничного слоя имеют вид
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Для этой системы ставятся следующие начальные и граничные условия:

t = 0: u(r, z, t) = 0 ∀ r, z,
z = 0: u = uw(r, t), w = ww(r, t), (3)
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z = ∞: u = 0.

В (1)–(3) u, w — компоненты вектора скорости в радиальном и осевом направлениях со-
ответственно; ν — кинематическая вязкость; ww(r, t) — скорость всасывания или впрыс-
кивания. Система (1)–(3) допускает точное автомодельное решение, если скорость стенки
подчиняется закону

uw(r, τ) = ār/τ, τ = |ā|t (4)

или

uw(r, t) = ār/(1− γt), (5)

где ā — константа, имеющая размерность, обратную времени, и представляющая собой
равномерную скорость растяжения (сжатия) νe (−νe); γ — константа, имеющая размер-
ность, обратную времени (значения γ > 0 соответствуют ускоренному движению точек

поверхности диска, γ < 0 — замедленному движению). Для того чтобы обеспечить по-
добие для законов скорости растяжения (сжатия) стенки (4), (5), скорость всасывания
(впрыскивания) соответственно должна описываться зависимостями

ww(r, τ) = dτ−1/2, ww(r, τ) = d/
√

1− γt,

где d — константа, имеющая размерность скорости (значение d > 0 соответствует впрыс-
киванию, значение d < 0 — всасыванию).

Преобразования подобия для исследуемого потока в безразмерных переменных имеют

вид

η =

√
±uw(r, t)

νr
z, u = uw(r, t)f ′(η), w = ±

(
− 2
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r

)
f(η). (6)

Здесь знаки “+” и “−” соответствуют растяжению и сжатию диска; f(η) — безразмерная

функция потока ψ(r, z, t); компоненты вектора скорости потока u, w выражаются через

функцию тока следующим образом:
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.

В результате уравнение неразрывности (1) удовлетворяется тождественно.
В силу преобразований подобия (6) уравнение импульса (2), начальные и граничные

условия преобразуются в следующие эквивалентные уравнения:

f ′′′ = 2ff ′′ − f ′2 + β(f ′ + ηf ′′/2); (7)

f(0) = 1, f(0) = S, f ′(∞) = 0. (8)

Скорость uw, входящая в соотношение (6), получается из уравнения (5) в результате
подстановки ā = −a (a > 0). Поэтому скорость uw представляет собой скорость сжатия

стенки. Параметр β = γ/a является параметром нестационарности потока, его положи-
тельные (отрицательные) значения соответствуют ускоряющемуся (замедляющемуся) по-
току. Существование нескольких решений в случае замедляющегося потока установлено
в работах [9–12]. При β = 0 имеет место установившееся растяжение (сжатие) диска по

линейному закону. Отрицательные значения параметра S = d/(2
√
|a|ν ) соответствуют

всасыванию, положительные значения — впрыскиванию.
В результате преобразований подобия (6), при которых используется скорость uw,

определенная в соотношении (4), уравнение импульса приводится к виду

f ′′′ = 2(f − η/4)f ′′ − (1 + f ′)f ′, (9)
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при этом краевые условия имеют вид (8). Следует отметить, что уравнение (9) является
частным случаем уравнения (7) и получается из него при β = −1. Поэтому более предпо-
чтительно рассматривать систему (7), (8), в которой скорость стенки uw (см. (4)) должна
быть определена при β = −1. Коэффициент трения стенки определяется по формуле

Cf =
τw

ρu2
w/2

,

где τw — напряжение сдвига на стенке:

τw =
∂u

∂z

∣∣∣
z=0

.

Из уравнений (5), (6) следует

Cf = −Re
−1/2
x f ′′(0),

где Rex =
√
uwr/(4ν) — число Рейнольдса.

2. Решение задачи. Целью данной работы является исследование случаев, в которых
возможно существование нескольких решений задачи, и получение этих решений. Исполь-
зуется программное обеспечение MATHEMATICA, в котором имеется компьютерный код
на основе метода стрельбы Рунге — Кутты четвертого порядка. В рамках метода Рун-
ге—Кутты следует преобразовать обыкновенные дифференциальные уравнения в систему

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. При этом краевая задача
преобразуется в начальную, которая затем решается численно шагами по координате η.
Процедура повторяется до тех пор, пока не будет выполнено внешнее граничное условие.
Задача (7), (8) сводится к системе дифференциальных уравнений первого порядка

y′2 = 2yy2 − y2
1 + β(y1 + ηy2/2), y′1 = y2, y′ = y1, (10)

где y = f(η). Задаются следующие начальные условия:

y1(0) = 1, y(0) = S, y2(0) = ξ. (11)

Начальная задача (10), (11) решается методом стрельбы, с помощью которого задает-
ся отсутствующее начальное условие y2(0) = ξ. Значение величины ξ вычисляется путем
подбора размера шага интегрирования, а также подходящего бесконечного интервала, так
чтобы решение удовлетворяло внешнему граничному условию y1(∞) = 0. Для получения
решения данной задачи с требуемой точностью используется метод Ньютона — Рафсо-
на. Итерации прекращаются, если выполняется равенство y1(∞) = 0,001. Использование
метода стрельбы позволило найти с требуемой точностью не только первое решение, но
и второе.

Как правило, первое решение определяется достаточно просто, в то время как опреде-
ление второго и третьего решений существенно затруднено. Для определения этих реше-
ний необходимо принять несколько предположений, в том числе об области существования
решения. Для проверки точности и достоверности вычислительного кода используются
известные результаты [10, 13]. Результаты сравнения решений приведены в табл. 1. Из
данных, приведенных в табл. 1, следует, что численное решение, полученное в настоящей
работе, хорошо согласуется с численными решениями, полученными ранее.

3. Результаты исследования и их обсуждение. Численные решения задачи были
получены при различных значениях параметра нестационарности β и параметра всасы-
вания или впрыскивания S.

Установлено, что в случае нестационарного течения вдоль сжимающегося диска ре-
шение не существует ни при наличии впрыскивания, ни при отсутствии всасывания. Ре-
шение возможно только при наличии достаточной скорости всасывания. Поэтому ниже па-
раметр S рассматривается в качестве параметра всасывания. Неединственность решения
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Таб ли ц а 1
Решения, полученные в настоящей работе и работах [10, 13]

S

Данные [13] Данные [10] Данные настоящей работы

Первое

решение

Первое

решение

Второе

решение

Первое

решение

Второе

решение

−2,074 799 052 — −0,5043 −0,5043 −0,5043 −0,5043
−3 −2,4115 −2,4115 2,5881 −2,4115 2,5881
−4 −3,5930 −3,5930 6,9590 −3,5930 6,9590
−5 −4,6846 −4,6846 13,6528 −4,6846 13,6528
−6 −5,7414 −5,7414 23,1453 −5,7414 23,1453
−7 −6,7804 −6,7804 35,8671 −6,7804 35,8671
−8 −7,8090 −7,8090 52,2334 −7,8090 52,2334
−9 −8,8309 −8,8309 72,6507 −8,8309 72,6507
−10 −9,8482 −9,8482 97,5194 −9,8482 97,5194
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Рис. 2. Зависимость коэффициента трения на стенке f ′′(0) от параметра S при
различных значениях параметра β:
а — S = −3,0 ÷ −1,4, б — S = −1,42 ÷ −1,35; сплошные линии — первое решение,
штриховые — второе решение; 1 — β = −5, 2 — β = −4, 3 — β = −3, 4 — β = −2,
5 — β = −1
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Таб ли ц а 2
Значения Scr при различных значениях параметра β

β Scr Первое решение Второе решение

−1 −1,346 886 807 00 −1,1532 −1,1532
−2 −1,365 284 109 00 −0,7659 −0,7659
−3 −1,378 102 782 20 −0,3812 −0,3812
−4 −1,387 969 753 30 0 0
−5 −1,395 985 773 67 0,3779 0,3779

Таб ли ц а 3
Значения βcr при различных значениях параметра S

S βcr Первое решение Второе решение

−1,35 −1,140 009 50 −1,0990 −1,0990
−1,36 −1,667 102 29 −0,8947 −0,8947
−1,38 −3,174 917 43 −0,3142 −0,3142
−1,40 −5,576 215 80 0,5940 0,5940

была обнаружена только при некоторых значениях β < 0 и S < 0. При β > 0 неединствен-
ность решения не обнаружена.

На рис. 2 приведены зависимости коэффициента трения на стенке от параметра S
при различных значениях параметра β, на рис. 3 — зависимости коэффициента трения на

стенке от параметра β при различных значениях параметра S.
Из рис. 2 следует, что при β < 0 в случае впрыскивания решение не существует ни

при каких условиях, но существует при достаточно большой скорости всасывания. Крити-
ческие значения Scr величины S, начиная с которых решение существует и при которых
соединяются две ветви решения, приведены в табл. 2. Для заданного значения параметра S
можно найти интервал значений параметра β, в котором решение существует. На рис. 3,a
представлены зависимости коэффициента поверхностного трения от параметра β при ма-
лых по модулю значениях параметра S. Очевидно, что для каждого такого значения S
решение существует в определенном интервале значений β. При увеличении параметра β
два решения соединяются. Такой характер кривых имеет место только при малых по
модулю значениях параметра S. При дальнейшем увеличении параметра β решение не
существует. Это обусловлено тем, что при заданной скорости всасывания решение может
существовать только при определенном замедлении потока. При дальнейшем замедлении
(увеличении значений параметра β) решение не существует. Критические значения βcr

параметра β, при которых две ветви решения соединяются, приведены в табл. 3. Следует
отметить, что два решения существуют при замедлении потока, но при этом необходимо
увеличение либо скорости всасывания, либо градиента давления, либо кривизны поверх-
ности (см., например, [9–12]). На рис. 3,б приведена зависимость коэффициента трения на
стенке от параметра β при β > 0 и достаточно больших значениях параметра S. Второе
решение быстро растет, принимая большие значения, поэтому оно показано на рис. 3,б
не полностью. Нетрудно показать, что, когда скорость всасывания становится достаточ-
но большой, второго решения не существует при достаточно малых значениях парамет-
ра β (ср. рис. 3,a и рис. 3,б). Очевидно, что для всех β < 0 второе решение существует
при S = −1,40; −1,38; −1,36; −1,35, при S = −1,50 второе решение не существует при
−1 < β < 0. Следует отметить, что при дальнейшем увеличении параметра S интервал
значений параметра β, в котором решение существует, постепенно расширяется вправо
(см. рис. 3,б,в).
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Рис. 3. Зависимость коэффициента трения на стенке f ′′(0) от параметра β при
различных значениях параметра S:
а — при малых по модулю значениях S (1 — S = −1,50, 2 — S = −1,40, 3 — S = −1,38,
4 — S = −1,36, 5 — S = −1,35), б — при умеренных по модулю значениях S (1 —
S = −10, 2 — S = −8, 3 — S = −6, 4 — S = −4, 5 — S = −2), в — при больших

по модулю значениях S (1 — S = −30, 2 — S = −25, 3 — S = −20, 4 — S = −15);
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение
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Рис. 4. Зависимость скорости потока от параметра η при β = −1 и различных
значениях параметра всасывания S:
1 — S = −10, 2 — S = −8, 3 — S = −6, 4 — S = −4, 5 — S = −2; сплошные линии —
первое решение, штриховые — второе решение
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Рис. 5. Зависимость скорости потока от параметра η при S = −5 и различных
значениях параметра нестационарности потока β:
1 — β = −5, 2 — β = −4, 3 — β = −3, 4 — β = −2, 5 — β = −1; сплошные линии —
первое решение, штриховые — второе решение

На рис. 4, 5 приведены зависимости скорости потока f ′ от параметра η при различных
значениях параметров S, β.

Влияние скорости всасывания на первое решение проявляется в уменьшении толщины

пограничного слоя, что является общеизвестным фактом. При этом влияние параметра
нестационарности β на скорость в данном случае весьма незначительно (см. рис. 5). На
второе решение существенное влияние оказывают оба параметра S и β.

Заключение. Представлены результаты исследования задачи о нестационарном те-
чении жидкости вдоль мгновенно растягивающегося (сжимающегося) диска. Скорость по-
верхности сжимающегося диска выбрана таким образом, чтобы задача допускала суще-
ствование точного автомодельного решения. Рассмотрены два случая: ускоренное течение
(β > 0) и замедленное течение (β < 0). Устойчивое решение задачи в случае сжимаю-
щегося по линейному закону диска имеет место при β = 0. Установлено, что в случае
ускоренного течения (β > 0) решение единственно и существует при определенной скоро-



70 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2022. Т. 63, N-◦ 5

сти всасывания поверхностью диска. В случае замедленного течения (β < 0) в отсутствие
всасывания решение не существует, для существования решения необходима достаточно
большая скорость всасывания. В случае умеренной скорости всасывания при всех значе-
ниях параметра β < 0 существует два решения, в то время как при достаточно большой
скорости всасывания интервал значений параметра β, в котором существует два решения,
уменьшается до значений β 6 −1. Таким образом, неединственность решения фактиче-
ски обусловлена замедленным характером течения. В случае замедленного потока, по-
видимому, решение всегда неединственно, для его существования требуются некоторые
дополнительные условия (наличие достаточно больших градиента давления, кривизны
поверхности, скорости всасывания и др.).

ЛИТЕРАТУРА
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