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Проведено математическое моделирование наблюдаемого в эксперименте процесса сбли-
жения двух одинаковых масляных капель, находящихся в равноплотном спиртово-
водном растворе (матрице). Установлено, что капля движется циклически в режиме
покой — разгон — торможение со временем цикла порядка 10−2 с. Нарушение баланса
сил на границе капли в состоянии покоя обусловлено тем, что касательные напряжения
на ней не могут превышать предел текучести матрицы, при этом нормальные напряже-
ния определяются из решения задачи теории упругости, поскольку межмолекулярные
связи в покоящейся матрице делают ее подобной твердому телу. Результаты расче-
тов движения капли и экспериментальные данные хорошо согласуются в течение всего
процесса сближения капель, за исключением финальной стадии, что можно объяснить
неучетом гидродинамического взаимодействия капель.

Ключевые слова: регуляризация, неньютоновская жидкость, уравнения Стокса,
вихрь, функция тока.

Введение. В работе [1], являющейся продолжением исследований, проведенных в [2],
изучено поведение капель из вазелинового, подсолнечного и индустриального масел, нахо-
дящихся в равноплотном спиртово-водном растворе, и обнаружено, что если расстояние
между двумя каплями порядка их размеров, то независимо от масштаба системы происхо-
дит их медленное сближение с последующим слиянием в одну каплю. Экспериментальная
установка, используемая в [1], была изолирована от внешних силовых и тепловых воздей-
ствий. В экспериментах установлено, что сближение наблюдается только в том случае,
если обе капли обладают поверхностным натяжением.

В работе [3] предложен алгоритм вычисления силы взаимодействия капель на началь-
ном этапе их разгона. Первым шагом в этом алгоритме является решение задачи теории
упругости об определении компонент тензоров напряжений и векторов перемещений, удо-
влетворяющих следующим условиям на границах капель: скачок нормальных напряжений
пропорционален поверхностному натяжению капель, как это принято в классической гид-
родинамике; касательные напряжения, а также нормальные и касательные перемещения
непрерывны. В рамках теории упругости сила, действующая на каплю со стороны окру-
жающей среды, которую согласно [1] будем называть матрицей, всегда равна нулю в силу
уравнений равновесия внутри капли и постоянства поверхностного натяжения на ее гра-
нице. Однако в [3] отмечено, что касательные напряжения на границе капли не могут по
модулю превышать предел текучести матрицы, тогда как ограничения на нормальные на-
пряжения отсутствуют. Поэтому касательные напряжения необходимо скорректировать,
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а нормальные оставить без изменения. В результате сила, действующая на каплю, будет
отлична от нуля.

Возникновение полей напряжений и перемещений в покоящейся матрице можно объяс-
нить наличием в ней молекулярных связей, делающих ее подобной твердому телу. Посколь-
ку капля обладает поверхностным натяжением, она сжимается и тянет за собой частицы
матрицы. В момент начала движения капли молекулярные связи разрушаются и сила ис-
чезает, но капля продолжает двигаться по инерции, до тех пор пока не остановится. При
этом молекулярные связи восстанавливаются, что приводит к появлению силы, разгоня-
ющей каплю. Далее процесс повторяется.

В настоящей работе предполагается, что матрица является средой Бингама. Это наи-
более простая модель среды, обладающей пределом текучести. Нормальные напряжения,
возникающие в матрице в состояниях покоя [3] и движения, предлагается суммировать с
весовыми коэффициентами, в сумме составляющими единицу. Это вызвано тем, что мо-
лекулярные связи в матрице разрушаются не мгновенно, а через некоторый промежуток
времени, за который капля пройдет расстояние порядка размеров одной молекулы воды
(3·10−10 м). Таким образом, сила, обусловленная нормальными напряжениями в покоящей-
ся матрице, является внешней для капли и действует в течение очень малого промежутка
времени. Влиянием другой капли на гидродинамическое течение в матрице пренебрега-
ется.

При разработке алгоритма расчета движения капли используется регуляризованная

модель жидкости Бингама [4, 5]. По сути, эта модель сводится к описанию движения

неньютоновской жидкости, вязкость которой зависит от второго инварианта тензора ско-
ростей деформаций. Уравнения движения записываются в переменных вихрь — функция

тока.

Для тестирования алгоритма используются известное аналитическое решение в слу-
чае ньютоновской жидкости [6] и результаты расчетов [7] для случая жидкости Бингама.
Проводится подгонка результатов расчета к имеющимся экспериментальным данным по

трем параметрам: отношению модулей сдвига материалов капли и матрицы, пределу те-
кучести материала матрицы и расстоянию, которое проходит капля до момента полного
разрушения молекулярных связей в матрице.

1. Параметры задачи и искомые функции. Пусть r, z, ϕ — цилиндрическая си-
стема координат с началом в центре капли, причем ось z направлена в сторону другой
капли (так как капли сближаются, вектор скорости капли направлен вдоль оси z) (рис. 1).
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Рис. 1. Схема задачи и системы координат
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Введем преобразование координат

r = r0 ey sin x, z = r0 ey cos x,

где r0 — радиус капли. Тогда область течения конформно отобразится на прямоугольник
0 6 x 6 π, 0 6 y 6 Y (Y = ln (r2/r0); r2 — радиус шара, внутри которого движется
жидкость). Данная система координат движется вместе с каплей. При этом равенство
y = 0 определяет границу капли, y = Y — внешнюю границу области течения, x = 0,
x = π — отрезки на оси симметрии.

Размерными параметрами задачи являются радиус капли r0 = 0,005 м, характерная
скорость капли V0 = 10−6 м/с, характерное время процесса t0 = 10−2 с, плотность капли
ρ0 = 103 кг/м3, масса капли m = (4/3)πr3

0ρ0 = 5,24 · 10−4 кг, кинематическая вязкость
материала матрицы ν0 = 10−6 м2/c, предел текучести материала матрицы k0 = 10−4 ÷
10−3 Па, эффективная вязкость материала матрицы (вязкость, обусловленная наличием у
нее предела текучести) ν1 = k0r0/(ρ0V0) = 5 · 10−4 ÷ 5 · 10−3 м2/с, расстояние, пройденное
каплей за время действия разгоняющей силы, z0 ≈ 3 · 10−10 м, поверхностное натяжение
капли γ0 = 0,02 Н/м, модули сдвига материала капли G1 ≈ 109 Па и матрицы G2 =
5 · 108 Па, коэффициенты объемного сжатия материала капли K1 = (1/6) · 1010 Па и

матрицы K2 = 2 ·109 Па, расстояние между центрами капель r1 = (2÷3,2)r0 (при r1 = 2r0

капли соприкасаются, а при r1 > 3,2r0 сближение капель прекращается), радиус шара r2,
внутри которого ищется решение.

Параметры k0, z0, G1/G2 являются подгоночными параметрами модели, выбираемыми
с учетом условия соответствия результатов расчетов экспериментальным данным.

Числа Пуассона (обратные коэффициенты Пуассона) определяются равенствами [8]

mk =
6Kk + 2Gk

3Kk − 2Gk
, k = 1, 2,

причем 2 6 mk < ∞, значение mk = 2 соответствует несжимаемому материалу k-й среды.
При заданных значениях m2 = 2,6, K1/K2, G1/G2 величина m1 определяется следующим

образом:

m1 =
(
2
G2

G1

K1

K2
+

m2 − 2

m2 + 1

)/(G2

G1

K1

K2
− m2 − 2

m2 + 1

)
.

Поэтому, для того чтобы существовало положительное значение m1, должно выполняться
условие

G1

G2
<

K1(m2 + 1)

K2(m2 − 2)
= 5.

Заметим, что характерные значения V0, k0 получены в эксперименте, K1, K2 взяты

из справочника, а t0, m2 — из работы [3].
Искомыми функциями являются компоненты вектора скорости u, v в направлениях

x, y; функция тока Ψ и завихренность ω, связанные с компонентами вектора скорости и
коэффициентом Ламе H следующим образом:

u =
1

rH

∂Ψ

∂y
, v = − 1

rH

∂Ψ

∂x
, ω =

1

H2

(∂ (uH)

∂y
− ∂ (vH)

∂x

)
; (1)

H =
√

(∂r/∂x)2 + (∂r/∂y)2 = r0 ey; (2)
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компоненты тензора скоростей деформаций D

Dxx =
1

H

(∂u

∂x
+ v

)
, Dyy =

1

H

∂v

∂y
, Dϕϕ =

1

H
(u ctg x + v),

Dxy =
1

2H

(∂u

∂y
− u +

∂v

∂x

)
;

(3)

модуль (корень из второго инварианта) тензора скоростей деформаций

|D| =
√

D2
xx + D2

yy + D2
ϕϕ + 2D2

xy; (4)

функция вязкости матрицы ν(|D|); гидродинамическое давление p на поверхности кап-
ли; касательные Pxy и нормальные Pyy напряжения на границе капли, обусловленные на-
личием гидродинамического течения вокруг нее; составляющие силы, действующей на
каплю, обусловленные действием нормальных Gz1 и касательных Gz2 напряжений при

наличии гидродинамического течения вокруг капли; нормальная компонента тензора на-

пряжений T
(2)
yy , обусловленная наличием поверхностного натяжения капель, создающего в

покоящейся матрице поле напряжений (см. [3]); сила Fz1, обусловленная действием напря-

жений T
(2)
yy на поверхности капли; суммарная сила G′

z, действующая на каплю; скорость
капли V (t) (t — время, отсчитываемое с момента начала цикла); расстояние z1(t), прой-
денное каплей; средняя скорость Vc капли в течение одного цикла, включающего разгон
капли, ее торможение и состояние покоя; время цикла tc; расстояние z1(tc), пройденное кап-
лей в течение одного цикла. Величины Vc, tc, z1(tc) являются функциями расстояния r1

между центрами капель.
Установим следующую связь размерных (отмеченных знаком “∼”) и безразмерных

величин:

H̃ = r0H, ũ = V0u, ṽ = V0v, Ψ̃ = r2
0V0Ψ, ω̃ =

V0

r0
ω, D̃ij =

V0

r0
Dij ,

|D̃| = V0

r0
|D|, p̃ = k0p, P̃xy = k0Pxy, P̃yy = k0Pyy, T̃

(2)
yy = k0T

(2)
yy ,

G̃z1 = π2r2
0k0Gz1, G̃z2 = π2r2

0k0Gz2, F̃z1 = π2r2
0k0Fz1, G̃z = π2r2

0k0Gz, (5)

Ṽ (t) = V0V (t), z̃1 = z0z1, t̃ = t0t, Ṽc = V0Vc, t̃c = t0tc,

z̃1(t̃c) = z0z1(tc), r̃1 = r0r1, r̃2 = r0r2, ν̃ = ν1ν.

2. Безразмерные критерии подобия. Из уравнений задачи, записанных в безраз-
мерном виде, следуют критерии подобия Re = r2

0/(ν1t0) = 0,5 ÷ 5,0 — число Рейнольдса;
α = ν0/ν1 = 2 · 10−4 ÷ 2 · 10−3 — отношение кинематической и эффективной вязкостей

(число, обратное числу Бингама [7]); A = t0π
2r2

0k0/(mV0) = 0,471 ÷ 4,710 — отношение

характерной силы к произведению массы капли и ее ускорения; B = t0V0/z0 ≈ 50 — ки-
нематический параметр; G12 = G1/G2 = 1 ÷ 5 — отношение модулей сдвига материалов

капли и матрицы; K12 = K1/K2 = 5/6 — отношение коэффициентов объемного сжатия

материалов капли и матрицы; m1 ≈ 4, m2 = 2,6 — числа Пуассона материалов капли и

матрицы; r1 = 2,0 ÷ 3,2 — безразмерное расстояние между центрами капель; r2 = 7 —
безразмерный радиус внешнего шара; Γ = γ0/(πr0k0) = 4000/π ÷ 40 000/π — отноше-
ние напряжений, вызванных влиянием поверхностного натяжения капель, к напряжениям,
обусловленным наличием предела текучести матрицы.

3. Постановка задачи. Вследствие малости параметра Re′ = V0r0/ν1 = 10−6 ÷ 10−5

нелинейные конвективные члены в уравнении для завихренности можно опустить. Тогда
это уравнение принимает вид [9]

∂ω

∂t
− 1

Re H2

[ ∂

∂x

(1

r

∂

∂x
(rνω)

)
+

∂

∂y

(1

r

∂

∂y
(rνω)

)]
= G.
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Регуляризованная функция вязкости ν(|D|) имеет вид [5]

ν =


α + 1/(

√
2 |D|), |D| > 3δ/2,

f(|D|), δ/2 6 |D| 6 3δ/2,

α + 1/(
√

2 δ), |D| < δ/2.

(6)

Здесь δ — малое число; величина |D| определяется формулами (1)–(4); f(|D|) — полином

пятой степени, осуществляющий “склейку” значений функции ν(|D|), а также ее первых
и вторых производных в точках |D| = δ/2 и |D| = 3δ/2:

f(|D|) = α + 1/(
√

2 δ)− 17
√

2 (|D| − δ/2)3/(27δ4) +

+ 35
√

2 (|D| − δ/2)4/(54δ5)− 5
√

2 (|D| − δ/2)5/(27δ6).

Правая часть уравнения для завихренности определяется выражением

G =
2

Re H2

{ ∂

∂x

[∂ν

∂x

(
− 1

H

∂

∂y

( 1

rH

∂Ψ

∂y

)
− 1

rH3

∂H

∂x

∂Ψ

∂x

)
−

− ∂ν

∂y

(
− 1

H

∂

∂y

( 1

rH

∂Ψ

∂x

)
+

1

rH3

∂H

∂x

∂Ψ

∂y

)]
+

+
∂

∂y

[∂ν

∂x

( 1

H

∂

∂x

( 1

rH

∂Ψ

∂y

)
− 1

rH3

∂H

∂y

∂Ψ

∂x

)
−

− ∂ν

∂y

( 1

H

∂

∂x

( 1

rH

∂Ψ

∂x

)
+

1

rH3

∂H

∂y

∂Ψ

∂y

)]}
. (7)

Уравнение для функции тока имеет вид

∂

∂x

(1

r

∂Ψ

∂x

)
+

∂

∂y

(1

r

∂Ψ

∂y

)
= H2ω. (8)

Граничные условия для функции тока и завихренности следующие:

y = 0: Ψ = 0, ∂Ψ/∂y = 0,

x = 0, x = π: Ψ = 0, ω = 0, (9)

y = Y : Ψ = V (t)r2/2, ω = 0.

Начальные условия:

t = 0: Ψ = 0, ω = 0, V (t) = 0.

Скорость капли V (t) вычисляется следующим образом. Пусть T
(2)
yy — нормальная ком-

понента тензора напряжений в матрице на поверхности капли, являющаяся решением ука-
занной выше задачи теории упругости. Тогда суммарная сила, обусловленная действием
этих напряжений, равна

Fz1 =
2

π

π∫
0

T
(2)
yy cos x sin x dx.

В работе [3] выведена приближенная формула

Fz1 ≈
48Γ(G12 − 1)(m2 − 2)(m2 + 1)r−7

1 L(r1)

(2m2 − 4 + K12(m2 + 1))((7 + 8G12)m2 − 5− 10G12)
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Значения эмпирической функции L(r1)

r1 L(r1) r1 L(r1)

2,0 4,0195 2,7 2,1243
2,1 3,5871 2,8 2,0152
2,2 3,1926 2,9 1,9238
2,3 2,8724 3,0 1,8464
2,4 2,6191 3,1 1,7802
2,5 2,4182 3,2 1,7231
2,6 2,2563 — —

(безразмерные параметры Γ, G12, K12, m2 описаны в п. 2). Значения эмпирической функ-
ции L(r1) представлены в таблице.

При m2 > 3 величина Fz1 слабо зависит от m2, поэтому оптимизацию решения по

параметру m2 проводить не нужно. Положим m2 = 2,6. Номинальным значением G12 яв-
ляется G12 = 2 (тогда m1 = 4). При m2 < 2,6 значения Fz1, меньшие по сравнению со

значениями Fz1 при m2 = 2,6, можно получить, уменьшая параметр G12, а бо́льшие —
увеличивая его. Вообще говоря, допустимыми являются значения G12 ∈ (1, 5), но оптими-
зацию будем проводить в более узком диапазоне G12 ∈ [2, 4].

Выражения для нормальных и касательных напряжений на границе капли, обуслов-
ленных наличием гидродинамического течения вокруг нее, имеют вид

Pyy = −p, Pxy = νω,

где p — гидродинамическое давление:

p =

x∫
0

1

r

∂ (rνω)

∂y
dx.

Составляющие силы, обусловленные наличием нормальных и касательных напряже-
ний в гидродинамическом течении вокруг капли, равны

Gz1 =
2

π

π∫
0

Pyy cos x sin x dx, Gz2 = − 2

π

π∫
0

Pxy sin2 x dx.

Суммарная сила, действующая на каплю, определяется по формуле

G′
z = ξ(z1)Fz1 + (1− ξ(z1))Gz1 + Gz2,

где

ξ(z1) =

{
1− z1, z1 < 1,

0, z1 > 1 —
(10)

доля неразрушенных молекулярных связей в матрице, за счет которых она приобрела
свойства твердого тела. Из (10) следует, что эта величина линейно зависит от расстояния,
пройденного каплей, и обращается в нуль, когда оно становится приближенно равным
размеру одной молекулы воды. Заметим, что сила Fz1 является разгоняющей, сила Gz2 —
тормозящей, а сила Gz1 может быть как разгоняющей, так и тормозящей.



Ю. В. Пивоваров 89

Скорость капли определяется по формуле

V (t) = A

t∫
0

G′
z(t) dt.

Расстояние, пройденное каплей, равно

z1(t) = B

t∫
0

V (t) dt.

Пусть tc — момент времени, в который значение |D| во всей области 0 6 x 6 π,
0 6 y 6 Y становится меньше δ/2. Тогда средняя скорость капли в течение одного цикла
определяется соотношением

Ṽc = V0
z1(tc)

Btc
.

В эксперименте с каплями подсолнечного масла установлено, что при r1 = 3 Ṽc =
1,8925 ·10−7 м/с, при r1 = 2,8 Ṽc = 2,4752 ·10−7 м/с, а при r1 = 2,6 Ṽc = 2,6274 ·10−7 м/с.
При меньших расстояниях между центрами капель, по-видимому, большое влияние ока-
зывают силы их гидродинамического взаимодействия. Поэтому далее используются ука-
занные экспериментальные данные. Таким образом, поставлена задача о подборе пара-
метров G12, k0, z0, обеспечивающих вычисление значений средней скорости, максимально
близких к трем заданным экспериментальным значениям. Набор этих параметров, достав-
ляющий минимум некоторому функционалу (см. п. 7), будем называть оптимальным.

4. Численный метод решения задачи. Уравнение (6) можно записать в виде( ∂

∂t
+ L1 + L2

)
ω = G, (11)

где

L1ω = − 1

Re H2

∂

∂x

(1

r

∂

∂x
(rνω)

)
, L2ω = − 1

Re H2

∂

∂y

(1

r

∂

∂y
(rνω)

)
.

Пусть задана неравномерная сетка

0 = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = π, 0 = y0 < y1 < . . . < yM−1 < yM = Y.

Введем следующие обозначения:

xn−1/2 = (xn−1 + xn)/2, hxn−1/2 = xn − xn−1, n = 1, N,

ym−1/2 = (ym−1 + ym)/2, hym−1/2 = ym − ym−1, m = 1, M,

h̄xn = (xn+1 − xn−1)/2, n = 1, N − 1,

h̄ym = (ym+1 − ym−1)/2, m = 1, M − 1.

Будем считать, что

hxn+1/2 − hxn−1/2 = O(h2
xn+1/2), hym+1/2 − hym−1/2 = O(h2

ym+1/2).

Введем также равномерную сетку на полуоси t > 0 с шагом τ . Для любой функции f(x, y, t)
примем обозначение

f(xn, ym, kτ) = fk
nm,
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причем индексы n, m могут быть дробными либо отсутствовать, если f не зависит от x, y
или если эти индексы несущественны. Индекс k может отсутствовать, если f не зависит
от t или если этот индекс несуществен.

Дифференциальные операторы L1, L2 аппроксимируем разностными операторами Λ1,
Λ2 следующим образом:

Λ1ωnm = − 1

Re H
2
nmh̄xn

(rn+1mνn+1mωn+1m − rnmνnmωnm

rn+1/2mhxn+1/2
−

− rnmνnmωnm − rn−1mνn−1mωn−1m

rn−1/2mhxn−1/2

)
,

Λ2ωnm = − 1

Re H
2
nmh̄ym

(rnm+1νnm+1ωnm+1 − rnmνnmωnm

rnm+1/2hym+1/2
−

− rnmνnmωnm − rnm−1νnm−1ωnm−1

rnm−1/2hym−1/2

)
.

Аппроксимируем (11) с помощью формулы

(E + γτΛk
1)(E + γτΛk

2)
ωk+1

nm − ωk
nm

τ
= Gk

nm − (Λk
1 + Λk

2)ω
k
nm,

n = 1, N − 1, m = 1, M − 1,

(12)

где E — тождественный оператор; γ = 0÷ 1 — весовой коэффициент. Из уравнения (8) и
первых двух условий (9) следует, что на границе капли приближенно выполняется условие
Тома

ωk+1
n0 =

2Ψk+1
n1

rn0H2
n0h

2
y1/2

.

Функцию ωk+1
nm представим в виде

ωk+1
nm = ω̂k+1

nm + P k+1
nm

( 2Ψk+1
n1

rn0H2
n0h

2
y1/2

− ωk
n0

)
, (13)

где сеточная функция P k+1
nm удовлетворяет задаче

(E + γτΛk
2)P

k+1
nm = 0, P k+1

n0 = 1, P k+1
nM = 0, n = 1, N − 1,

а функция ω̂k+1
nm — уравнению (12) и граничным условиям

ω̂k+1
n0 = ωk

n0, ω̂k+1
nM = 0, n = 0, N, ω̂k+1

0m = ω̂k+1
Nm = 0, m = 0, M. (14)

Подставляя в правую часть уравнения (8) выражение (13) и аппроксимируя его левую
часть, получаем уравнение для функции тока (в силу (14) функцию ωk

n0 можно заменить

на ω̂k+1
n0 )

ax
nmΨk+1

n−1m + bx
nmΨk+1

n+1m + ay
nmΨk+1

nm−1 + by
nmΨk+1

nm+1 − cnmΨk+1
nm +

+ dyk+1
nm Ψk+1

n1 = −fk+1
nm , n = 1, N − 1, m = 1, M − 1, (15)

где

ax
nm =

1

rn−1/2mhxn−1/2h̄xn

, bx
nm =

1

rn+1/2mhxn+1/2h̄xn

,
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ay
nm =

1

rnm−1/2hym−1/2h̄ym

, by
nm =

1

rnm+1/2hym+1/2h̄ym

, (16)

cnm = ax
nm + bx

nm + ay
nm + by

nm,

dyk+1
nm = − 2H2

nmP k+1
nm

rn0H2
n0h

2
y1/2

, fk+1
nm = −H2

nm(ω̂k+1
nm − ω̂k+1

n0 P k+1
nm ).

Уравнение (15) нужно дополнить граничными условиями (9):

Ψk+1
n0 = 0, Ψk+1

nM = V k+1r2
nM/2, n = 0, N, Ψk+1

0m = Ψk+1
Nm = 0, m = 0, M. (17)

Система уравнений (15), (17) отличается от системы (33), (34), полученной в рабо-

те [9], тем, что в левой части (15) отсутствует член eyk+1
nm Ψk+1

nM−1, а правые части гра-
ничных условий (17) имеют другой вид. Поэтому для решения системы (15), (17) можно

использовать описанный в [9] способ решения, положив eyk+1
nm = 0.

5. Особенности аппроксимации некоторых функций. При вычислении компо-
нент тензора скоростей деформаций по формулам (3) и правой части уравнения для вихря
по формуле (7) следует учитывать особенности аппроксимируемых выражений. Рассмот-
рим, например, функцию ∂u/∂x, входящую в выражение для вычисления Dxx (см. первую
формулу в (3)). В силу (1) имеем

∂u

∂x
=

∂

∂x

( 1

rH

∂Ψ

∂y

)
= e−2y ∂

∂x

( 1

sin x

∂Ψ

∂y

)
.

При x → 0 функция ∂Ψ/∂y имеет следующую асимптотику:

∂Ψ

∂y
= a(y)x2 + O(x4).

Кроме того,

sin x = x + O(x3).

Рассмотрим сетку с постоянным шагом hx по оси x. Аппроксимируем производную ∂u/∂x
следующим образом:

∂u

∂x

∣∣∣
nm
≈ e−2ym

2hxε

((1− ε)(∂Ψ/∂y)
∣∣
nm

+ ε(∂Ψ/∂y)
∣∣
n+1m

(1− ε) sin (xn) + ε sin (xn+1)
−

−
(1− ε)(∂Ψ/∂y)

∣∣
nm

+ ε(∂Ψ/∂y)
∣∣
n−1m

(1− ε) sin (xn) + ε sin (xn−1)

)
. (18)

Тогда при n = 1 получаем

∂u

∂x

∣∣∣
1m
≈ am e−2ym

2hxε

(h2
x(1− ε) + 4h2

xε + O(h4
x)

hx(1− ε) + 2hxε + O(h3
x)
− h2

x(1− ε) + O(h4
x)

hx(1− ε) + O(h3
x)

)
=

=
am e−2ym

1 + ε
+ O(h2

x).

В то же время непосредственные вычисления показывают, что

∂u

∂x

∣∣∣
1m

= am e−2ym + O(h2
x).

Таким образом, если ε = O(h2
x), то при n = 1 формула (18) имеет второй порядок ап-

проксимации. Из численных экспериментов следует, что в этом случае второй порядок
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аппроксимации формулы (18) сохраняется при любых n = 1, N − 1. В расчетах полагалось
ε = 1/N2. Исследования показали, что введение малого параметра ε необходимо только
в случае, если в аппроксимируемом выражении имеется член вида (∂/∂x)((1/ sin x) ∂Ψ/∂y).
Среди компонент тензора скоростей деформаций другие такие члены отсутствуют, но име-
ется три члена в выражении для Gnm (первый, четвертый и пятый члены в правой части
формулы (7)). Остальные члены следует аппроксимировать стандартным образом, что
соответствует значению ε = 1/2.

6. Результаты тестирования программы. Для численного моделирования дви-
жения капли составлена компьютерная программа.

При ν = const численное стационарное решение исследовалось на сходимость к точно-
му решению Стокса, описывающему движение сферы в безграничной ньютоновской жид-
кости [8]. При измельчении расчетной сетки получен второй порядок сходимости вихря и
функции тока к точным аналогам.

Для решения Стокса приближенно вычислялись функции Dxx, Dyy, Dϕϕ, Dxy (см.
формулы (1), (3)). При измельчении расчетной сетки для этих функций установлен второй
порядок сходимости к точным аналогам.

При νnm = 1 + xn + ym для решения Стокса вычислялись восемь членов (из кото-
рых шесть членов являлись ненулевыми) в выражении для функции G (см. формулу (7)).
При измельчении расчетной сетки для каждого из этих членов получен второй порядок

сходимости к точным аналогам.

При νnm = 1 + x2
n + y2

m исследовано стационарное решение на сходимость “в себе” [9].
При измельчении расчетной сетки установлен второй порядок сходимости вихря и функции

тока.

В случае функции νnm, определяемой формулой (6) при δ = 0,1, α = 1, исследовалось
стационарное решение на сходимость “в себе”. При измельчении расчетной сетки получен
второй порядок сходимости для вихря и функции тока.

При νnm = 1 + NB/(2|Dnm|+ PR), NB = 0,747, PR = 1,038 · 10−4 рассчитывалось ста-
ционарное решение и сравнивалось с решением, полученным в работе [7]. Изолинии функ-
ции тока и функции |D| хорошо согласуются с изолиниями этих функций, полученными
в работе [7]. Незначительные различия можно объяснить различным числом разбиений
расчетной области: в работе [7] N = 16, M = 14, в настоящей работе N = 80, M = 80.

7. Порядок расчетов и их результаты. Несмотря на то что путем введения пара-
метра δ выполнена регуляризация задачи, она является плохо обусловленной вследствие
малости параметра α ∼ 10−3. Проведенные исследования показали, что для корректного
расчета при таком значении α необходимо использовать большое число разбиений (N = 80,
M = 80), сильно сгущающуюся вблизи границы капли сетку и очень малый шаг по вре-
мени τ ∼ 10−6. В результате время расчета одного варианта составляет порядка 1 сут.
Если рассчитывать тот же вариант при α = 0,1, то значения средней скорости капли
различаются лишь на 10 %. При этом время расчета одного варианта составляет порядка
1 мин.

При расчете одного варианта задавались следующие исходные данные: δ = 0,1, α =
0,1, N = 40, M = 40, ε = 10−9, τ = 5 · 10−4, r0 = 0,005, γ = 0,99, k0 = 10−4 ÷ 5 · 10−4,
G12 = 2÷ 4, z0 = 3 · 10−10 ÷ 7 · 10−10, r1 = 2÷ 3.

Сетка строилась следующим образом: минимальный шаг по оси y выбирался равным
0,2Y/M . Этот шаг достигался при y = 0. При y = ym и y = ym−1 отношение шагов сетки

было постоянным и бо́льшим единицы при m 6 M/2 − 1. При m = M/2 − 1 и m = M/2
шаги сетки были равны, а при m > M/2 они уменьшались с постоянным коэффициентом
до значения Y/M при m = M − 1. Шаг сетки по оси x был постоянным и равным π/N .



Ю. В. Пивоваров 93

При вычислении функции тока сначала определялся параметр

P∗ =

π∫
0

Ψ2(x, Y ) dx +

∫ ∫
D

f2(x, y) dx dy.

Здесь функция f(xn, ym) = fnm определяется по формуле (16). Затем итерационно реша-
лась задача (15), (17), до тех пор пока параметр

εL =
( 1

P∗

∫ ∫
D

N2
∗ (x, y) dx dy

)1/2

(N∗(xn, ym) — невязка уравнения (15); L — число итераций) не становился меньше ε.
Расчет прекращался, если max

n,m
|Dk+1

nm | 6 0,5δ и max
n,m

|Dk
nm| > 0,5δ.

В расчетах определялся минимум функционала

F∗ =
[
0,25

(
Ṽc

∣∣
r1=2,6

− 2,6274 · 10−7
)2

+

+ 0,75
(
Ṽc

∣∣
r1=2,8

− 2,4752 · 10−7
)2

+
(
Ṽc

∣∣
r1=3

− 1,8925 · 10−7
)2] · 1014.

При этом параметры задачи принимали следующие значения: k0 = 10−4; 2 · 10−4; 3 · 10−4;
4 ·10−4; 5 ·10−4, G12 = 2,0; 2,5; 3,0; 3,5; 4,0, z0 = 3 ·10−10; 4 ·10−10; 5 ·10−10; 6 ·10−10; 7 · 10−10.
Таким образом задача решалась 3 · 125 = 375 раз. Получены следующие результаты рас-
четов: k0 = 10−4, G12 = 4, z0 = 4 · 10−10, Ṽc

∣∣
r1=2,6

= 3,0653 · 10−7, Ṽc

∣∣
r1=2,8

= 2,3295 · 10−7,

Ṽc

∣∣
r1=3

= 1,8126 · 10−7, F∗ = 7,0227 · 10−2.

Ниже приведены результаты расчетов для оптимального набора параметров k0,
G12, z0. На рис. 2 показаны зависимости безразмерных силы G′

z и скорости V капли от

времени t при r1 = 3. На рис. 3 приведена зависимость безразмерного расстояния z1, прой-
денного каплей с момента начала цикла, от времени t при различных значениях r1. На
рис. 4 представлена схема движения капли при r1 = 3, t = 0,5 (движение капли прекрати-
лось при t = 0,8025).

Gz
0 V
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à á

0,2 0,4 0,6 0,8

0

8

12

16

4

_4
0 t0,2 0,4 0,6 0,8
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Рис. 2. Зависимости безразмерных силы, действующей на каплю (а), и скорости
капли (б) от безразмерного времени в течение одного цикла при r1 = 3
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Рис. 3. Зависимость безразмерного расстояния, пройденного каплей, от безраз-
мерного времени в течение одного цикла при различных значениях r1:
сплошная линия — r1 = 3, пунктирная — r1 = 2,8, штриховая — r1 = 2,6, штрихпунк-
тирная — r1 = 2,4

Рис. 4. Схема движения капли при r1 = 3, t = 0,5:
сплошная линия — граница области течения (малый полукруг — граница капли, пря-
мые отрезки — отрезки на оси симметрии, большой полукруг — внешняя граница

области течения), штриховая — граница жидкой зоны

Ниже приведено макроскопическое описание движения капли. Вследствие малости па-
раметров V0 = 10−6 м/с, t0 = 10−2 с не имеет смысла рассматривать все циклы движения

капли. Достаточно ограничиться дискретным набором из 11 значений средней по циклу
скорости Ṽc в точках r1k = 3 − 0,1k, k = 0, 10 (r1k — значения безразмерного расстояния

между центрами капель). Если Ṽc(r1) — функция средней размерной скорости, зависящей
от r1, t — макроскопическое время, измеряемое в секундах, то для определения функ-
ции r1(t) имеем дифференциальное уравнение

r0
dr1

dt
= −2Ṽc(r1),

решая которое, находим

t(r1) =
r0

2

3∫
r1

dr1

Ṽc(r1)
. (19)

Подставляя в (19) вместо r1 дискретные значения r1k и вычисляя интеграл методом тра-
пеций, получаем набор дискретных значений tk, k = 0, 10.

На рис. 5 показаны экспериментальная и расчетная зависимости r1(t). Видно, что эти
зависимости различаются только на заключительной стадии сближения капель (r1 < 2,25).
Такое различие можно объяснить неучетом гидродинамического взаимодействия капель

при построении расчетной кривой.
Заключение. Предложен метод расчета процесса сближения двух одинаковых мас-

ляных капель, находящихся в равноплотном спиртово-водном растворе (матрице), рас-
сматриваемом как жидкость Бингама. Капли считаются упругими твердыми телами. На
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Рис. 5. Зависимость безразмерного расстояния между центрами капель от времени:
сплошная линия — экспериментальные данные, штриховая — результаты расчетов

основе выполненных оценок и расчетов установлено, что капля движется циклически в
режиме покой — разгон — торможение со временем цикла порядка 10−2 с и средней ско-
ростью порядка 10−6 м/с. При расчете силы, действующей на каплю, вводится функция ξ
расстояния z1, пройденного каплей с момента начала цикла, определяющая долю нераз-
рушенных молекулярных связей в матрице и обращающаяся в нуль после прохождения

каплей расстояния z0 порядка размера одной молекулы воды. Сила, созданная нормаль-
ными напряжениями в данный момент времени, определяется как сумма силы, созданной
этими напряжениями в состоянии покоя с коэффициентом ξ(z1), и силы, созданной ими под
влиянием гидродинамического течения в матрице в тот же момент времени, с коэффици-
ентом 1 − ξ(z1). Сила, созданная касательными напряжениями, определяется решением
гидродинамической задачи. Влияние второй капли учитывается при расчете нормальных
напряжений упругого взаимодействия в состоянии покоя, но не учитывается при расче-
те гидродинамического течения, так как, с одной стороны, его учет довольно сложен, а с
другой— при достаточно большом расстоянии между центрами капель их гидродинамиче-
ское взаимодействие незначительно и им можно пренебречь. Осуществлена оптимизация
процесса сближения капель по трем параметрам и выбраны значения этих параметров,
согласующиеся с экспериментальными данными о динамике движения капель. Значение
каждого из этих параметров находится в узком диапазоне: предел текучести матрицы
k0 = 10−4 ÷ 10−3 Па (границы известны из других экспериментов); отношение модулей
сдвига масла и спиртово-водного раствора G12 = 1÷ 5 (границы заданы с учетом резуль-
татов теоретического анализа, выполненного в п. 1); значение z0 ≈ 3 · 10−10 м (размер
одной молекулы воды). В расчетах диапазоны значений первых двух параметров сужа-
лись: k0 = 10−4 ÷ 5 · 10−4 Па, G12 = 2 ÷ 4, а значение z0 варьировалось в диапазоне

3 · 10−10 ÷ 7 · 10−10 м. При оптимальных значениях параметров k0 = 10−4 Па, G12 = 4,
z0 = 4 · 10−10 м построены расчетный и экспериментальный графики зависимости рассто-
яния между центрами капель от времени. Экспериментальная и расчетная кривые очень
близки при расстоянии между центрами капель r1 = 2,25 ÷ 3,00 и существенно различа-
ются на заключительной стадии сближения капель при r1 = 2,00÷ 2,25, что объясняется
неучетом гидродинамического взаимодействия капель в теоретической модели.

Автор выражает благодарность В. В. Пухначеву и В. В. Шелухину за полезные об-
суждения рассматриваемой задачи.
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