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Изучено установившееся течение в пограничном слое вязкой жидкости Кэссона вдоль
растягивающейся по степенному закону пленки. При различных значениях параметров
задачи получено численное автомодельное решение, зависящее от материальных пара-
метров жидкости. Для некоторого диапазона этих параметров получено два решения.
В результате численного решения установлено, что с увеличением показателя степени β
в реологическом уравнении Кэссона скорость жидкости уменьшается. Показано, что при
больших значениях β коэффициент поверхностного трения и распределение скорости по
толщине пограничного слоя для жидкости Кэссона такие же, как и для ньютоновской
жидкости.
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Введение. Интерес к изучению реологических свойств неньютоновских жидкостей

обусловлен тем, что такие жидкости встречаются во многих технологических процес-
сах (угольные суспензии, полимерные растворы и расплавы, лакокрасочные материалы,
горюче-смазочные материалы, буровые растворы, жидкие нефтепродукты). Большинство
промышленных жидкостей являются неньютоновскими.

В данной работе изучается течение в пограничном слое неньютоновской жидкости

вдоль растягиваемой пленки. Уравнения, описывающие движение неньютоновских жидко-
стей, являются нелинейными и значительно сложнее уравнений, описывающих движение
ньютоновской жидкости [1]. Существуют различные уравнения состояния вязких жидко-
стей, что обусловлено сложностью их реологических свойств [2]. Ряд моделей неньюто-
новских жидкостей предложен в работах [3–5]. В модели вязкой жидкости Кэссона введен
предел текучести жидкости.Жидкость Кэссона ведет себя как твердое тело, если напряже-
ния сдвига меньше предела текучести. Течение жидкости Кэссона возникает в тот момент,
когда напряжения сдвига становятся больше предела текучести. Примерами жидкостей
Кэссона являются желе, томатный соус, мед, жидкое топливо, концентрированные фрук-
товые соки, а также кровь человека. С использованием метода гомотопического анализа
в работе [6] получено аналитическое решение задачи о наклонном течении наножидкости
Кэссона с конвективными краевыми условиями.

Работа выполнена при финансовой поддержке Университетского совета по грантам (Нью-Дели, Ин-
дия) в рамках Специальной программы поддержки исследований (этап I).
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Течения пограничного слоя вдоль растягиваемых пленок встречаются во многих тех-
нологических процессах и технических устройствах (производство полимеров, химико-
технологические установки, производство стеклянных волокон, бумаги, экструзия струй,
использование геотермальной энергии, непрерывная разливка, охлаждение металлических
пластин в электролите и т. п.).

Во многих работах предполагается, что закон растяжения пленки является линейным.
Однако закон растяжения может быть и нелинейным [7]. В ряде прикладных задач исполь-
зуется степенной или экспоненциальный закон растяжения (см., например, [8]). В работах
[9–11] изучалось течение вязкой жидкости вдоль пленки, растягиваемой по степенному
закону.

Математические модели физических явлений представляют собой начально-краевые
задачи для системы нелинейных дифференциальных уравнений, решение которых можно
получить лишь с использованием численных методов. Исследование области существова-
ния двойных решений нелинейных уравнений является важной теоретической и практи-
ческой задачей. Результаты таких исследований позволяют более полно изучить природу
физических явлений. В ряде работ установлено существование двойных решений различ-
ных задач о течении в пограничном слое вязкой жидкости [12, 13]. В [14] исследовались
эффекты Сорэ и Дюфура в случае течения магнитогидродинамической жидкости Кэс-
сона. Смешанная конвекция в жидкости, текущей вдоль вертикальной растягиваемой по
степенному закону пленки, изучалась в [15].

В работе [11] рассматривалось единственное решение задачи о теплопереносе в жид-
кости Кэссона при ее течении вдоль растягиваемой по нелинейному закону пленки. На-
сколько известно авторам данной работы, двойное решение задачи о течении жидкости
Кэссона вдоль растягиваемой по степенному закону пленки ранее не исследовалось. Целью
настоящей работы является построение численного решения этой задачи.

Данная работа является обобщением работы [16] на случай течения вязкой жидкости
с реологическим уравнением состояния Кэссона (жидкости Кэссона). С использованием

преобразования подобия решение исходной задачи сведено к решению обыкновенного диф-
ференциального уравнения третьего порядка.

1. Формулировка задачи о течении жидкости. Реологическое уравнение состо-
яния изотропной несжимаемой жидкости Кэссона записывается в виде

τij =

{
2(µB + py/

√
2π )eij , π > πc,

2(µB + py/
√

2πc )eij , π < πc,

где π = eijeij — интенсивность скоростей деформаций; eij — компоненты тензора ско-
ростей деформаций; πc — критическое значение интенсивности скоростей деформаций в

неньютоновской модели жидкости; µB — динамическая вязкость вязкопластической жид-
кости; py — предел текучести жидкости.

Рассматривается течение несжимаемой вязкой жидкости вдоль пленки, расположен-
ной в плоскости y = 0. Жидкость расположена в полуплоскости y > 0. К пленке приложе-
ны две равные и противоположно направленные вдоль оси x силы, под действием которых
пленка растягивается. Скорость точек пленки при растяжении изменяется по степенно-
му закону. Точка пленки, расположенная в начале координат, не смещается. Уравнение
неразрывности и уравнение движения жидкости Кэссона в пограничном слое записыва-
ются в виде
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где u, v — компоненты вектора скорости в направлениях осей x и y соответственно; ν —
кинематическая вязкость; β = µB

√
2πc/py — параметр жидкости Кэссона.

Задача решается при следующих краевых условиях:

y = 0: u = cxn, v = 0; (3)

y →∞: u→ 0 (4)

(c > 0 — константа; n — показатель степени).
Найдем автомодельное решение задачи (1)–(4). После введения переменных подобия

η =

√
c(n + 1)

2ν
yx(n−1)/2, u = cxnf ′(η), v = −

√
cν(n + 1)

2

(
f(η) +

n− 1

n + 1
ηf ′(η)

)
x(n−1)/2

уравнение (2) сводится к нелинейному обыкновенному дифференциальному уравнению(
1 +

1

β

)
f ′′′(η) + f(η)f ′′(η)− 2n

n + 1
f ′(η)2 = 0. (5)

Краевые условия (3) имеют вид

f(0) = 0, f ′(0) = 1, lim
η→∞

f ′(η) = 0. (6)

Обозначим решение краевой задачи (5), (6), зависящее от параметров n и β, через f(η) =
Fn,β(η). Решение задачи (5), (6) для случая ньютоновской жидкости (β =∞) записывается
в виде

Fn,β(η) = A−1Fn,∞(η), A = (1 + 1/β)−1/2. (7)

Из (7) следует

F ′′n,β(0) = A−1F ′′n,∞(0).

2. Результаты решения задачи и их обсуждение. При n = 1 задача (5), (6)
допускает точное решение

f(η) = A−1(1− e−Aη). (8)

Из (8) следует

f ′′(0) = −(1 + 1/β)−1/2.

Задача (5), (6) решалась численно методом Рунге — Кутты четвертого порядка сов-
местно с методом Ньютона.

В табл. 1 для случая ньютоновской жидкости (β = ∞) приведены значения напря-
жений сдвига на поверхности пленки, полученные в данной работе и работе [17] при раз-
личных значениях показателя n. Эти значения совпадают. В табл. 2 приведены значения
напряжений сдвига на поверхности пленки при различных значениях показателя n и раз-
личных значениях параметра жидкости Кэссона β. При всех значениях параметров n и β
напряжения сдвига в случае ньютоновской жидкости больше, чем в случае жидкости Кэс-
сона.

На рис. 1–3 приведены зависимости, полученные при численном решении задачи.
На рис. 1 представлены зависимости нормированного коэффициента поверхностного

трения f ′′(0) от показателя степени n для случаев ньютоновской жидкости и жидкости
Кэссона при различных значениях параметра β. В результате численного решения уста-
новлено, что при всех рассмотренных значениях n задача имеет два решения (см. рис. 1).

С увеличением параметра β абсолютное значение f ′′(0) увеличивается и стремит-
ся к соответствующему значению для ньютоновской жидкости. Результаты, полученные
в данной работе для ньютоновской жидкости, совпадают с результатами, полученными
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Та бли ц а 1

Напряжения сдвига на поверхности пленки −f ′′(0) для ньютоновской жидкости
при различных значениях показателя n в уравнении состояния

n
−f ′′(0)

Данные [17] Данные настоящей работы

0 0,627 55 0,627 55
0,20 0,766 84 0,766 84
0,50 0,889 54 0,889 54
0,75 0,953 96 0,953 96
1,00 1,000 00 1,000 00
1,50 1,061 60 1,061 60
3,00 1,148 59 1,148 59
5,00 1,194 49 1,194 49
7,00 1,216 85 1,216 85

10,00 1,234 87 1,234 87

Таб ли ц а 2
Напряжения сдвига на поверхности пленки −f ′′(0) для жидкости Кэссона

n
−f ′′(0)

β = 0,5 β = 1,0 β = 2,0 β = 5,0

0 0,362 319 0,443 748 0,512 396 0,527 877
0,20 0,442 734 0,542 236 0,626 120 0,700 023
0,50 0,513 578 0,629 003 0,726 309 0,812 039
0,75 0,550 767 0,674 549 0,778 902 0,870 839
1,00 0,577 351 0,707 107 0,816 497 0,912 871
1,50 0,612 916 0,750 665 0,866 794 0,969 105
3,00 0,663 141 0,812 178 0,937 822 1,048 517
5,00 0,689 638 0,844 630 0,975 295 1,090 413
7,00 0,702 549 0,860 443 0,993 554 1,110 827

10,00 0,712 955 0,873 188 1,008 271 1,127 281

в работе [16]. Из приведенных на рис. 1 зависимостей следует, что напряжение сдвига
на поверхности пленки отрицательное. При отрицательном значении напряжения сдвига
пленка препятствует движению жидкости, при положительном значении — способствует

ему.
На рис. 2 представлена зависимость скорости жидкости f ′ от параметра η для нью-

тоновской жидкости при различных значениях показателя степени n, на рис. 3 — зависи-
мость f ′(η) для жидкости Кэссона при различных значениях β и показателя степени n. Как
для ньютоновской жидкости, так и для жидкости Кэссона при всех рассмотренных значе-
ниях параметра β скорость жидкости уменьшается с увеличением показателя степени n.
Толщина пограничного слоя уменьшается с увеличением параметра жидкости Кэссона β.
При n = 1 с увеличением параметра β скорость жидкости уменьшается. Наименьшая
скорость соответствует скорости ньютоновской жидкости (β = ∞). Данный результат
совпадает с результатом, полученным в работе [16].

Поскольку два полученных численных решения различаются незначительно, для их
оценки целесообразно ввести величину δ:

δ = −f ′′(0) +

∞∫
0

(
f(η)f ′′(η)− 2n

n + 1
f ′2(η)

)
dη. (9)



72 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2017. Т. 58, N-◦ 4

à áf 0

n1 2 3 4 5

_1,2

_1,1

_1,0
(0)0

f 0(0)0

n1 2 3 4 5

_0,9

_0,7

_0,6

_1,0

_0,8

3

2

1

Рис. 1. Зависимости f ′′(0) от показателя степени n в случае ньютоновской

жидкости (а) и жидкости Кэссона (б):
сплошные линии — первое решение, штриховые — второе решение; 1 — β = 0,5, 2 —
β = 1,0, 3 — β = 2,0

n
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Рис. 2. Зависимость скорости ньютоновской жидкости f ′ от параметра η при
различных значениях показателя степени n:
сплошная линия — n = 0,5, пунктирная — n = 1,0, штриховая — n = 2,0

Выражение в правой части (9) получено путем интегрирования уравнения (5) (для случая
ньютоновской жидкости (β =∞)) по переменной η от 0 до∞. Значения δ при n = 1,0; 1,5;
2,0 приведены в табл. 3.

Заключение. Исследовано течение пограничного слоя жидкости Кэссона вдоль рас-
тягиваемой по степенному закону пленки. Получено два решения задачи как при линейном
законе растяжения, так и при нелинейном.

Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы. При всех значениях
показателя степени n существует два решения как в случае ньютоновской жидкости, так
и в случае жидкости Кэссона. С увеличением параметра жидкости Кэссона β толщина по-
граничного слоя уменьшается. С увеличением показателя степени n абсолютная величина
напряжения сдвига увеличивается. Для жидкости Кэссона абсолютная величина напряже-
ния сдвига меньше, чем для ньютоновской. С увеличением показателя степени n скорость
жидкости уменьшается как для ньютоновской жидкости, так и для жидкости Кэссона.
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Рис. 3. Зависимость скорости жидкости Кэссона f ′ от параметра η при раз-
личных значениях параметра β и показателя степени n:
a — β = 0,5, б — β = 1,0, в — β = 2,0; сплошные линии — n = 0,5, пунктирные —
n = 1,0, штриховые — n = 2,0

Таб ли ц а 3

Отклонение решений, полученных для жидкости Кэссона,
от решений, полученных для ньютоновской жидкости

n

δ

η∞ = 10 η∞ = 15 η∞ = 25 η∞ = 50

Единст-
венное

решение

Двойное

решение

Единст-
венное

решение

Двойное

решение

Единст-
венное

решение

Двойное

решение

Единст-
венное

решение

Двойное

решение

1,0 0,000 045 -0,006 394 0 -0,004 534 0 -0,001 131 0 -0,000 070
1,5 0,000 051 -0,007 231 0 -0,004 200 0 -0,000 679 0 -0,000 010
2,0 0,000 054 -0,007 641 0 -0,003 921 0 -0,000 491 0 -0,000 003
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