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A viscous liquid flow along a semi-infinite plate with small periodic irregularities on the surface was
considered for large Reynolds numbers. The flow near the plate is described by Prandtl equations with
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1. Введение

Одним из самых известных решений задачи о течении вязкой жидкости вдоль слег-
ка возмущенной поверхности (например, обтекание малого горбика на полубесконечной
пластине) при больших числах Рейнольдса является асимптотическое решение с трех-
палубной структурой пограничного слоя, которое на протяжении последних 60-ти лет
широко изучалось известными учеными в области механики жидкости: К. Стюартсо-
ном, Ф.Т. Смитом, В.Я. Нейландом, О.С. Рыжовым, В.В. Сычевым и другими [1–9].
Немного менее известным решением таких задач является асимптотическое решение с
∗Исследование осуществлено в рамках Программы фундаментальных исследований НИУ ВШЭ.
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двухпалубной структурой [10–20], которая возникает при масштабах неровностей, от-
личных от тех, при которых возникает трехпалубная структура, см. [10, 21]. Эти струк-
туры возникают в классической задаче обтекания малых локализованных неровностей
(например, горбика) на пластине, а также и в задаче обтекания малых периодических
(быстроосциллирующих) неровностей на пластине, см. рис. 1. Отметим, что решения с
многопалубными структурами были получены как для несжимаемого течения, так и для
сжимаемого, см. [19,22].

(а) (б)

Рис. 1. Многопалубные структуры: (а) — трехпалубная структура; (б) — двухпалубная струк-
тура. Обозначения: I — нижняя палуба (тонкий пограничный слой); II — средняя палуба (клас-
сический пограничный слой Прандтля); III — верхняя палуба; EXT — область невозмущенного
плоскопараллельного течения со скоростью u0; uB — скорость Блазиуса; ε = Re−1/2 — малый
параметр

В многопалубных моделях система уравнений Навье–Стокса асимптотически реду-
цируется в пограничных слоях (или в принятой в этой теории терминологии — палубах)
к более простым задачам, которые уже допускают простое и эффективное численное ре-
шение. Данная работа посвящена построению алгоритма численного решения одной из
таких систем, которая описывает течение в области непосредственно около поверхности
(см. область I на рис. 1).

Мы рассматриваем нестационарное течение вязкой жидкости вдоль полубесконеч-
ной пластины с малыми периодическими неровностями на поверхности ys при больших
числах Рейнольдса Re, см. рис. 1. Мы полагаем, что обтекаемая поверхность имеет вид

ys = εαµ(x, x/εβ),

где α = 4/3, β = 1 в случае двухпалубной структуры, α = 5/4, β = 3/4 в случае трех-
палубной структуры (см. [19, 22]), ε = Re−1/2 — малый параметр, µ(x, ξ) — некоторая
гладкая функция, описывающая обтекаемую поверхность, T -периодичная по ξ и такая,
что

∫ T
0 µdξ = 0, µ ≡ 0, в области кромки пластины, а неровности начинаются гладко на

некотором (малом, но достаточным, чтобы пограничный слой Прандтля сформировал-
ся) расстоянии δ от края пластины, см. рис. 1. Отметим, что при указанных значениях
параметра β функция µ(x, ξ) имеет быстроосциллирующее поведение, т. е. в окрестности
любой точки x на обтекаемой поверхности укладывается довольно большое количество
ее периодов, что позволяет говорить о локальной (в окрестности рассматриваемой точ-
ки x) периодичности решения. Набегающий поток предполагается плоскопараллельным
постоянным дозвуковым потоком с вектором скорости u0 = (u∞, 0) и плотностью ρ∞.
Для системы уравнений Навье–Стокса и неразрывности с граничными условиями при-
липания к поверхности ys и условиями согласования с набегающим потоком u0, описы-
вающей течение во всей области, строится асимптотическое решение с помощью метода
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погранслойных разложений и метода осреднения, т. е. полная задача редуцируется к бо-
лее простым, описывающих течение в палубах многопалубных структур, см., например,
[13, 16, 20]. Полное асимптотическое решение с многопалубными структурами рассмат-
риваемой задачи см. в [19, 22], а ниже мы приводим только уравнения, описывающие
течение в пристенной области (т. е. в нижней палубе I, см. рис. 1). Отметим, что как
обычно происходит в задачах с пограничным слоем, нельзя указать точную границу по-
граничного слоя (т. е. такое значение y∗, где область I заканчивается и т. д.). Решения в
разных областях гладко сшиваются при стремлении соответствующих масштабирующих
(погранслойных) переменных вида z = yε−γ , γ > 0, к бесконечности (z →∞ при ε→ 0).

В работах [13, 19, 22] показано, что течение в нижней палубе (области I) на одном
периоде в окрестности фиксированной точки x ≥ δ описывается начально-краевой за-
дачей для системы уравнений Прандтля с индуцированным давлением, которая имеет
следующий вид:

ρ∞

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂ξ
+ v

∂u

∂θ̂

)
= −P (ξ) +

∂2u

∂θ̂2
,

∂v

∂θ̂
+
∂u

∂ξ
= 0. (1)

Здесь θ̂ — вертикальная погранслойная переменная (θ̂ = yε−5/4 для трехпалубного слу-
чая и θ̂ = yε−4/3 для двухпалубного, где ε = Re−1/2 — малый параметр), ξ — гори-
зонтальная быстроосциллирующая переменная (ξ = xε−3/4 для трехпалубного случая и
ξ = xε−1 для двухпалубного), u = u(t, x, ξ, θ̂) и v = v(t, x, ξ, θ̂) — горизонтальная и вер-
тикальная компоненты вектора скорости (u, v), а P (ξ) — индуцированное давление, см.
подробности ниже, а все переменные безразмерные. Отметим, что переменная x в этой
задаче является параметром — расстоянием от кромки пластины, т. е. точка, в окрест-
ности которой исследуется решение.

Граничные условия для системы (1) — условия прилипания к обтекаемой поверхности

u
∣∣
θ̂=µ

= 0, v
∣∣
θ̂=µ

= 0, (2)

периодические условия
u
∣∣
ξ

= u
∣∣
ξ+T

, v
∣∣
ξ

= v
∣∣
ξ+T

(3)

и граничные условия “на бесконечности”

∂u

∂θ̂

∣∣∣∣
θ̂→∞

= u∞
f ′′(0)√
x
,

∂u

∂ξ

∣∣∣∣
θ̂→∞

= 0. (4)

Также мы предполагаем, что начальное условие имеет вид

u
∣∣
t=0

=


u∞

f ′′(0)√
x

(θ̂ − µ)(1 + 0.2µ), µ ≤ θ̂ ≤ 5 + µ,

u∞
f ′′(0)√
x
θ̂, θ̂ > 5 + µ.

(5)

Данная функция является ламинарным потоком вдоль неровности, удовлетворяющим
граничным условиям (2)–(4).

Функция f(η) является решением задачи типа Блазиуса:

ρ∞u∞ff
′′ + 2f ′′′ = 0, f(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1.
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Рис. 2. График зависимости f ′′(0) от ρ∞u∞

Зависимость f ′′(0) от ρ∞u∞ приведена на рис. 2 (она легко вычисляется численно
методом Рунге–Кутты).

Разница между двух- и трехпалубной структурами заключается в выражении для
индуцированного давления P (ξ), которое имеет следующий вид:
для двухпалубного случая

P (ξ) = −f
′′(0)√
x
v

∣∣∣∣
θ̂→∞

u∞ρ∞ (6)

и для трехпалубного

P (ξ) = −ρ∞
[
f ′′(0)√
x

(
v − θ̂ ∂v

∂θ̂

)
+

(
u− f ′′(0)√

x
u∞θ̂

)
∂u

∂ξ

] ∣∣∣∣
θ̂→∞

. (7)

Таким образом, система уравнений (1) не является классической системой уравнений
в частных производных — она содержит предел (6) или (7). Отметим, что аналогичная
задача была получена и для течений в осесимметричных трубах и каналах с волнистыми
стенками, отличие заключается в другом коэффициенте вместо f ′′(0)/

√
x, см. [16,20].

Основная цель данной работы заключается в построении алгоритма численного реше-
ния задачи (1)–(6). Заметим, что алгоритм для трехпалубной структуры и локализован-
ных возмущений был предложен в [23], но он не применим для периодического случая.
В дополнение к другим граничным условиям по ξ задача (1)–(6) имеет отличный вид
от классических работ. Это отличие заключается в выражениях для индуцированно-
го давления (6) и (7), форма которого позволяет решать задачу (1)–(6) независимо от
остальных палуб, что невозможно в рамках работы [23]. Отметим, что этот вид этих вы-
ражений обусловлен применением строгих современных асимптотических методов при
выводе уравнений (см. работы [13–15,19,22]), в отличии от нестрого физического подхода
в работе [6], на основе результатов которой строится алгоритм в [23]. Еще раз подчеркнем,
что наша форма задачи (1)–(6) допускает более простой способ построения алгоритма
численного решения, поскольку она разрешима независимо от задач в других палубах.

Ниже мы будем использовать следующие обозначения: для любой T -периодичной
функции g, зависящей от ξ, мы обозначим среднее значение g согласно формуле
g = 1

T

∫ T
0 g dξ и осциллирующую часть по формуле g̃ = g − g.

Структура работы следующая. В пункте 2 мы представим алгоритм численного реше-
ния задачи (1)–(6) для случая двухпалубной структуры. Конечно, этот алгоритм можно
легко адаптировать к трехпалубному случаю, заменив выражение для индуцированного
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давления. Также отметим, что наш алгоритм может быть адаптирован для вычислений
в системах с несколькими CPU или GPU (например, с помощью технологии CUDA). В
третьем пункте представлены результаты численных расчетов.

2. Алгоритм численного моделирования

Теперь перейдем к построению алгоритма численного решения системы уравнений
Прантдля для двухпалубного случая (1)–(6). Сначала мы сделаем некоторые преобра-
зования системы (1). Введем новую вертикальную переменную θ = θ̂ − µ так, чтобы
нижняя граница области стала плоской (θ̂ = µ → θ = 0). Тогда задача (1)–(6) примет
вид (см. подробности в [19,22]):

∂u

∂t
+ u

(
∂u

∂ξ
− ∂µ

∂ξ

∂u

∂θ

)
+ v

∂u

∂θ
= Qv

∣∣
θ→∞ +

∂2u

∂θ2
1

ρ∞
,

∂v

∂θ
+
∂u

∂ξ
− ∂µ

∂ξ

∂u

∂θ
= 0, (8)

u
∣∣
θ=0

= 0, v
∣∣
θ=0

= 0, u
∣∣
ξ

= u
∣∣
ξ+T

, v
∣∣
ξ

= v
∣∣
ξ+T

,
∂u

∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

= Q,
∂u

∂ξ

∣∣∣∣
θ→∞

= Q
∂µ

∂ξ
, (9)

где Q =
u∞f ′′(0)√

x
= const (x > 0 — фиксированный параметр, см. Введение). Выразим

вертикальную компоненту скорости из второго уравнения:

v =

θ∫
0

(
− ∂u

∂ξ
+
∂µ

∂ξ

∂u

∂θ′

)
dθ′ = −

θ∫
0

∂u

∂ξ
dθ′ +

∂µ

∂ξ
u. (10)

Подстановка этого равенства в первое уравнение (8) приводит к следующему уравнению
для горизонтальной компоненты скорости

∂u

∂t
+u

(
∂u

∂ξ
−∂µ
∂ξ

∂u

∂θ

)
+
∂u

∂θ

(
∂µ

∂ξ
u−

θ∫
0

∂u

∂ξ
dθ′

)
= Q

(
−
∞∫
0

∂u

∂ξ
dθ′+

∂µ

∂ξ
lim
θ→∞

u

)
+
∂2u

∂θ2
1

ρ∞
, (11)

которое дополняется граничными условиями (9).
Таким образом, нам нужно решить задачу (11), (9) в пространственной области

Ω = {(ξ, θ) : ξ ∈ [0, T ], θ ∈ [0,∞)}. Для дальнейшего построения алгоритма числен-
ного решения задачи (11), (9) нам необходимо разрешить две следующие проблемы.

Во-первых, заметим, что область Ω неограниченна. Есть два пути как действовать.
Первый путь — ввести новую переменную, например, σ = θ/(1 + θ). Тогда область
Ω примет вид Ωσ = {[0, T ] × [0, 1)}. Однако эта замена переменной имеет недоста-
ток. А именно, после дискретизации области [0, 1) с постоянным шагом hσ и возвра-
те от σ к θ мы получим неравномерную сетку. Более того, нам необходимо выбирать
очень маленький шаг hσ для получения достаточно больших значений θ. Например,
если мы выберем шаг дискретизации hσ = 0.1, то мы получим следующий набор значе-
ний θ: {0, 0.12, 0.25, 0.43, 0.67, 1, 1.5, 2.33, 4, 9}. Следовательно, в этом случае нам необхо-
димо введение неравномерной сетки на области Ωσ с малыми значениями шага дискре-
тизации.

Второй путь — обрезать область, т. е. пусть θ ∈ [0, θmax]. Это приводит к некоторым
погрешностям, но как показано в [24], они скорее всего будут малы. Мы выбрали этот
путь, и мы покажем, как влияет выбор θmax на решение в области около поверхности в
следующем пункте (см. рис. 3). Мы обозначим обрезанную область через



102 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2022. Т. 25, N◦-- 2

Ωtr = {[0, T ]× [0, θmax]}.

Вторая проблема заключается в том, что функция u не ограничена при θ → ∞
(u |θ→∞∼ Q(θ+µ), см. [19,22]). Для разрешения этой проблемы мы введем новую функ-
цию

H = u− (θ + µ)Q. (12)

Тогда задача (11) примет вид

∂H

∂t
+
∂H

∂ξ

(
H +Q(θ + µ)

)
+Q

∂µ

∂ξ

(
H − lim

θ→∞
H
)
−

Q
(
D − lim

θ→∞
D
)
− ∂H

∂θ

(
D +Q

∂µ

∂ξ
θ

)
=
∂2H

∂θ2
1

ρ∞
, (13)

H
∣∣
θ=0

= −Qµ, H
∣∣
ξ

= H
∣∣
ξ+T

,
∂H

∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

= 0, (14)

где D =
∫ θ
0
∂H
∂ξ dθ

′.
Следующий шаг в построении нашего алгоритма заключается в использовании мето-

да осреднения (см. обозначения в конце Введения). Осреднение уравнения (13) приводит
к следующему уравнению на функцию H:

∂H

∂t
−W =

∂2H

∂θ2
1

ρ∞
, (15)

которое дополняется нулевым начальным значением H
∣∣
t=0

= 0 (получается из (5) с
помощью замены (12) и процедуры осреднения) и граничными условиями

H
∣∣
θ=0

= 0,
∂H

∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

= 0, (16)

где W = ∂H̃
∂θ

(
D +Q∂µ

∂ξ θ
)

= 1
T

∫ T
0

∂H̃
∂θ

(
D +Q∂µ

∂ξ θ
)
dξ.

Уравнение для осциллирующей части H̃ имеет вид

∂H̃

∂t
+
∂H̃

∂ξ

(
H̃ +H +Q(θ + µ)

)
+Q

∂µ

∂ξ

(
H̃ +H − lim

θ→∞
H
)
−

Q
(
D − lim

θ→∞
D
)
− ∂H

∂θ

(
D +Q

∂µ

∂ξ
θ

)
=
∂2H̃

∂θ′2
1

ρ∞
(17)

и дополняется граничными условиями

H̃
∣∣
θ=0

= −µQ, ∂H̃

∂θ

∣∣∣∣
θ→∞

= 0, H̃
∣∣
ξ

= H̃
∣∣
ξ+T

(18)

и начальным условием (см. подробнее ниже)

H̃
∣∣
t=0

= F̃ (ξ, θ). (19)

Теперь мы построим алгоритм численного решения задач (15)–(19), основанный на
явных разностных схемах (см. [25]). Как было отмечено во Введении, явные разностные
схемы легко и эффективно использовать на современных компьютерах с многоядерными
процессорами или графическими ускорителями.
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Начнем с дискретизации. На области Ωnum = [0, T ] × [0, θmax] × [0, tmax], введем рав-
номерную сетку ωh с шагами hξ, hθ, ht:

ωh =
{

(i, j, k) : ξi = ihξ, θj = jhθ, t
k = kht, i = 0, . . . , N ; j = 0, . . . ,M ; k = 0, . . . ,K;

N = [T/hξ], M = [θmax/hθ], K = [tmax/ht]
}
,

где [. . . ] — функция “пол”. Отметим, что для уменьшения ошибок численного счета,
связанных с периодичностью, лучше задать N и вычислить hξ = T/N . Как обычно, вве-
дем сеточные функции. Для любой функции g = g(t, ξ, θ) обозначим сеточную функцию
gki,j = g(tk, ξi, θj) на узлах сетки ωh. Также введем следующие обозначения:

µ̂i =
µi+1 − µi−1

2hξ
, αki,j = H̃k

i,j +H
k
j +Q(θj + µi),

(20)

βki,j = −
(
Dk
i,j +Qθjµ̂i

)
, χki,j = −βki,j

H̃k
i,j+1 − H̃k

i,j

hθ

и для любой функции gki,j на сетке ωh:

(
gki,j
)+

=
gki,j +

∣∣gki,j∣∣
2

,
(
gki,j
)−

=
gki,j −

∣∣gki,j∣∣
2

. (21)

Интегралы Dk
i,j будем вычислять методом трапеций

Dk
i,j = hθ

(
dki,0 + dki,j

2
+

j−1∑
j′=1

dki,j′

)
, (22)

где dki,j =
H̃k
i+1,j−H̃k

i,j

hξ
и Dk

0,j = Dk
N,j .

Тогда явная разностная схема для задачи (15)–(18) имеет следующий вид:

H̃k+1
i,j = H̃k

i,j − ht

((
αki,j
)+ H̃k

i,j − H̃k
i−1,j

hξ
+
(
αki,j
)− H̃k

i+1,j − H̃k
i,j

hξ
+Qµ̂i

(
H̃k
i,j +H

k
j −H

k
M

)
−

Q
(
Dk
i,j −Dk

i,M

)
+
(
βki,j
)+ H

k
j −H

k
j−1

hθ
+
(
βki,j
)− H

k
j+1 −H

k
j

hθ

)
+

ht
H̃k
i,j+1 − 2H̃k

i,j + H̃k
i,j−1

h2θ

1

ρ∞
, (23)

H̃k
i,0 = −µiQ, H̃k

i,M = H̃k
i,M−1, H̃k

0,j = H̃k
N,j , H̃0

i,j = F̃i,j (24)

H
k+1
j = H

k
j + htW

k
j + ht

H
k
j+1 −H

k
j +H

k
j−1

h2θ

1

ρ∞
, (25)

H
k
0 = 0, H

k
M = Hk

M−1, H
0
j = 0, (26)

где интегралы W k
j вычисляются методом трапеций W k

j =
hξ
T

(
χk0,j+χ

k
N,j

2 +
∑N−1

i=1 χki,j

)
.
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Легко показать, что построенная разностная схема удовлетворяет принципу максимума
(см. [25]) и устойчива при ht < min{h2ξ , h2θ}.

Функция uki,j может быть найдена по формуле

uki,j = H̃k
i,j +H

k
j +Q(θj + µi), (27)

а функция vki,j может быть найдена из интеграла (10) путем численного интегрирования
по формуле

vki,j = µ̂iu
k
i,j + hθ

(
ζki,0 + ζki,j

2
+

j−1∑
jj=1

ζki,jj

)
, (28)

где ζki,j = −uki+1,j − uki,j
hξ

. Отметим, что мы можем оценить численные ошибки вычислений
путем проверки условия v = 0.

Теперь введем функцию eps(t):

eps(tk) = ‖uk+1
i,j − u

k
i,j‖C ,

где ‖gki,j‖C = max(i,j)∈ωh |g
k
i,j |. Эта функция иллюстрирует процесс выхода решения на

стационар. Если спустя некоторое время t∗ мы имеем eps(t) < ψ для всех t > t∗ и
некоторого малого ψ (на иллюстрациях ниже мы положили ψ = 10−3), тогда мы можем
говорить о том, что получили стационарное решение.

3. Результаты численного моделирования

В этом пункте мы приведем некоторые результаты численного моделирования. Пусть
x = 1 (это расстояние от кромки пластины). Будем считать, что функция µ имеет вид:

µ(ξ) = a
(

cos(ξ) + cos(2ξ)
)
, a = const.

Пусть u∞ = 1, ρ∞ = 1. Начальное условие для функции H̃ (19) получается из (5) с
помощью замены (12) и процедуры осреднения и имеет следующий вид:

F̃ =

{
−Qµ(ξ)(1− 0.2θ), θ ≤ 5,

0, θ > 5.
(29)

Для численного моделирования использовались следующие параметры сетки ωh:
число узлов по горизонтали N = 200 (соответствующий пространственный шаг
hξ = 2π/N); пространственный шаг по вертикали hθ = 0.01 (соответствующее число
узлов M = θmax/hθ); θmax = 15; временной шаг ht = 10−5.

Как было отмечено в предыдущем пункте, погрешности, возникающие из-за обреза-
ния области Ω, довольно малы. В качестве подтверждения этого утверждения, мы про-
вели вычисления с различными значениями θmax: θsmax = 15 и θlmax = 50, при неизменных
остальных параметрах сетки и самой задачи (a, x, u∞, ρ∞). Обозначим результаты мо-
делирования (функцию u) для θsmax через u1, т. е. функция u1 вычислена на области
Ω1 = {0 ≤ ξ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ θsmax = 15, 0 ≤ t ≤ 5}, а для θlmax через u2, т. е. функция u2
вычислена на области Ω2 = {0 ≤ ξ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ θlmax = 50, 0 ≤ t ≤ 5}. Мы сравнили
функции u1 и u2 на малой области Ω1 путем вычисления сеточной нормы ‖u2−u1‖C как
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функции от времени t, и получили, что максимальная погрешность порядка 10−5. Это
сравнение приведено на рис. 3.

Безусловно, погрешность конечно растет, но на рассматриваемой области модели-
рования по времени она остается малой, соизмеримой с погрешностью аппроксимации
разностной схемы.

Рис. 3. График зависимости ‖u2 − u1‖C от t

Численное моделирование показало, что есть два типа поведения течения: ламинар-
ное обтекание и течение с вихрями. Более того, существуют две критические амплитуды
a∗1 и a∗2 такие, что

• если a < a∗1, то мы наблюдаем ламинарное обтекание, которое с некоторого момента
времени является стационарным, см. рис. 4 и 5;

• если a∗1 < a < a∗2, то мы наблюдаем формирование вихрей в левой ямке, см. рис. 6;

• если a > a∗2, то мы наблюдаем вихреобразования в обеих ямках, см. рис. 7.

В двух последних случаях (при a > a∗1) вихрь образуется на левой “стенке” ямки, затем
перемещается по потоку и разрушается на правой стенке ямки, и в дальнейшем этот
процесс может повторяться. Точки, в которых возникают вихри — это точки минимума
µ′(ξ), но этот численный результат требует аналитического исследования, которое будет
сделано в отдельной работе. Фактически это означает, что вихреобразование зависит от
величины крутизны стенки. Цветом на рис. 4, 6 и 7 обозначена абсолютная величина
скорости.

Рис. 4. Ламинарное течение, a = 0.2,
t = t1 > 0 Рис. 5. Ламинарное течение, график функции

eps(t)
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Рис. 6. Течение с вихрями, a = 1.2,
t = t1 > 0

Рис. 7. Течение с вихрями, a = 1.8,
t = t1 > 0

4. Заключение

В статье представлен алгоритм для численного моделирования течения вязкой жид-
кости вблизи поверхностей с малыми неровностями. А именно, построен алгоритм чис-
ленного решения системы уравнений Прандтля с индуцированным давлением и пери-
одическими граничными условиями. Эта система уравнений, не являющаяся классиче-
ской системой уравнений в частных производных, описывает течение в “нижней” палубе
трех- и двухпалубных структур пограничного слоя. Подчеркнем, что предложенный ал-
горитм позволяет моделировать течение в пристеночной зоне (т. е. на “нижней палубе”)
независимо от других палуб многопалубных структур, и в этом основное отличие (поми-
мо периодичности) от [23]. Отметим, что важным свойством предложенного алгоритма
является минимизация вычислительной ошибки, связанной с периодичностью. Это до-
стигнуто разделением уравнения на уравнение для осциллирующей части и уравнение
для среднего значения.

Многопалубные структуры возникают в различных задачах обтекания жидкостями
поверхностей с малыми периодическими быстроосциллирующими неровностями (напри-
мер, вдоль возмущенных пластин или внутри осесимметричных труб с волнистыми стен-
ками, [13, 14, 16, 19, 20, 22]). Численное моделирование показало, что в этой задаче суще-
ствует два режима течения: ламинарное течение и течение с вихрями, в зависимости от
амплитуды неровностей. Эти результаты представлены на рис. 4, 6 и 7.
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