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Исследуется скорость выделения энергии деформации в нелинейных неоднородных упру-
гих балках при наличии продольных трещин. Для описания различного поведения ма-
териала при растяжении и сжатии используются соотношения между напряжениями и
деформациями Рамберга— Осгуда. Предполагается, что свойства материала непрерыв-
но изменяются по толщине балки, трещины располагаются по высоте балки произволь-
но. Исследуется продольная трещина в консольной балке. Для верификации решения
используется J-интеграл.
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Введение. Зависимость свойств материала конструкций от пространственных коор-
динат существенно затрудняет анализ процесса их разрушения [1–6]. Актуальность изу-
чения механизмов разрушения неоднородных материалов обусловлена их широким приме-
нением в технике. Следует отметить, что функционально-градиентные материалы, явля-
ющиеся неоднородными материалами, превосходят традиционные металлические матери-
алы по соотношениям жесткости и прочности с удельным весом [7–11]. Другим важным
преимуществом является возможность создавать функционально-градиентные материа-
лы с заданным законом изменения их свойств по пространственным переменным. Указан-
ные выше свойства функционально-градиентных материалов позволяют использовать их
в авиационной и космической технике.

Некоторые однородные материалы изготавливаются послойно (один слой накладыва-
ется на другой) [11]. При этом между слоями могут образоваться продольные трещины.
В работах [12–14] исследуется разрушение балок различной конфигурации при наличии
в них продольных трещин. В этих работах используется степенной закон связи между

напряжениями и деформациями.
В данной работе предлагается метод определения скорости выделения энергии дефор-

мации в балке из нелинейно-упругого материала при наличии в ней продольной трещины.
Используются определяющие соотношения Рамберга — Осгуда для материала с различ-
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Рис. 1. Элемент балки с продольной трещиной:
1 — трещина, 2 — фронт трещины

ным поведением при растяжении и сжатии. Предлагается общий подход к решению задач
о разрушении балок при наличии в них продольных трещин.

1. Теоретическая модель. Элемент балки, содержащий фронт трещины, показан
на рис. 1. По высоте балки трещина располагается произвольно. Нижняя и верхняя ча-
сти балки (по отношению к трещине) имеют различную толщину h1 и h2 соответственно.
Поперечное сечение балки симметрично относительно оси z3, проходящей через центр тя-
жести. Осевая сила и изгибающий момент, действующие в поперечном сечении балки,
расположенном перед фронтом трещины, обозначены соответственно через N и M (см.
рис. 1). В работе [12] показано, что выражение для скорости выделения энергии деформа-
ции G для балки, схема которой представлена на рис. 1, можно записать в виде

G =
1

bs

( hC1∫
z1n1

u∗0ta1
b(z1) dz1 +

z1n1∫
−h1+hC1

u∗0ca1
b(z1) dz1 +

hC2∫
z2n2

u∗0ta2
b(z2) dz2 +

+

z2n2∫
−h2+hC2

u∗0ca2
b(z2) dz2 −

hC3∫
z3n3

u∗0ta3
b(z3) dz3 −

z3n3∫
−h1−h2+hC3

u∗0ca3
b(z3) dz3

)
, (1)

где величины z1, z1n1 , hC1
, hC2

, hC3
, z2, z2n2 , h1, h2, z3, z3n3 определены на рис. 2; u∗0ta1

,
u∗0ca1

— плотности дополнительной энергии деформации в зонах растяжения и сжатия со-
ответственно, расположенных в поперечном сечении ниже трещины за ее фронтом; u∗0ta2

,
u∗0ca2

— плотности дополнительной энергии деформации в зонах растяжения и сжатия со-
ответственно, расположенных в поперечном сечении выше трещины за ее фронтом; u∗0ta3

,
u∗0ca3

— плотности дополнительной энергии деформации в зонах растяжения и сжатия

соответственно, расположенных перед фронтом трещины; b(zi) (i = 1, 2, 3) — ширина бал-
ки, являющаяся функцией координат z1, z2, z3; bs — ширина балки на высоте, на которой
расположена трещина. В формуле (1) учтено, что нижние волокна балки растянуты (см.
рис. 1).

В данной работе для случаев растяжения и сжатия соответственно используются со-
отношения между напряжениями и деформациями Рамберга — Осгуда

ε =
σt

Et
+

( σt

Ht

)1/nt
, ε =

σc

Ec
+

( σc

Hc

)1/nc
, (2)

где ε — продольная деформация; σt, σc — растягивающее и сжимающие нормальные на-
пряжения соответственно; Et, Ec, Ht, Hc, nt, nc — константы материала. Предполагается,
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Рис. 2. Поперечные сечения балки с трещиной (1), расположенные за фронтом
трещины (а) и перед ним (б):
n1−n1, n2−n2 — нейтральные линии, расположенные в верхней и нижней частях попе-
речного сечения соответственно, n3−n3 — нейтральная линия балки

что при растяжении и сжатии модули упругости материала Et и Ec изменяются непре-
рывно по высоте балки. В случае соотношений между напряжениями и деформациями

Рамберга — Осгуда выражения для плотности дополнительной энергии деформации в зо-
нах растяжения и сжатия, расположенных в нижней части балки за фронтом трещины,
записываются в следующем виде [14]:

u∗0ta1
=

σ2
t

2Et
+

ntσ
(1−nt)/nt
t

(1 + nt)H
1/nt
t

, u∗0ca1
=

σ2
c

2Ec
+

ncσ
(1−nc)/nc
c

(1 + nc)H
1/nc
c

. (3)

Для того чтобы вычислить величину G, определенную в формуле (1), величины u∗0ta1
и

u∗0ca1
в (3) нужно представить в виде функций переменной z1. Из выражения (2) нельзя

определить напряжения σt и σc в явном виде. Поэтому напряжения σt и σc раскладываются

в ряд Тейлора и в разложениях удерживаются только первые три члена:

σt(z1) ≈ σt(z1t) +
σ′

t(z1t)

1!
(z1 − z1t) +

σ′′
t (z1t)

2!
(z1 − z1t)

2; (4)

σc(z1) ≈ σc(z1c) +
σ′

c(z1c)

1!
(z1 − z1c) +

σ′′
c (z1c)

2!
(z1 − z1c)

2. (5)

Здесь z1t = hC1
/2 + z1n1/2; z1c = −h1/2 + hC1

/2 + z1n1/2. В (4) z1n1 6 z1 6 hC1
, поскольку

эта формула справедлива в зонах растяжения, расположенных в нижней части балки за
фронтом трещины (см. рис. 2,а). В (5) −h1 + hC1

6 z1 6 z1n1 , так как эта формула
справедлива в зонах сжатия, расположенных в нижней части балки за фронтом трещины
(см. рис. 2,а).

Формулы (4), (5) можно записать в следующем виде:

σt(z1) ≈ β0t + β1t(z1 − z1t) + β2t(z1 − z1t)
2; (6)

σc(z1) ≈ β0c + β1c(z1 − z1c) + β2c(z1 − z1c)
2. (7)
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Коэффициенты β0t, β1t, β2t, β0c, β1c, β2c определяются с использованием формулы (2).
Поскольку отношение длины пролета балки к ее толщине велико, распределение деформа-
ций по высоте балки в ее нижней части вычисляется с использованием гипотезы плоских

сечений Бернулли:

ε = κ1(z1 − z1n1) (8)

(z1n1 — координата нейтральной линии в нижней части поперечного сечения (см. рис. 2,а);
κ1 — кривизна нейтральной линии в нижней части балки).

Подставляя (6)–(8) в (2), получаем

κ1(z1 − z1n1) = [β0t + β1t(z1 − z1t) + β2t(z1 − z1t)
2]/Et +

+ [β0t + β1t(z1 − z1t) + β2t(z1 − z1t)
2]1/nt/H

1/nt
t ; (9)

κ1(z1 − z1n1) = [β0c + β1c(z1 − z1c) + β2c(z1 − z1c)
2]/Ec +

+ [β0c + β1c(z1 − z1c) + β2c(z1 − z1c)
2]1/nc/H

1/nc
c . (10)

Подставляя z1 = z1t в (9) и z1 = z1c в (10), находим следующие выражения:

κ1(z1t − z1n1) =
β0t

Et
+

β
1/nt
0t

H
1/nt
t

, κ1(z1c − z1n1) =
β0c

Ec
+

β
1/nc
0c

H
1/nc
c

. (11)

Вычисляя первую и вторую производные по z1 от выражения (9) и подставляя в них
z1 = z1t, имеем

E′
tκ1(z1t − z1n1) + Etκ1 = β1t +

1

H
1/nt
t

(
E′

tβ
1/nt
0t +

Et

nt
β

1/nt−1
0t β1t

)
; (12)

E′′
t κ1(z1t − z1n1) + 2E′

tκ1 = 2β2t +
1

H
1/nt
t

[
E′′

t β
1/nt
0t +

E′
t

nt
β

1/nt−1
0t β1t +

+ β2t

(E′
t

nt
β

1/nt−1
0t + Et

1− nt

n2
t

β
(1−2nt)/nt
0t β1t

)
+ 2

Et

nt
β

(1−nt)/nt
0t β2t

]
, (13)

где E′
t, E′′

t — значения первой и второй производных Et по z1 при z1 = z1t. Вычисляя
первую и вторую производные по z1 от выражения (10) и подставляя в них z1 = z1c,
находим

E′
cκ1(z1c − z1n1) + Ecκ1 = β1c +

1

H
1/nc
t

(
E′

cβ
1/nc
0c +

Ec

nc
β

1/nc−1
0c β1c

)
; (14)

E′′
c κ1(z1c − z1n1) + 2E′

cκ1 = 2β2c +
1

H
1/nc
c

[
E′′

c β
1/nc
0c +

E′
c

nc
β

1/nc−1
0c β1c +

+ β2c

(E′
c

nc
β

1/nc−1
0c + Ec

1− nc

n2
c

β
(1−2nc)/nc
0c β1c

)
+ 2

Ec

nc
β

(1−nc)/nc)
0c β2c

]
, (15)

где E′
c, E′′

c — значения первой и второй производных Ec при z1 = z1c.
В результате получаем систему шести уравнений (11)–(15) относительно восьми неиз-

вестных β0t, β1t, β2t, β0c, β1c, β2c, z1n1 , κ1. Еще два уравнения можно получить, записывая
уравнения равновесия нижней части поперечного сечения балки
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N1 =

hC1∫
z1n1

σtb(z1) dz1 +

z1n1∫
−h1+hC1

σcb(z1) dz1,

M1 =

hC1∫
z1n1

σtz1b(z1) dz1 +

z1n1∫
−h1+hC1

σcz1b(z1) dz1.

(16)

Здесь σt, σc определены в (6), (7); N1, M1 — осевая сила и изгибающий момент в нижней

части балки соответственно (см. рис. 2,а). Для заданных геометрии балки, нагрузок и
свойств материала балки уравнения (11)–(16) можно решить относительно β0t, β1t, β2t,
β0c, β1c, β2c, z1n1 , κ1 с использованием пакета MatLab.

Для того чтобы вычислить плотность дополнительной энергии в областях растяжения

и сжатия, расположенных в верхней части балки, нужно записать формулы (3) в следую-
щем виде:

u∗0ta2
=

σ2
gt

2Et
+

ntσ
(1−nt)/nt
gt

(1 + nt)H
1/nt
t

, u∗0ca2
=

σ2
gc

2Ec
+

ncσ
(1−nc)/nc
gc

(1 + nc)H
1/nc
c

(17)

(σgt, σgc — нормальные напряжения в зонах растяжения и сжатия соответственно), а в
уравнениях (6), (7), (11)–(16) величины β0t, β1t, β2t, β0c, β1c, β2c, z1, z1n1 , κ1, z1t, z1c, hC1

,
h1, N1, M1 заменить на величины βg0t, βg1t, βg2t, βg0c, βg1c, βg2c, z2, z2n2, κ2, z2t, z2c, hC2

,
h2, N2, M2 соответственно. Здесь z2n2, κ2, N2, M2 — координата нейтральной линии,
кривизна нейтральной линии, осевая сила и изгибающий момент в верхней части балки
соответственно (см. рис. 2,а).

Для того чтобы вычислить величины u∗0ta3
, u∗0ca3

, нужно записать формулы (3) следу-
ющим образом:

u∗0ta3
=

σ2
rt

2Et
+

ntσ
(1−nt)/nt
rt

(1 + nt)H
1/nt
t

, u∗0ca3
=

σ2
rc

2Ec
+

ncσ
(1−nc)/nc
rc

(1 + nc)H
1/nc
c

(18)

(σrt, σrc — нормальные напряжения в областях растяжения и сжатия в поперечном сече-
нии, расположенных перед фронтом трещины), а в формулах (6), (7), (11)–(16) величины
β0t, β1t, β2t, β0c, β1c, β2c, z1, z1n1 , κ1, z1t, z1c, hC1

, h1, N1, M1 заменить на величины βr0t,
βr1t, βr2t, βr0c, βr1c, βr2c, z3, z3n3 , κ3, z3t, z3c, hC3

, h1 + h2, N3, M3, где z3n3 , κ3, N3, M3 —
соответственно координата нейтральной линии, кривизна нейтральной линии, осевая сила
и изгибающий момент в поперечном сечении, расположенном перед фронтом трещины (см.
рис. 2,б).

Выражение для скорости выделения энергии деформации можно получить, подстав-
ляя (3), (17), (18) в (1). Интегрирование в формуле (1) можно выполнить с использованием
пакета MatLab.

Для балки прямоугольного сечения формула (1) записывается в виде

G =

hC1∫
z1n1

u∗0ta1
dz1 +

z1n1∫
−h1+hC1

u∗0ca1
dz1 +

hC2∫
z2n2

u∗0ta2
dz2 +

z2n2∫
−h2+hC2

u∗0ca2
dz2 −

−

hC3∫
z3n3

u∗0ta3
dz3 −

z3n3∫
−h1−h2+hC3

u∗0ca3
dz3. (19)
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Рис. 3. Схема балки с продольной трещиной (1)

2. Пример. Метод, изложенный в п. 1, применяется для анализа скорости выделения
энергии деформации в консоли при наличии в ней продольной трещины (рис. 3). Попереч-
ным сечением балки является прямоугольник шириной b и высотой 2h. Толщины нижней
и верхней частей балки равны h1 и h2 соответственно, длина трещины — a. Балка нагру-
жена изгибающим моментомM , приложенным на свободном конце верхней части консоли.
Нижняя часть балки свободна от напряжений, поэтому u∗0ta1

= 0, u∗0ca1
= 0.

Модули упругости Et, Ec изменяются по высоте балки в соответствии с законами

Et = Et0

[
1 + δt sin

(z3 + h

2h

π

2

)]
, Ec = Ec0

[
1 + δc sin

(z3 + h

2h

π

2

)]
, (20)

где Et0, Ec0 — значения модулей Et и Ec на верхней и нижней поверхностях балки соответ-
ственно; δt, δc — константы, определяющие величину градиентов модулей Et, Ec. Ось z3 —
вертикальная ось, проходящая через центр тяжести поперечного сечения (−h 6 z3 6 h).

Выражения для плотностей энергии деформации u∗0ta2
, u∗0ca2

в верхней и нижней ча-

стях балки получаются следующим образом. Запишем формулы (20) в виде

Et = Et0

[
1 + δt sin

(z2 + h2/2

2h

π

2

)]
, Ec = Ec0

[
1 + δc sin

(z2 + h2/2

2h

π

2

)]
, (21)

где −h2/2 6 z2 6 h2/2. Затем в формулах (6), (7) величины β0t, β1t, β2t, β0c, β1c, β2c, z1,
z1t, z1c заменим на величины βg0t, βg1t, βg2t, βg0c, βg1c, βg2c, z2, z2t, z2c соответственно, после
чего подставим выражения (6), (7) в уравнения равновесия (16). В уравнении (16) заменим
величины b(z1), hC1

, z1n1 , h1, N1, M1 на величины b, h2/2, z2n2 , h2, N2, M2 соответственно.
В результате получаем

N = b
{

β0t

(h2

2
− z2n2

)
+

β1t

2

[(h2

2
− z2t

)2
− (z2n2 − z2t)

2
]

+

+
β2t

3

[(h2

2
− z2t

)3
− (z2n2 − z2t)

3
]}

+ b
{

β0t

(
z2n2 +

h2

2

)
+

+
ϕ1t

2

[
(z2n2 − z2t)

2 −
(
− h2

2
− z2n2

)2]
+

β2c

3

[
(z2n2 − z2t)

3 −
(
− h2

2
− z2t

)3]}
; (22)

M = b
{β0t

2

(h2
2

4
− z2

2n2

)
+ β1t

[1

3

(h3
2

8
− z3

2n2

)
− z2t

2

(h22
1

4
− z2

2n2

)]
+

+ β2t

[1

4

(h4
2

16
− z4

2n2

)
− 2z2t

3

(h3
2

8
− z3

2n2

)
+

z2
2t

2

(h2
2

4
− z2

2n2

)]}
+
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+ b
{ϕ0c

2

(
z2
2n2
− h2

2

4

)
+ ϕ1c

[1

3

(
z3
2n2

+
h3

2

8

)
− z2t

2

(
z2
2n2
− h2

2

4

)]
+

+ ϕ2c

[1

4

(
z4
2n2
− h4

2

16

)
− 2z2t

3

(
z3
2n2

+
h3

2

8

)
+

z2
2t

2

(
z2
2n2
− h2

2

4

)]}
, (23)

при этом учтено, что N2 = 0; M2 = M (см. рис. 2). После замены в уравнениях (11)–
(15) величин β0t, β1t, β2t, β0c, β1c, β2c, z1n1 , κ1, z1t, z1c на величины βg0t, βg1t, βg2t, βg0c,
βg1c, βg2c, z2n2 , κ2, z2t, z2c соответственно и подстановки в полученные уравнения выраже-
ний (21) уравнения (11)–(15), (22), (23) можно решить с помощью пакета MatLab. Затем,
подставляя σgt, σgc в (17), можно вычислить u∗0ta2

, u∗0ca2
.

Из уравнений (11)–(15), (22), (23) можно также определить величины βr0t, βr1t, βr2t,
βr0c, βr1c, βr2c, z3n3 , κ3. Для этого величины βg0t, βg1t, βg2t, βg0c, βg1c, βg2c, z2n2 , κ2, z2t,
z2c, h2/2, h2, N2, M2 нужно заменить на величины βr0t, βr1t, βr2t, βr0c, βr1c, βr2c, z3n3 , κ3,
z3t, z3c, h, 2h, N3, M3 соответственно, где N3 = 0; M3 = M . Решив уравнения (11)–(15),
(22), (23), можно вычислить плотность дополнительной энергии деформации в поперечном
сечении балки перед фронтом трещины, подставив σrt, σrc в (18).

Полагая u∗0ta1
= 0, u∗0ca1

= 0, подставляя (17), (18) в (19) и заменяя hC2
и hC3

на h2/2

и h соответственно, интегрирование уравнения (19) можно выполнить с использованием
пакета MatLab.

Для верификации предложенного метода вычисленная скорость выделения энергии де-
формации сравнивается с J-интегралом [15], который вычисляется вдоль контура Γ (штри-
ховая линия на рис. 3). В нижней части балки J-интеграл равен нулю. J-интеграл можно
представить в виде суммы J = JΓ1

+JΓ2
, где JΓ1

, JΓ2
— значения J-интеграла вдоль участ-

ков Γ1, Γ2 контура Γ соответственно (участок Γ1 находится в верхней части поперечного

сечения балки, расположенного над трещиной, участок Γ2 — в поперечном сечении балки,
расположенном перед фронтом трещины). Выражение для J-интеграла вдоль участка Γ1

записывается в виде

JΓ1
=

h2/2∫
z2n2

[
u0ta2 cos α−

(
pxt

∂u

∂x
+ pyt

∂v

∂x

)]
dz2 +

+

z2n2∫
−h2/2

[
u0ca2 cos α−

(
pxc

∂u

∂x
+ pyc

∂v

∂x

)]
dz2, (24)

где pxt = −σgt; pxc = −σgc; pyt = pyc = 0; ∂u/∂x = ε = κ2(z2−z2n2); cos α = −1. Выражения
для плотностей энергии деформации u0ta2 , u0ca2 имеют вид [14]

u0ta2 =
σ2

gt

2Et
+

σ
(1−nt)/nt
gt

(1 + nt)H
1/nt
t

, u0ca2 =
σ2

gc

2Ec
+

σ
(1−nc)/nc
gc

(1 + nc)H
1/nc
c

, (25)

где Et, Ec определены в (21).
J-интеграл вдоль участка Γ2 вычисляется следующим образом:

JΓ2
=

h∫
z3n3

[
u0ta3 cos α1 −

(
pxt1

∂u

∂x1
+ pyt1

∂v

∂x1

)]
(−dz3) +

+

z3n3∫
−h

[
u0ca3 cos α1 −

(
pxc1

∂u

∂x1
+ pyc1

∂v

∂x1

)]
(−dz3). (26)
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Рис. 4. Зависимость скорости выделения энергии деформации от параметра δt:
1 — h2/(2h) = 0,25, 2 — h2/(2h) = 0,50, 3 — h2/(2h) = 0,75

Рис. 5. Зависимость скорости выделения энергии деформации от параметра δc:
1 — нелинейный материал, 2 — линейно-упругий материал

Здесь pxt1 = σrt; pxc1 = σrc; pyt1 = pyc1 = 0; ∂u/∂x1 = κ3(z3 − z3n3); cos α1 = 1. Плотности
энергии деформации u0ta3 и u0ca3 определены в (25). Для того чтобы вычислить эти плотно-
сти, величины σgt и σgc нужно заменить на σrt и σrc соответственно.Модули упругости Et

и Ec, содержащиеся в выражениях (25), определены в (20). Интегралы (24), (26) можно
вычислить с использованием пакета MatLab. Сумма J-интегралов (24), (26) представляет
собой скорость выделения энергии (19), что подтверждает корректность предложенного в
работе метода определения скорости выделения энергии деформации. Скорость выделения
энергии вычислялась также с сохранением более трех членов в рядах Тейлора. При этом
вычисленное значение скорости выделения энергии деформации отличалось от значения,
вычисленного с сохранением трех членов в рядах Тейлора, менее чем на 2 %.

Ниже приведены результаты параметрического исследования скорости выделения

энергии деформации с использованием соотношения (19) для консольной балки (см. рис. 3).
Вычислялась безразмерная скорость выделения энергии деформации GN = G/(Et0b) при
значениях параметров b = 0,02, h = 0,006 м, M = 80 Н ·м. Положение трещины по высоте
балки определяется отношением h2/(2h). Константы δt и δc характеризуют градиенты мо-
дулей упругости Et и Ec по высоте балки. На рис. 4 приведена зависимость GN = G/(Et0b)
от величины δt при Ec0/Et0 = 0,8, δc/δt = 0,6, Ht/Et0 = 0,7, Hc/Et0 = 0,9, nc = nt = 0,6
и различных значениях отношения h2/(2h). С увеличением δt скорость выделения энер-
гии деформации уменьшается. Это обусловлено тем, что жесткость балки увеличивается
с увеличением δt. Также скорость выделения энергии деформации уменьшается с увели-
чением отношения h2/(2h) вследствие увеличения жесткости части балки, расположенной
выше трещины.

На рис. 5 приведена зависимость безразмерной скорости выделения энергии деформа-
ции от величины δc при δt = 0,5 и h2/(2h) = 0,25. При увеличении δc скорость выделения

энергии деформации уменьшается. На рис. 5 приведена также зависимость Gn(δc) для
балки из линейно-упругого неоднородного материала (соотношения для этого материала
получаются из (1) при Ht → ∞ и Hc → ∞). Из приведенных зависимостей следует, что
для балки из нелинейно-упругого неоднородного материала скорость выделения энергии
деформации больше. Нелинейное поведение материала учитывается вторым членом в пра-
вой части соотношений Рамберга — Осгуда (2), который зависит от констант Ht, Hc,
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Рис. 6. Зависимость скорости выделения энергии деформации от параметра nt:
1 — Ht/Et0 = 0,5, 2 — Ht/Et0 = 1,0, 3 — Ht/Et0 = 2,0

Рис. 7. Зависимость скорости выделения энергии деформации от параметра nc:
1 — Hc/Et0 = 0,5, 2 — Hc/Et0 = 1,0, 3 — Hc/Et0 = 2,0

nt, nc. Результаты исследования влияния этих параметров на скорость выделения энергии
деформации приведены на рис. 6, 7. Видно, что скорость выделения энергии деформации
уменьшается с увеличением параметров nt, nc, Ht/Et0, Hc/Et0.

Заключение. Предложен метод вычисления скорости выделения энергии деформации
в балке из нелинейно-упругого материала при наличии в ней продольной трещины. Ис-
пользуются соотношения между напряжениями и деформациями Рамберга — Осгуда. По-
перечное сечение балки симметрично относительно оси, проходящей через центр тяжести.
Свойства материала балки непрерывно изменяются по ее высоте. Поведение материала
различно при растяжении и сжатии. Расположение трещины по высоте балки произволь-
но. С использованием предложенного метода исследована скорость выделения энергии де-
формации в консоли с прямоугольным поперечным сечением, содержащей продольную тре-
щину. Для верификации предложенного метода использован J-интеграл. Установлено, что
скорость выделения энергии деформации уменьшается с увеличением градиента механи-
ческих характеристик материала по высоте балки и толщины части балки, расположенной
над трещиной. Скорость выделения энергии деформации для балки из нелинейно-упругого
материала больше, чем для балки из линейно-упругого материала.
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