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Приведены модифицированные уравнения изгиба слоистых ортотропных пластин в пер-
вом приближении. В результате аппроксимации решений уравнений трехмерной тео-
рии упругости отрезками полиномов Лежандра получены дифференциальные уравнения
упругого слоя. Для аппроксимации уравнений равновесия и краевых условий трехмер-
ной теории упругости использовано несколько аппроксимаций каждой искомой функции
(напряжений и смещений). Напряжения во внутренних точках пластины определяются
из осредненных по ее толщине определяющих уравнений для ортотропного материала.
При построении уравнений изгиба слоистых пластин для каждого слоя использованы
уравнения упругого слоя и условия сопряжения на границах между слоями — условия
непрерывности нормальных напряжений и смещений. Проведено сравнение численного
решения задачи об изгибе прямоугольной слоистой пластины, полученного с исполь-
зованием модифицированных уравнений, и аналитического решения. Установлено, что
максимальная погрешность при определении напряжений не превышает 3 %.
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Введение. При сведении трехмерной задачи теории упругости к двумерной (теории
оболочек) используются либо гипотезы кинематического и силового характера [1–7], либо
разложения решений уравнений теории упругости по некоторой полной системе функций

[8–15]. Гипотезы кинематического и силового характера накладывают достаточно силь-
ные ограничения на напряженно-деформированное состояние, поэтому, как правило, с ис-
пользованием таких гипотез строятся уравнения теории оболочек для случая, когда на
лицевых поверхностях оболочки заданы напряжения. При решении контактных задач на
основе таких уравнений зачастую возникают эффекты, не имеющие физического смысла.
Применение разложений решений уравнений теории упругости по некоторой полной си-
стеме функций позволяет построить уравнения оболочек в различных приближениях. При
этом одним из основных вопросов является следующий: на основе каких дополнительных
предположений строится то или иное приближение, а именно: сколько членов в разло-
жениях нужно удерживать при построении данного приближения? Поскольку полиномы
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Лежандра образуют полную систему функций в пространстве L2[−1, 1], именно эта систе-
ма функций обычно используется при построении уравнений теории оболочек.

При редукции трехмерной задачи к двумерной с использованием аппроксимаций на-
пряжений и перемещений рядами функций необходимо выполнить их усечение при постро-
ении конечного приближения. При этом разрешающие уравнения должны быть достаточно
простыми и должны допускать корректную формулировку контактных условий на лице-
вых поверхностях оболочки и краевых условий на ее торцах.

В работах [11–15] предложена процедура построения модифицированных уравнений
пластин и оболочек на основе разложений искомых функций по полиномам Лежандра. Для
каждой искомой функции используется несколько аппроксимаций. Одновременная аппрок-
симация смещений и напряжений, как правило, приводит к смешанным вариационным
постановкам задач, в которых отсутствует свойство минимальности действительного по-
ля перемещений. При использовании нескольких аппроксимаций смещений и напряжений
указанное свойство сохраняется. Это позволяет построить положительно-определенный
квадратичный функционал и сходящийся итерационный алгоритм численного решения

плоских задач теории упругости с использованием конечного элемента [16].

В [12, 17] построены уравнения теории оболочек порядка N в ортогональной криво-
линейной системе координат. В любом приближении порядок построенной системы диф-
ференциальных уравнений не зависит от того, задаются ли на лицевых поверхностях обо-
лочки напряжения, смещения или их линейная комбинация, что обеспечивает корректную
формулировку контактных условий на этих поверхностях как в перемещениях, так и в
напряжениях. Уравнения оболочек в первом приближении являются дифференциальными
уравнениями в частных производных 10-го порядка. При N = 1 искомыми функциями
в дифференциальных уравнениях являются используемые в теории оболочек усилия, мо-
менты и соответствующие им перемещения и углы поворотов поперечных сечений, осред-
ненные по толщине оболочки. В случае цилиндрического изгиба пластин или осесиммет-
ричного деформирования оболочки система уравнений в первом приближении является

системой обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка с переменными

коэффициентами для неоднородных пластин и с постоянными коэффициентами для од-
нородных. Коэффициенты этой системы зависят от вида условий, заданных на лицевых
поверхностях пластины или оболочки.

В работах [18–23] приведены решения различных задач о напряженно-
деформированном состоянии однородных и слоистых пластин и оболочек с помощью

модифицированных уравнений.

Как отмечено выше, для получения приближенных уравнений равновесия и соотно-
шений между деформациями и перемещениями используется несколько аппроксимаций

каждой искомой функции (напряжений и смещений). Напряжения внутри оболочки опре-
деляются из осредненных по ее толщине определяющих соотношений, что позволяет доста-
точно легко обобщить метод для вывода уравнений упругопластического деформирования

пластин и оболочек.

В работах [24–26] приведены аналитические решения задач об изгибе многослойных
ортотропных пластин при действии на них нагрузок специального вида.

Приведенные ниже уравнения изгиба пластин следуют из уравнений работы [15], если
в последних положить R1 = R2 = ∞, A1 = A2 = 1.

1. Уравнения трехмерной задачи теории упругости в декартовой систе-
ме координат. Запишем уравнения плоской задачи теории упругости в области ω =
{x1, x2, x3: xi ∈ [ai, bi], x3 ∈ [−h/2, h/2], i = 1, 2}.
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Уравнения равновесия имеют вид

∂σ11

∂x1
+

∂σ12

∂x2
+

∂σ13

∂x3
+ q1 = 0 (1 � 2),

∂σ31

∂x1
+

∂σ32

∂x2
+

∂σ33

∂x3
+ q3 = 0,

(1.1)

где σij — напряжения; qi — объемные силы; запись “1 � 2” означает наличие уравнений
и соотношений, которые получаются из предыдущих заменой индекса 1 на 2, а индекса 2
на 1.

В линейной теории упругости в декартовой системе координат компоненты тензора

деформаций eij выражаются через компоненты вектора перемещения U (u1, u2, u3) по фор-
мулам

e11 =
∂u1

∂x1
, 2e12 =

∂u2

∂x1

∂u1

∂x2
,

2e31 = 2e13 =
∂u3

∂x1
+

∂u1

∂x3
(1 � 2), e33 =

∂u3

∂x3
.

(1.2)

Связь между компонентами тензора напряжений и тензора деформаций запишем в виде

σij = aijmnemn, i, j = 1, 2, 3. (1.3)

В соотношениях (1.3) коэффициенты aijmn удовлетворяют условиям

aijmnεijεmn − cεijεij > 0, aijmn = ajimn = aijnm,

где c — неотрицательная постоянная; по немым индексам проводится суммирование от 1
до 3.

Для ортотропного и трансверсально-изотропного материалов соотношения (1.3) мож-
но записать в следующем виде: σ11

σ22

σ33

 =

 C11 C12 C13

C12 C22 C23

C13 C23 C33

  e11

e22

e33

 ,

σ23 = C44e23, σ13 = C44e13, σ12 = C44e12.

(1.4)

В (1.4) для ортотропного материала 9 констант упругости являются независимыми, для
трансверсально-изотропного материала — 5.

Предполагается, что краевые условия для напряжений и перемещений заданы в виде

[a±imui + (1− a±im)σ̂im]
αm=x±m

= ϕ±im, m = 1, 2,

[a±i3ui + (1− a±i3)σ̂i3]x3=x±3
= ϕ±i3, i = 1, 2, 3,

(1.5)

где a±i3 — заданные кусочно-постоянные функции переменных x1, x2, равные нулю или

единице; ϕ±i3 — заданные кусочно-непрерывные функции переменных x1, x2; a±im — посто-
янные, равные нулю или единице.

2. Сведение трехмерной задачи к двумерной. Уравнения изгиба пластин
в первом приближении. При выводе уравнений изгиба пластин в первом приближе-
нии уравнения равновесия бесконечно малого элемента сплошной среды (1.1) заменяются
уравнениями равновесия элемента, имеющего бесконечно малые размеры в направлениях
координат x1, x2 и конечный размер в направлении координаты x1:

1∫
−1

(∂σ11

∂x1
+

∂σ12

∂x2
+

∂σ13

∂x3
+ q1

)
Pk dζ (1 � 2), k = 0, 1; (2.1)
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1∫
−1

(∂σ31

∂x1
+

∂σ32

∂x2
+

∂σ33

∂x3
+ q3

)
P0 dζ = 0. (2.2)

В (2.1), (2.2) при построении уравнений оболочки в первом приближении величины σij ап-
проксимируются полиномами Лежандра (для некоторых компонент тензора напряжений
используются две аппроксимации), так чтобы все слагаемые в подынтегральных выраже-
ниях являлись разложениями по полиномам Лежандра одной и той же степени:

σ′11 =
k=1∑
k=0

σk
11Pk, σ′12 =

k=1∑
k=0

σk
12Pk, σ′13 =

k=2∑
k=0

σk
13Pk,

σ′31 =
k=1∑
k=0

σk
31Pk, σ′33 =

k=1∑
k=0

σk
33Pk, (2.3)

σ′′31 = σ0
31P0, σ′′11 = σ0

11P0 (1 � 2).

Здесь

σk
11 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

σ11Pk dζ, σk
12 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

σ12Pk dζ,

σk
13 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

σ13Pk dζ, σk
31 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

σ31Pk dζ, (2.4)

σk
33 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

σ33Pk dζ (1 � 2), k = 0, 1.

С учетом (2.3), (2.4) уравнения (2.1), (2.2) можно записать в виде

∂σ′11

∂x1
+

∂σ′12

∂x2
+

∂σ′13

∂x3
+ q1 = 0 (1 � 2); (2.5)

∂σ′′31

∂x1
+

∂σ′′32

∂x2
+

∂σ′′33

∂x3
+ q3 = 0, (2.6)

где

q1 =
k=1∑
k=0

qk
1Pk (1 � 2), q3 = q0

3P0, qk
i =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

qiPk dζ, i = 1, 2, 3.

Компоненты вектора смещений ui аппроксимируются полиномами Лежандра u′i и u′′i ,
так чтобы полиномы σ′11, σ′12, σ′13, σ′′31 (1 � 2), σ′33 и полиномы ∂u′1/∂x1, ∂u′1/∂x2, ∂u′′1/∂x3,
∂u′3/∂x1 (1 � 2), ∂u′′3/∂x3 имели одинаковую степень соответственно. Поэтому для пере-
мещений принимаются следующие аппроксимации:

u′1 =
k=1∑
k=0

uk
1Pk, u′′1 =

k=3∑
k=0

uk
1Pk (1 � 2),

u′3 = u0
3P0, u′′3 =

k=2∑
k=0

uk
3Pk.

(2.7)
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Можно показать [15], что для полиномов (2.3), (2.7) выполняется следующее интегральное
равенство:∫

ω

(
σ̂′δγ

∂u′δ
∂αγ

+ σ̂′′3γ
∂u′3
∂αγ

+ σ̂′i3
∂u′′i
∂x3

− (σ̂′21A12 + σ̂′31A
′
1 − σ̂′22A21)u

′
1 −

− (σ̂′12A21 + σ̂′32A
′
2 − σ̂′11A12)u

′
2 + (σ̂′′13A

′
1 + σ̂′′23A

′
2)u

′
3

)
dω =

=

∫
ω

( ∂

∂αδ
(σ̂′γδu

′
γ + σ̂′′3δu

′
3) +

∂

∂x3
(σ̂′i3u

′′
i ) + q̂iu

′
i

)
dω. (2.8)

Обозначим интеграл в левой части равенства (2.8) через E. Если для деформаций eij

в (1.2) принять аппроксимацию

e11 =
∂u′1
∂x1

, 2e12 =
∂u′2
∂x1

+
∂u′1
∂x2

,

2e31 = 2e13 =
∂u′3
∂x1

+
∂u′′1
∂x3

(1 � 2), e33 =
∂u′′3
∂x3

(2.9)

и полагать, что напряжения во внутренних точках пластины σij связаны с деформация-
ми (2.9) уравнениями

σij = aijkseks, i, j, k, s = 1, 2, 3, (2.10)

то

E =

∫
ω

σijeijH1H2 dω. (2.11)

Следовательно, для напряжений, перемещений и деформаций, вычисленных по урав-
нениям изгиба пластин в первом приближении, выполняется энергетическое тождество,
обеспечивающее единственность решения контактных задач [13].

Так как в подынтегральное выражение в правой части равенства (2.8) входят произ-
водные от произведений полиномов σ̂′γδu

′
γ , σ̂′′3δu

′
3, σ̂′i3u

′′
i , граничные условия (1.5) заменя-

ются условиями [
a±γmu′γ + (1− a±γm)σ̂′γm

]
xm=x±m

= ϕ̂±γm,[
a±3mu′3 + (1− a±3m)σ̂′′3m

]
xm=x±m

= ϕ̂±3m, γ = 1, 2, m = 1, 2;

(2.12)

[
a±i3u

′′
i + (1− a±i3)σ̂

′
i3

]
x3=x±3

= ϕ±i3, i = 1, 2, 3,

(2.13)

где

ϕ̂±γm =
k=N∑
k=0

(ϕ±γm)kPk, γ = 1, 2, ϕ̂±3m =
k=N−1∑

k=0

(ϕ±3m)kPk,

(ϕ±im)k =
1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

ϕ±imPk dζ, i = 1, 2, 3, m = 1, 2.

Условия (2.12) означают, что для уравнений изгиба пластин в первом приближении на
боковых поверхностях оболочки задаются силы, изгибающие и крутящие моментов либо
соответствующие им перемещения и углы поворота.
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Двумерная задача в первом приближении состоит в нахождении функций σ′ij , σ′′ij , u′i,

u′′i , удовлетворяющих уравнениям (2.3)–(2.7), (2.9)–(2.13).
Функции σ̂′ij , σ̂′′ij , u′i, u′′i , производные по xi от которых содержатся в (2.5), (2.6), (2.9),

будем называть основными, остальные функции σ̂k
ij , uk

i — дополнительными. Соответ-

ственно коэффициенты при полиномах Pk(ζ) в разложениях

σ̂′11, σ̂′12, σ̂′′31 (1 � 2), u′i, i = 1, 2, 3 (2.14)

будем называть основными функциями переменных x1, x2, а в разложениях

σ′31 − σ′′31, σ̂′32 − σ̂′′32, σ̂′i3, u′′i − u′i, i = 1, 2, 3 — (2.15)

дополнительными. Число основных функций составляет 9N + 6, дополнительных —
3N + 13.

Из (2.3), (2.4), (2.9), (2.10) следует

1∫
−1

(σ̂′13 − a13ijeij)Pk dζ = 0 (1 � 2), k = 0, 1, 2,

1∫
−1

(σ̂′33 − a33ijeij)Pk dζ = 0, k = 0, 1,

(2.16)

1∫
−1

(σ̂′31 − a31ijeij)P1 dζ = 0 (1 � 2).

Уравнения (2.13), (2.16) образуют замкнутую систему уравнений относительно допол-
нительных функций (2.15). Из решения системы (2.13), (2.16) дополнительные функции
выражаются через ϕ±i3 и коэффициенты при полиномах u′i, ∂u′i/∂x1, ∂u′i/∂x2 (i = 1, 2, 3).
Используя эти выражения, уравнения двумерной задачи можно сформулировать только
относительно основных функций (2.14).

Из (2.3), (2.4), (2.10) следует

1∫
−1

(σ̂′11 −H2a11ijeij)Pk dζ = 0,

1∫
−1

(σ̂′12 −H1a12ijeij)Pk dζ = 0 (1 � 2), k = 0, 1, (2.17)

1∫
−1

(σ̂′′31 −H2a31ijeij)P0 dζ = 0 (1 � 2).

Выражая содержащиеся в уравнениях (2.2), (2.6), (2.17) дополнительные функции че-
рез основные, получаем замкнутую систему уравнений относительно основных функций.
Эта система с краевыми условиями (2.12) представляет собой краевую задачу для 9N + 6
основных функций (2.14). Зная эти функции, можно определить дополнительные функции
и, следовательно, найти деформации по формулам (2.9) и напряжения по формулам (2.10)
в любой точке оболочки.
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3. Алгоритм вычисления напряженно-деформированных состояний в слои-
стых пластинах. Основное преимущество построенных уравнений упругого ортотроп-
ного слоя заключается в том, что они допускают постановку условий на лицевых поверх-
ностях как в смещениях, так и в напряжениях, при этом порядок системы дифференци-
альных уравнений не меняется. Это позволяет построить уравнения слоистых пластин.
Для каждого слоя используются уравнения, приведенные в п. 2. На границах между сло-
ями ставятся условия сопряжения — условия непрерывности нормальных напряжений и

смещений. Эти условия формулируются через отрезки полиномов Лежандра σ̂′13, σ̂′23, σ̂′′33
для напряжений и u′′1, u′′2, u′′3 для смещений.

В общем случае напряженно-деформированного состояния система дифференциаль-
ных уравнений упругого слоя в первом приближении представляет собой систему диф-
ференциальных уравнений в частных производных 10-го порядка и решения краевых за-
дач можно получить лишь численными методами. Коэффициенты разложений (2.3), (2.7)
являются функциями переменных x1 и x2. Заменяя эти функции в единичном квадрате
{−1 6 x1 6 1, −1 6 x2 6 1} отрезками полиномов Лежандра по переменным x1 и x2,
можно построить конечный моментный элемент [21]. В данной работе численное решение
краевой задачи для системы дифференциальных уравнений изгиба слоистых ортотроп-
ных пластин получено с использованием конечных элементов [21] и итерационного метода
самоуравновешенных невязок [16].

4. Сравнение численного решения задачи о напряженно-деформированном
состоянии слоистых ортотропных пластин конечных размеров с аналитически-
ми решениями. В работах [24–26] построены аналитические решения задач об изгибе
многослойных балок и пластин, состоящих из ортотропных слоев. В работе [25] приве-
дено решение задачи об изгибе многослойной пластины конечных размеров (рис. 1). На
верхнюю лицевую поверхность пластины действует внешняя нагрузка, распределенная по
закону q(x1, x2) = σ0 sin (πx1/a) sin (πx2/b). На боковых поверхностях пластины ставятся
следующие условия:

σ11 = u2 = u3 = 0 при x1 = 0, x1 = a,

σ22 = u1 = u3 = 0 при x2 = 0, x2 = b.

Балка состоит из углепластиковых монослоев со следующими характеристиками

(ось x совпадает с направлением армирования): E11 = 1,724 · 105 МПа, E22 = 6895 МПа,
G12 = 3448 МПа, G23 = 1379 МПа, ν12 = 0,25 МПа.

x1
x1

x2

x3
q

a

b

h/2
h/2

à á

Рис. 1. Слоистая пластина:
а — продольное сечение, б — сечение в срединной плоскости
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Рис. 2. Зависимость прогиба в центральной точке трехслойной (1) и двухслой-
ной (2) пластин от параметра тонкостенности S:
сплошные линии — аналитическое решение [25], точки — численное решение, штрихо-
вая линия — зависимость, полученная с использованием классической теории пластин
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Рис. 3. Распределение компоненты вектора смещений u вдоль прямой (0, b/2, z):
сплошная линия — аналитическое решение [25], точки — численное решение, штрихо-
вая линия — зависимость, полученная с использованием классической теории пластин;
I–III — слои пластины
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Рис. 4. Распределения касательного напряжения τxy вдоль прямой (0, 0, z) (а),
касательного напряжения τxz вдоль прямой (0, b/2, z) (б) и касательного напря-
жения τyz вдоль прямой (a/2, 0, z) (в) (обозначения те же, что на рис. 3)

На рис. 2–4 приведены аналитические решения и результаты численных расчетов

в безразмерных переменных:

(σx, σy, τxy) =
1

σ0S2
(σ11, σ22, σ12), (τxz, τyz) =

1

σ0S
(σ13, σ23),

u =
E11u1

σ0hS3
, w =

100E11u3

σ0hS4
, S =

a

h
, z =

x3

h
.

На рис. 2 представлена зависимость прогиба w0 в точке (a/2, b/2, 0) двухслойной и
трехслойной пластин от параметра тонкостенности S. В двухслойной пластине направле-
ние армирования первого слоя совпадает с осью x1, а направление армирования второго
слоя — с осью x2. В трехслойной пластине направления армирования первого и третьего
слоев совпадают с осью x1, а направление армирования второго слоя — с осью x2. При ис-
пользовании введенных выше безразмерных переменных прогиб, вычисленный с помощью
классической теории пластин, не зависит от параметра S.

На рис. 3 приведена зависимость компоненты вектора смещения u от координаты z
на прямой (0, b/2, z), на рис. 4 — зависимости касательных напряжений от координаты z
на прямых, проходящих через различные точки срединной плоскости.
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Максимальное различие значений напряжений, вычисленных на основе модифициро-
ванных уравнений пластин и аналитического решения, не превышает 3 %.

Заключение. В работе приведены модифицированные уравнения изгиба ортотроп-
ных слоистых пластин. Получено численное решение задачи об изгибе прямоугольной
слоистой пластины, состоящей из углепластиковых монослоев. Проведено сравнение чис-
ленного и аналитического решений. Установлено, что максимальное различие значений
напряжений, вычисленных с использованием модифицированных уравнений пластин и

аналитического решения, не превышает 3 %.
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