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Исследован процесс теплообмена в пограничном слое жидкости Джеффри при плавле-
нии материала вблизи точки торможения на растягивающейся пластине при наличии
магнитного поля. С использованием преобразований подобия управляющие уравнения
пограничного слоя сведены к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Получен-
ные нелинейные задачи решены аналитически методом гомотопического анализа. Уста-
новлено, что с увеличением параметра плавления безразмерные скорость и температура
уменьшаются, с увеличением числа Деборы скорость и толщина пограничного слоя уве-
личиваются.
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Введение. Интерес к исследованию течений, вызванных растяжением поверхности,
обусловлен тем, что такие течения используются при обработке полимеров, в металлур-
гии, при формировании пластмассовых пластин, в технологиях покрытия кабелей, непре-
рывной разливки, выдувания стекла, закручивания синтетических волокон и т. д. Точное
решение задачи о двумерном течении в пограничном слое вязкой жидкости на растяги-
вающейся поверхности получено в работе [1]. Позднее эта задача исследовалась в рабо-
тах [2–5]. В [6] проведен анализ течения в окрестности точки торможения течения вязкой
жидкости на растягивающейся поверхности. В [7] исследовано течение в окрестности точ-
ки торможения жидкости со степенным реологическим законом. В [8] изучено влияние
скольжения на течение в окрестности точки торможения потока жидкости второго класса

и методом квазилинеаризации решена нелинейная задача. В [9] с использованием метода
конечных разностей численно решена задача о течении в окрестности точки торможе-
ния течения вязкой жидкости на радиально растягивающейся поверхности. Смешанная
конвекция в течении в окрестности точки торможения на растягивающейся вертикаль-
ной проницаемой пластине исследовалась в работе [10]. Аналитическое решение задачи
о нестационарном течении в окрестности точки торможения, возникающем при внезапно
начинающемся вращении диска, получено в [11].

Работа выполнена при финансовой поддержке Комиссии высшего образования (HEC) Пакистана
(грант № IPFP/HRD/HEC/2014/847).
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Рис. 1. Схема задачи

В работе [12] исследованы характеристики теплообмена при плавлении материала

в случае ламинарного течения жидкости по плоской пластине. В [13] изучено течение
по плавящейся поверхности материала. Влияние теплообмена при плавлении материала
в случае течения в окрестности точки торможения в приближении пограничного слоя на

растягивающейся поверхности исследовано в [14].
В данной работе проводится исследование влияния плавления на теплообмен в окрест-

ности точки торможения течения жидкости Джеффри на радиально растягивающейся по-
верхности в двумерной постановке. Решения в виде рядов получены методом гомотопиче-
ского анализа (МГА), часто используемым при решении нелинейных задач [15–25].

1. Математическая модель. Рассмотрим осесимметричное течение жидкости

Джеффри вблизи точки торможения на растягивающейся пластине, расположенной в плос-
кости z = 0. Поверхность материала пластины плавится с постоянной скоростью. Ось r
направлена вдоль пластины, ось z — перпендикулярно ей, жидкость Джеффри занимает
область z > 0 (рис. 1). Пусть Ue(r) = ar — скорость течения вблизи точки торможе-
ния, пластина растягивается по линейному закону Uw(r) = cr (a, c — положительные

константы), TM — температура плавящегося материала поверхности, T∞ — температу-
ра окружающей жидкости, причем T∞ > TM . Постоянное магнитное поле B = [0, 0, B0]
ориентировано перпендикулярно поверхности пластины (вдоль оси z). Магнитное число
Рейнольдса мало, поэтому индуцированным магнитным полем можно пренебречь. Внеш-
нее электрическое поле отсутствует. Управляющие уравнения пограничного слоя имеют
вид
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где u, w — компоненты скорости в направлениях r и z соответственно; T — температура

жидкости; λ1 — отношение времен релаксации и запаздывания; λ2 — время запаздыва-
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ния; ν = µ/ρ — кинематическая вязкость; ρ — плотность жидкости; µ — динамическая

вязкость. Граничные условия для рассматриваемой задачи записываются в виде

z = 0: u = Uw(r) = cr, w = 0, T = Tm,

z →∞: u → Ue(r) = ar, T → T∞;
(2)

k
(∂T

∂z

)∣∣∣
z=0

= ρ[λ + cs(Tm − T0)]w(r, 0), (3)

где k — теплопроводность; λ — скрытая теплота плавления материала пластины; cs —
теплоемкость материала пластины. Граничное условие (3) означает, что теплота, под-
водимая к плавящейся поверхности, равна сумме теплоты плавления и теплоты, необхо-
димой для увеличения температуры твердой поверхности T0 до температуры ее плавле-
ния TM [12].

Решение уравнений (1)–(3) будем искать в виде

u = rcf ′(η), w = −2
√

cν f, η =
√

c/ν z, θ(η) = (T − Tm)/(T∞ − Tm). (4)

Подставляя уравнения (4) в уравнения (1)–(3), получаем краевую задачу

f ′′′ − (1 + λ1)(f
′2 − 2ff ′′) + β(f ′′2 − f ′f ′′′ − 2ff ′′′′) + (1 + λ1)A

2 +

+ Ha2(1 + λ1)(A− f ′) = 0, (5)

f ′(0) = 1, 2 Pr f(0) + Mθ′(0) = 0, f ′(∞) = A;

θ′′ + 2 Pr fθ′ = 0, θ(0) = 0, θ(∞) = 1, (6)

где штрихи обозначают дифференцирование по η; A — параметр растяжения; β — число

Деборы; M — безразмерный параметр плавления, представляющий собой комбинацию
чисел Стефана cf (T∞ − TM )/λ и cs(TM − T0)/λ для жидкости и твердой поверхности;
Pr — число Прандтля; Ha — число Гартмана:
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Следует отметить, что в случае M = 0 (плавление отсутствует) и β = 0 уравнение (3)
исследовано в [9].

Число Нуссельта Nu определяется по формуле
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rqw
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= − 1

kTm
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= −(Rer)
−1/2θ′(0), (7)

где Rer = cr2/ν — локальное число Рейнольдса. Из уравнений (2), (3), (7) получаем вы-
ражение

w(r, 0) = −α

r
M Nu,

из которого следует, что скорость w(r, 0) на растягивающейся поверхности обратно про-
порциональна радиальной координате. Таким образом, вблизи точки торможения течения
процесс плавления происходит быстрее.

2. Решение методом гомотопического анализа. Рассмотрим задачу о деформа-
ции нулевого порядка. Введем базисные функции {ηk e−jn: k > 0, j > 0} и представим
распределения скорости и температуры в виде разложений по базисным функциям
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где ak
m,j , bk

m,j — коэффициенты.
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Начальное приближение функций f0(η) и θ0(η) выбрано в виде

f0(η) = Aη + (1− A)(1− e−η)−M/(2 Pr), θ0(η) = 1− e−η .

Соответствующие выражения для линейных операторов Lf и Lθ имеют вид

Lf (f) = f ′′′ − f ′, Lθ(θ) = θ′′ − θ.

Эти операторы имеют следующие свойства:

Lf [C1 + C2 eη + C3 e−η] = 0, Lθ[C4 eη + C5 e−η] = 0.

Здесь Ci (i = 1 ÷ 5) — константы. Выражения для нелинейных операторов Nf,θ можно

представить в следующем виде:

Nf [f̄(η, p), θ̃(η, p)] =
∂3f̄(η, p)

∂η3
− (1 + λ1)

((∂f̄(η, p)

∂η

)2
− 2f̄(η, p)

∂2f̄(η, p)

∂η2

)
+

+β
((∂2f̄(η, p)

∂η2

)2
− ∂f̄(η, p)

∂η

∂3f̄(η, p)

∂η3
− 2f̄(η, p)

∂4f̄(η, p)

∂η4

)
−

− (1 + λ1) Ha2 ∂f̄(η, p)

∂η
+ (1 + λ1)A

2 + (1 + λ1) Ha2 A,

Nθ[f̄(η, p), θ̃(η, p)] = θ̃′′(η, p) + 2 Pr f̄(η, p)θ̃′(η, p).

Тогда задачи о деформации нулевого порядка формулируются следующим образом:

(1− p)Lf [f̃(η, p)− f0(η)] = hfNf [f̄(η, p), θ̃(η, p)],

2 Pr f̄(0, p) + Mθ̃′(0, p) = 0, f̄ ′(0, p) = 1, f̄ ′(∞, p) = A,

(1− p)Lθ[θ̃(η, p)− θ0(η)] = hθNθ[f̄(η, p), θ̃(η, p)], θ̃(0, p) = 0, θ̃(∞, p) = 1

(hf , hθ — вспомогательные параметры, отличные от нуля). При p = 0 и p = 1 имеем

f̄(η, 0) = f0(η), f̄(η, 1) = f(η), θ̃(η, 0) = θ0(η), θ̃(η, 1) = θ(η),

при 0 < p < 1 значения функций f0(η), θ0(η) стремятся к значениям f(η), θ(η) соответ-
ственно. Используя разложение в ряд Тейлора, получаем выражения
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(8)

Сходимость рядов в (8) существенно зависит от параметров hf и hθ. Значения hf и hθ

выбраны таким образом, что при p = 1 ряды (8) сходятся. Из уравнений (8) следует

f(η) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η), θ(η) = θ0(η) +
∞∑

m=1

θm(η). (9)

Задачи для деформации m-го порядка формулируются следующим образом:

Lf [fm(η, p)− χmfm−1(η)] = hfRf
m(η),

2 Pr fm(0) + Mθ′m(0) = f ′m(0) = f ′m(∞) = 0,

Lθ[θm(η, p)− χmθm−1(η)] = hθR
θ
m(η),
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θm(0) = 1, θm(∞) = 0,

χm =

{
0, m 6 1,

1, m > 1,

Rf
m(η) = f ′′′m−1 + (1 + λ1)

m−1∑
k=0

(2fm−1−kf
′′
k − f ′m−1−kf

′
k) + β

m−1∑
k=0

f ′′m−1−kf
′′
k −

− β
( m−1∑

k=0

f ′m−1−kf
′′′
k + 2fm−1−kf

′′′
k

)
+ (1 + λ1)A

2(1− χm)−

− Ha2(1 + λ1)f
′
m−1 + (1 + λ1) Ha2 A(1− χm),

Rθ
m(η) = θ′′m−1 + 2 Pr

m−1∑
k=0

fm−1−kθ
′
k.

3. Сходимость решений в виде рядов. Решения в виде рядов (9) содержат вспомо-
гательные параметры hf и hθ. Согласно [16–20] сходимость рядов решений существенно
зависит от вспомогательных параметров. Для того чтобы получить допустимые значения
вспомогательных параметров, были построены h-кривые для приближения 15-го порядка
(рис. 2). Из рис. 2 следует, что −1,10 6 hf 6 −0,35 и −1,1 6 hθ 6 −0,4. Заметим, что
при hf = hθ = −0,8 ряды сходятся во всей области η ∈ [0,∞). Результаты расчетов для
различных порядков приближения приведены в табл. 1.

4. Результаты исследования и их обсуждение. Поскольку задачи (5), (6) явля-
ются связанными и сильнонелинейными, для их решения используется МГА. На рис. 3–8
приведены профили скорости и температуры при различных значениях определяющих па-
раметров. Для проверки точности полученных результатов аналитических расчетов про-
ведено сравнение решений, найденных с использованием МГА в настоящей работе, и ре-
зультатов численных расчетов [9]. Эти результаты хорошо согласуются (табл. 2).

На рис. 3 показано влияние параметра растяжения A на безразмерную радиальную

скорость f ′(η). Следует отметить, что при 0 < A < 1 скорость растяжения Uw больше

скорости свободного потока Ue, тогда как при A > 1 Uw < Ue. На рис. 3 видно, что в
диапазоне 0 < A < 1 безразмерная скорость f ′(η) уменьшается, а при A > 1 — увеличива-
ется. Также из рис. 3 следует, что толщиной пограничного слоя можно управлять, изменяя
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Рис. 2. h-кривые для функций f ′′(0) (а) и θ′(0) (б) при A = 0,2, M = 0,2,
Pr = Ha = 1
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Таб ли ц а 1

Сходимость решений, полученных с использованием МГА,
при Pr = 1, Ha = 0,5, M = A = 0,1, β = 0,2, hf = hθ = −0,6

Порядок приближения f ′′(0) −θ′(0)

1 −1,093 05 0,880 000
5 −1,158 27 0,823 860
10 −1,158 53 0,827 567
15 −1,158 38 0,827 492
20 −1,157 98 0,827 493
25 −1,154 59 0,827 493
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Зависимость f ′(η) при λ1 = 0,1, Pr = Ha = 1, M = 0,5 и различных
значениях параметра A:
1 — A = 0,1, 2 — A = 0,6, 3 — A = 1,2, 4 — A = 20, 5 — A = 25

Рис. 4. Зависимость f ′(η) при λ1 = 0,1, Pr = Ha = 1, M = 0,5, A = 0,2 и
различных значениях числа Деборы β:
1 — β = 0, 2 — β = 0,2, 3 — β = 0,4, 4 — β = 0,6

скорости растяжения и свободного потока. На рис. 4 показано влияние числа Деборы β
на радиальную компоненту скорости f ′(η). При малых числах Деборы материал имеет

свойства вязкой жидкости, а при увеличении β — свойства неньютоновской жидкости.
Таким образом, при больших значениях β импульс, проходящий через растягивающуюся
поверхность, диссипирует быстрее, чем при малых значениях β. Следовательно, с увели-
чением β значения f ′(η) увеличиваются (см. рис. 4). На рис. 5 представлена зависимость
безразмерной радиальной скорости f ′ от параметра η при различных значениях параметра
плавления M . При M = 0 теплообмен при плавлении оказывает незначительное влияние
на течение, в то время как при M 6= 0 оно является существенным. С увеличением па-
раметра M увеличивается безразмерная радиальная скорость f ′(η), а следовательно, и
толщина пограничного слоя. Влияние параметра плавления M на температуру θ(η) по-
казано на рис. 6. Видно, что c увеличением параметра плавления M температура θ(η)
уменьшается, а толщина теплового пограничного слоя увеличивается. Из рис. 7 следует,
что с увеличением числа Прандтля Pr безразмерная температура θ(η) увеличивается. Сле-
дует отметить, что значения Pr < 1 соответствуют течениям, для которых коэффициент
диффузии импульса меньше температуропроводности. Из рис. 7 также следует, что с уве-
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Рис. 5. Зависимость f ′(η) при λ1 = 0,1, β = 0,2, Pr = Ha = 1, A = 0,2 и
различных значениях параметра плавления M :
1 — M = 0, 2 — M = 1, 3 — M = 2, 4 — M = 3

Рис. 6. Зависимость θ(η) при A = 0,1, Ha = 1, Pr = λ1 = 0,5, β = 0,1 и
различных значениях параметра плавления M :
1 — M = 0, 2 — M = 0,4, 3 — M = 0,8, 4 — M = 1,22
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Рис. 7 Рис. 8

Рис. 7. Зависимость θ(η) при Ha = 1, A = λ1 = M = β = 0,5 и различных
значениях числа Прандтля:
1 — Pr = 0,10, 2 — Pr = 0,50, 3 — Pr = 0,71, 4 — Pr = 0,92

Рис. 8. Зависимость θ(η) при Pr = 0,5, Ha = 1, λ1 = M = β = 0,1 и различных
значениях параметра A:
1 — A = 0, 2 — A = 0,5, 3 — A = 1,0, 4 — A = 1,5
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Та бли ц а 2

Значения напряжения на стенке f ′′(0) при β = M = 0
и различных значениях параметра растяжения A и числа Гартмана Ha

A

f ′′(0) при Ha = 0 f ′′(0) при Ha = 1 f ′′(0) при Ha = 2

Данные

[9]
Данные

настоящей работы

Данные

[9]
Данные

настоящей работы

Данные

[9]
Данные

настоящей работы

0,1 −1,1246 −1,124 60 −1,4334 −1,433 470 −2,1138 −2,112 570
0,2 −1,0556 −1,055 61 −1,3179 −1,317 960 −1,9080 −1,907 310
0,5 −0,7534 −0,753 10 −0,9002 −0,900 599 −1,2456 −1,245 500
1,0 0 0 0 0 0 0
1,1 0,1821 0,182 31 0,2070 0,208 037 0,2691 0,267 413
1,2 0,3735 0,367 36 0,4004 0,402 343 0,5445 0,549 477
1,5 1,0009 1,024 10 1,1157 1,091 780 1,4080 1,407 850

Таб ли ц а 3

Значения локального числа Нуссельта Re−1/2
r Nur при hf = hθ = −0,6

A M Pr β λ1 Ha −Re−1/2
r Nu

0 0,1 1,00 0,1 0,1 1,0 0,735 483
0,1 0,1 1,00 0,1 0,1 1,0 0,783 567
0,2 0,1 1,00 0,1 0,1 1,0 0,823 622
0,1 0 1,00 0,1 0,1 1,0 0,834 520
0,1 0,1 1,00 0,1 0,1 1,0 0,783 567
0,1 0,2 1,00 0,1 0,1 1,0 0,739 515
0,1 0,3 1,00 0,1 0,1 1,0 0,700 974
0,1 0,1 0,11 0,1 0,1 1,0 0,220 021
0,1 0,1 0,41 0,1 0,1 1,0 0,434 725
0,1 0,1 0,71 0,1 0,1 1,0 0,626 539
0,1 0,1 1,10 0,1 0,1 1,0 0,833 077
0,1 0,1 1,00 0 0,1 1,0 0,771 493
0,1 0,1 1,00 0,1 0,1 1,0 0,783 566
0,1 0,1 1,00 0,2 0,1 1,0 0,794 262
0,1 0,1 1,00 0,3 0,1 1,0 0,803 795
0,1 0,1 1,00 0 0,1 0 0,830 673
0,1 0,1 1,00 0 0,1 0,5 0,817 455
0,1 0,1 1,00 0 0,1 1,0 0,783 568
0,1 0,1 1,00 0 0,1 1,5 0,739 608

личением Pr толщина теплового пограничного слоя уменьшается. При M = 0 задача (4)
соответствует течению вязкой жидкости, исследованному в [9]. На рис. 8 представлена
зависимость θ(η) при различных значениях A. Видно, что с увеличением A значения θ
уменьшаются.

В табл. 3 приведена зависимость локального числа Нуссельта Re
−1/2
r Nur от пара-

метров Ha, M , Pr, A, β. Из табл. 3 следует, что с увеличением параметра плавления M

и числа Гартмана Ha локальное число Нуссельта Re
−1/2
r Nur уменьшается, а с увеличе-

нием A, Pr, β — увеличивается. Следовательно, с увеличением A, Pr, β скорость потока
тепла от поверхности в жидкость увеличивается, а с увеличениемM и Ha — уменьшается.

Заключение. В работе исследовано влияние теплообмена при плавлении в случае те-
чения жидкости Джеффри по радиально растягивающейся поверхности. Решения в виде
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рядов найдены методом гомотопического анализа. Установлено, что результаты расчетов,
полученные в настоящей работе, хорошо согласуются с известными результатами числен-
ных расчетов. Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.

При увеличении параметра растяжения в диапазоне 0 < A < 1 безразмерная ско-
рость f ′(η) уменьшается, при A > 1 — увеличивается. При увеличении параметра плав-
ления M температура θ(η) уменьшается. При увеличении параметра M скорость тепло-
обмена при плавлении уменьшается, а при увеличении Pr — увеличивается.
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