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Предложен двухпараметрический (сдвоенный) дискретно-интегральный критерий раз-
рушения, который может быть использован при построении диаграмм разрушения ком-
пактных образцов при наличии в них острых трещин. В плоскости напряжения— длина
трещины построены кривые, разделяющие эту плоскость на три области, соответству-
ющие отсутствию разрушения, накоплению повреждений в зоне предразрушения при
повторных нагружениях и разделению образца на части при монотонном нагружении.
Подбор постоянных, применяемых для аналитического описания диаграмм разрушения
квазихрупких материалов при наличии трещин, осуществляется с использованием ап-
проксимации классической диаграммы напряжение — деформация для исходного мате-
риала и критического коэффициента интенсивности напряжений. Проведено сравнение
результатов экспериментов по разрушению компактных образцов различного радиу-
са, изготовленных из полиметилметакрилата (ПММА) и эбонита, с трещиноподобными
дефектами в виде U-образных вырезов и данных, полученных с использованием пред-
лагаемой теории.
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Введение. Анализ расчетных схем разрушения конструкций в рамках линейной ме-
ханики разрушения (ЛМР) и нелинейной механики разрушения (НЛМР) [1, 2] показывает,
что в настоящее время не существует простых схем расчета конструкций, изготовленных
из квазихрупких материалов.Желательно, чтобы при расчете использовались общеприня-
тые характеристики материалов. В обзоре [2] отмечается, что в общем случае коэффициент
интенсивности напряжений K, J-интеграл, величина раскрытия трещины в ее вершине
и угол раскрытия трещины в ее вершине — наиболее важные параметры, используемые
в механике разрушения. При расчетах критических напряжений для образцов с трещи-
нами достаточно большой длины с использованием ЛМР единственным определяющим

параметром является коэффициент интенсивности напряжений (КИН).
В работе [3] рассмотрены однопараметрические локальные критерии разрушения

хрупких и квазихрупких тел в окрестности концентраторов напряжений.
Ниже рассматриваются упругопластические тела с предельной деформацией. При изу-

чении разрушения квазихрупких тел при маломасштабной текучести необходимо исполь-
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зовать квазилинейную механику разрушения (КЛМР). В предлагаемом варианте КЛМР
используются критический КИН и классическая диаграмма напряжения — деформация с

учетом предельной деформации исследуемого материала.
Целями данной работы являются вывод соотношений для критических напряжений в

компактных образцах с острой трещиной и сравнение теоретических критических нагру-
зок с экспериментальными данными, полученными при разрушении компактных образцов
с U-образными вырезами.

1. Модель, описывающая разрушение компактных образцов с острыми тре-
щинами. Выберем для описания разрушения реального материала модельный упруго-
пластический материал с ограниченными деформациями. Рассматривается двухзвенная
аппроксимация (σ–ε)-диаграммы исходного материала, имеющая следующие параметры:
E — модуль упругости, σY — условный предел текучести материала, т. е. постоянные
напряжения, действующие на линии продолжения трещины согласно модифицированной
модели Леонова — Панасюка — Дагдейла [4, 5], ε0 — максимальная упругая деформация

материала (σY = Eε0), ε1 — максимальная (предельная) деформация материала. Пусть
для материала с регулярной структурой r — феноменологический размер, который можно
трактовать как условный диаметр зерна. Подход Нейбера — Новожилова [6, 7] позволяет
использовать решения, имеющие сингулярную составляющую, для сред со структурой.

Предлагается модель распространения плоской острой трещины в квазихрупком ма-
териале. Рассматривается первая мода разрушения, причем трещина моделируется разре-
зом. Предположим, что начальный этап роста трещины описывается модифицированной
моделью Леонова— Панасюка— Дагдейла [4, 5]. Берега модельной трещины стягиваются
напряжениями σY , соответствующими условному пределу текучести.

На рис. 1 для предлагаемой модели представлены схема нагружения (σ∞ — нормаль-
ные напряжения, заданные на бесконечности), напряжения на линии трещины в окрестно-
сти вершины модельной трещины и схема раскрытия модельной трещины в ее вершине.
Пусть имеется краевая острая трещина длиной l0. В случае острой трещины будем рас-
сматривать модельные краевые трещины-разрезы длиной l = l0+∆. Зоны предразрушения
модельных трещин расположены на продолжении оси симметрии трещины (l, ∆ — длины

модельных трещин и зон предразрушения).
В случае маломасштабной текучести достаточный (сдвоенный) критерий разрушения

для острой трещины можно представить в виде [8]

1

r

r∫
0

σy(x, 0) dx = σY ; (1)

2ν(−∆∗, 0) = δ∗. (2)

Здесь σy(x, 0) — нормальные напряжения на продолжении модельной краевой трещины;
2ν = 2ν(x, 0) — величина раскрытия модельной трещины (x < 0); δ∗ — критическая

величина раскрытия модельной трещины; ∆∗ — критическая длина зоны предразруше-
ния (критические величины, полученные с использованием достаточного и необходимого
критериев разрушения, отмечены верхними индексами “∗”, “0”). Ось x прямоугольной си-
стемы координат с началом в вершине модельной трещины направлена вдоль трещины,
ось y — по нормали к ее плоскости. Следует отметить, что предлагаемый критерий яв-
ляется двухпараметрическим, причем соотношение (1) выполняется с учетом осреднения
напряжений в окрестности вершины модельной трещины, а соотношение (2) справедливо
в точке, соответствующей вершине реальной трещины. Таким образом, при формулиров-
ке достаточного критерия (1), (2) используются интервал интегрирования 0 6 x 6 r и
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Рис. 1. Схема нагружения (а), поле напряжений (б) и схема раскрытия трещи-
ны (в) в окрестности вершины модельной трещины

точка x = −∆∗ в зоне предразрушения (см. рис. 1,б,в). Равенство (1) достаточного крите-
рия (1), (2) представляет собой типичный силовой критерий разрушения [9], а равенство
(2) — деформационный критерий [9]. Зона предразрушения является частью зоны пла-
стичности.

Предлагаемый критерий (1), (2) описывает хрупкое (∆ ≡ 0) и квазихрупкое (∆ > 0)
разрушения при

∆∗ � l0, (3)

что соответствует маломасштабной текучести при разрушении тел с трещинами.
Все необходимые расчеты с соответствующими пояснениями для конструкций с тре-

щинами приведены в работах [8, 10, 11].
Для компактных образцов поле напряжений в окрестности вершин модельных трещин

x > 0 можно представить в виде [9, 12, 13]

σy(x, 0) ' KI/(2πx)1/2 + σnom, KI = KI∞ + KI∆, KI∞ > 0, KI∆ < 0. (4)
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Рис. 2. Компактный образец с узким U-образным вырезом

Здесь σy(x, 0) — нормальные напряжения на оси Ox; σnom — номинальные напряжения,
т. е. оценки несингулярных членов решений в окрестности вершин модельных трещин;
KI∞ — КИН, обусловленный заданными условиями испытаний; KI∆ — КИН, обуслов-
ленный постоянными напряжениями −σY , действующими в зоне предразрушения. Сум-
марный КИН KI в вершине модельной трещины положителен, так как рассматривается
маломасштабная текучесть.

На рис. 2 показан компактный образец с узким U-образным вырезом (P — приложен-
ные при испытаниях усилия, R — радиус закругления). Размеры испытанных образцов
соответствуют рекомендациям справочников [12, 13].

Соотношения (4) включают сингулярную и регулярную части решений. Сначала опи-
шем регулярную часть решения, используя простейшую аппроксимацию поля напряже-
ний. Пусть регулярная часть поля напряжений соответствует приближению сопротивле-
ния материалов [9]. В компактных образцах с краевой трещиной реализуется напряженное
состояние, представляющее собой сумму напряженных состояний при растяжении и изги-
бе. Влияние наличия трещин в изгибаемых элементах конструкций на процесс разрушения
изучено в [14]. Внецентренное растяжение компактного образца в условиях упругого де-
формирования рассмотрено в работе [9. С. 96–97]. Для оценки регулярной части решения
в соотношениях (4) используются условия равновесия сил и моментов. Эпюры растягива-
ющих и изгибных напряжений для компактного образца приведены на рис. 2.

Регулярные части решений для нормальных напряжений в окрестности вершины мо-
дельной трещины (x = 0) в случае внецентренного растяжения раскладываются в ряд
Маклорена. В полученном разложении удерживается только первый член, содержащий
информацию о постоянных растягивающих напряжениях и изгибных напряжениях в точ-
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ке x = 0; следуя работе [6], эти напряжения в точке x = 0 будем называть номинальными.
Для компактных образцов с острой трещиной предлагаемая аппроксимация нормальных

напряжений в вершинах модельных трещин имеет вид

σnom = σ1nom + σ2nom, σ1nom =
P

t(w − l)
, σ2nom =

3P (w + l)

t(w − l)2
. (5)

Здесь σ1nom, σ2nom — номинальные напряжения при растяжении и изгибе соответственно

(см. рис. 2); t — толщина компактного образца; первый и второй члены соответствуют по-
стоянным растягивающим напряжениям и изгибным напряжениям в вершинах модельных

трещин.
При l → w в соотношении (5) σnom → ∞, что соответствует росту напряжений при

уменьшении до нуля нетто-сечения при постоянной нагрузке.
2. Оценки КИН и критические напряжения компактных образцов. Так как

изучается деформирование материалов в условиях маломасштабной текучести, для ком-
пактных образцов с острыми трещинами имеем

KI = KI∞(P/(tw), l, l/w) + KI∆(l, ∆, σY ) > 0.

Выражение для КИН KI∞, обусловленного заданными условиями испытаний компактных
образцов с острой трещиной, можно представить в виде

KI∞ = (P/(tw))Y (l/w)
√

πl,

Y (l/w) = 16,7− 104l/w + 370(l/w)2 − 574(l/w)3 + 361(l/w)4.

(6)

Здесь выражение для К-тарировки заимствовано из справочника [15. С. 34–35].
КИН KI∆, обусловленный постоянными напряжениями −σY , действующими в зоне

предразрушения, имеет универсальное представление. Для полуплоскости с краевой тре-
щиной КИН KI∆ вычисляются следующим образом (см. [12. С. 113–114; 13. С. 117]):

KI∆ = −σY

√
πl [1 + f(1−∆/l)][1− (2/π) arcsin (1−∆/l)]. (7)

Здесь f(1−∆/l) — некоторая функция, причем имеет место оценка 0 6 f(1−∆/l) 6 0,0138
при ∆/l 6 0,1 [12, 13]. Для квазихрупкого приближения выполняется неравенство (3), по-
этому величиной функции f(1 − ∆/l) можно пренебречь. При рассмотрении квазихруп-
кого разрушения с точностью до величин высшего порядка малости для слагаемого

arcsin (1−∆/l) в соотношении (7) имеет место представление

arcsin (1−∆/l) ' π/2−
√

2∆/l , ∆/l � 1.

В результате упрощений получаем следующее выражение для КИН KI∆:

KI∆ ≈ −2σY

√
2∆/π. (8)

При наличии сингулярной составляющей решения в условиях маломасштабной теку-
чести (5) выражение для величины раскрытия модельных трещин 2v в компактном образце
с острой трещиной можно представить в виде [9. С. 30–32]

2v(−x, 0) ≈ η + 1

G
KI

(
l, ∆,

l

w

)√
−x

2π
, KI > 0, ηd = 3− 4µ, ηs =

3− µ

1 + µ
. (9)

Здесь η — коэффициенты ηd и ηs для плоского деформированного и плоского напряженного

состояний; G = E/[2(1 + µ)] — модуль сдвига; µ — коэффициент Пуассона.
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Для образцов с острой трещиной критическая величина раскрытия модельных тре-
щин δ∗ в соотношении (2) вычисляется по формуле

δ∗ = (ε1 − ε0)a. (10)

Будем считать ширину a зоны предразрушения для компактных образцов с острой тре-
щиной в соотношении (10) тождественной ширине зоны пластичности в вершине реальной
трещины:

a =
[KI∞]2

2π(σY )2

[3

2
+ (1− 2µ)2

]
. (11)

Ширина зоны пластичности в соотношении (11) зависит от исходной длины l0 трещины [9],
т. е. для КИН KI∞ используется представление (5), в котором длина модельной трещины l
и параметр l/w заменены длиной исходной трещины l0 и параметром l0/w соответственно.
Соотношение (11) записано для плоского деформированного состояния, в случае плоского
напряженного состояния в этом соотношении µ = 0. Критическая величина раскрытия
модельной трещины δ∗ в соотношениях (10), (11) соответствует переходу материала в
вершине реальной трещины в критическое состояние и его разрушению.

Получим оценки параметров критического состояния материала в вершине трещины

в компактном образце. Вся информация, необходимая для применения двухпараметриче-
ского достаточного критерия (1), (2), содержится в соотношениях (4)–(6), (8)–(11). После
соответствующих преобразований исходные равенства критерия (1), (2) переходят в при-
ближенные равенства для компактных образцов с острыми трещинами

KI∞
( P

tw
, l∗,

l∗

w

)
+ KI∆(l∗, ∆∗, σY ) ≈

(
σY −

P

t(w − l∗)
− 3P (w + l∗)

t(w − l∗)2

)√
πr

2
,

2(η + 1)(1 + µ)

E

[
KI∞

( P

tw
, l∗,

l∗

w

)
+ KI∆(l∗, ∆∗, σY )

]√∆∗

2π
≈ (12)

≈ (ε1 − ε0)
[3

2
+ (1− 2µ)2

] [KI∞(σ∞, l0, l0/w)]2

2π(σY )2
.

Следует отметить, что во второе уравнение системы (12) входит исходная длина трещи-
ны l0. Поскольку изучается квазихрупкое приближение, заменим эту длину l0 критической
длиной модельной трещины l∗ с учетом неравенства (3). После ряда преобразований по-
лучаем систему уравнений

σ∗∞
σY

Y
( l∗

w

)√
2l∗

r
− 2

√
2

π

√
2l∗

r

√
∆∗

l∗
≈ 1− 1

1− l∗/w

σ∗∞
σY

− 3
1 + l∗/w

(1− l∗/w)2
σ∗∞
σY

,

2(η + 1)(1 + µ)

E/σY

[σ∗∞
σY

Y
( l∗

w

)
− 2

√
2

π

√
∆∗

l∗

] 1√
2π

√
∆∗

l∗
≈ (13)

≈ (ε1 − ε0)
3 + 2(1− 2µ)2

4

[
Y

( l∗

w

) σ∗∞
σY

]2
,

σ∗∞
σY

=
P ∗

twσY
.

Здесь σ∗∞/σY — безразмерные условные критические напряжения в компактных образ-
цах, соответствующие достаточному критерию разрушения; P ∗ — критическое усилие.
После раскрытия квадратных скобок в левой части второго уравнения системы (13) появ-
ляется член с множителем ∆∗/l∗, которым с учетом неравенства (3) далее пренебрегаем.

В преобразованной системе (13) остаются члены с множителями
√

∆∗/l∗. В результа-
те решения упрощенной системы получаем аналитические выражения для безразмерных
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условных критических напряжений σ∗∞/σY и относительных критических длин ∆∗/l∗ зон
предразрушения

σ∗∞
σY

≈
[ 1

1− l∗/w
+

3(1 + l∗/w)

(1− l∗/w)2
+

(
1− 3 + 2(1− 2µ)2

8π(1− µ2)

ε1 − ε0

ε0

)
Y

( l∗

w

)√
2l∗

r

]−1
,

∆∗

l∗
≈ [3 + 2(1− 2µ)2]2

29(1− µ2)2

(ε1 − ε0

ε0

)2[σ∗∞
σY

Y
( l∗

w

)]2
;

(14)

3 + 2(1− 2µ)2

8π(1− µ2)

ε1 − ε0

ε0
< 1. (15)

Неравенство (15) является ограничением, при котором существует квазихрупкое разру-
шение в условиях маломасштабной текучести материала в зоне предразрушения.

Соотношения (14) и ограничение (15) для критических параметров σ∗∞/σY и ∆∗/l∗

справедливы в случае плоского деформированного состояния образца. В случае плоского
напряженного состояния в соотношениях (14) следует положить µ = 0. Представление
критических параметров (14) для достаточного критерия разрушения аналогично полу-
ченным в работах [8, 10, 11, 14, 16] формулам для соответствующих параметров образцов
другого типа.

При ε1 → ε0 из первой формулы (14) следует формула, соответствующая необходи-
мому критерию разрушения. Условные критические напряжения σ0

∞/σY вычисляются по

формуле

σ0
∞

σY
≈

[ 1

1− l0/w
+

3(1 + l0/w)

(1− l0/w)2
+ Y

( l0
w

) √
2l0
r

]−1
. (16)

Соотношение (16) описывает хрупкое разрушение материалов. Очевидно, что σ0
∞/σY <

σ∗∞/σY при l0 < l∗.
В соотношения (14), (16) входит параметр r, характеризующий эффективный диа-

метр структур разрушения. Если известны критические КИН KIc, то для эффективных
диаметров структур разрушения в случае хрупких (r0) и квазихрупких (r) материалов
справедливы представления [16]

r0 =
2

π

(KIc

σY

)2
, r =

2

π

(KIc

σY

)2(
1− 3 + 2(1− 2µ)2

8π(1− µ2)

ε1 − ε0

ε0

)2
.

Таким образом, если в двух лабораторных экспериментах получены критический КИН
KIc и классическая (σ–ε)-диаграмма (точнее, ее аппроксимация), то по трем параметрам r,
σY , (ε1−ε0)/ε0 с учетом коэффициента Пуассона µ на плоскости напряжение— длина тре-
щины можно построить две критические кривые σ∗∞/σY , σ0

∞/σY для трещин, длины кото-
рых изменяются в широком диапазоне. Построенные графики (диаграмма квазихрупкого
разрушения для рассматриваемого типа образца) зависят от геометрического отношения
l∗/w, характеризующего выбранный тип образца. Две кривые разделяют плоскость на-
пряжение — длина трещины на три области, соответствующие отсутствию разрушения,
накоплению повреждений в материале в зоне предразрушения при повторных нагружениях

и разделению образца на части при монотонном нагружении.
На рис. 3 показаны условные безразмерные критические напряжения

σ0
∞[2l0/r, l0/w]/σY (кривые 1, 3) и σ∗∞[2l∗/r, (ε1− ε0)/ε0, l

∗/w]/σY (кривые 2, 4) в компакт-
ных образцах с острой трещиной. Пары кривых 1, 2 и 3, 4 представляют собой диаграммы
квазихрупкого разрушения для рассматриваемого типа образца. При проведении расче-
тов в формулах (14), (16) использовались параметры l0/w = 0,2; 0,4 для кривых 1, 3
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Рис. 3. Условные критические напряжения σ0
∞/σY (1, 3), σ∗∞/σY (2, 4) в ком-

пактных образцах с острой трещиной:
1 — l0/w = 0,2, 2 — l∗/w = 0,2, 3 — l0/w = 0,4, 4 — l∗/w = 0,4

соответственно и параметры l∗/w = 0,2; 0,4 для кривых 2, 4 соответственно. В расчетах
принималось (ε1 − ε0)/ε0 = 1,5 и µ = 0, так как коэффициент Пуассона оказывает
незначительное влияние на критические параметры. Наибольший интерес представляют
области, расположенные между кривыми 1, 2 и 3, 4. В этих областях происходит накоп-
ление повреждений материала в зоне предразрушения в случае пульсирующей нагрузки с

последующей разгрузкой [17].

3. Экспериментальные оценки критических состояний компактных образ-
цов при наличии U-образных вырезов. Проведены эксперименты на компактных об-
разцах с U-образными вырезами, трещиноподобные дефекты моделировались узкими вы-
резами. Образцы были изготовлены из полиметилметакрилата (ПММА) и эбонита. Пове-
дение этих материалов при разрушении можно характеризовать как квазихрупкое [3, 11,
14–18].

Исходными характеристиками использованных материалов являются критический

КИН KIc и классическая (σ–ε)-диаграмма (точнее, ее двухзвенная аппроксимация). Исход-
ная (σ–ε)-диаграмма аппроксимировалась двухзвенной (σ–ε)-диаграммой таким образом,
чтобы площади областей, ограниченных соответствующими кривыми σ = σ(ε), прямой
ε = ε1 и осью абсцисс, были равны. С использованием результатов, полученных в двух
предварительно проведенных лабораторных экспериментах, можно оценить параметры r,
σY , (ε1 − ε0)/ε0 изучаемых материалов. С помощью формул (14), (16) по этим парамет-
рам вычисляются условные критические напряжения σ∗∞/σY , σ0

∞/σY для образцов с ост-
рыми трещинами. Затем проводится сравнение полученных теоретических напряжений
σ∗∞/σY , σ0

∞/σY с экспериментальными данными о разрушении компактных образцов с

U-образными вырезами при известных радиусах R этих вырезов.

На рис. 4, 5 и в табл. 1, 2 приведены экспериментальные данные, на основе которых
строились аппроксимации классических (σ–ε)-диаграмм исследуемых материалов двух-
звенными диаграммами. Величины, приведенные в табл. 1 для образцов из ПММА, имели
следующие средние значения: E = 3145 МПа, ε0 = 1,37 %, ε1 = 2,30 %, σY = 43,1 МПа.
Величины, приведенные в табл. 2 для образцов из эбонита, имели следующие средние
значения: E = 2905 МПа, ε0 = 1,69 %, ε1 = 3,33 %, σY = 47,7 МПа. Эксперименты
проводились на универсальной испытательной машине Zwick/Roell TC-FR 100TL A4K.
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Рис. 4. Классическая (σ–ε)-диаграмма для ПММА:
1, 2 — номера образцов, 3 — предлагаемая аппроксимация

Рис. 5. Классическая (σ–ε)-диаграмма для эбонита:
1–3 — номера образцов, 4 — предлагаемая аппроксимация

Та б л и ц а 1
Основные параметры аппроксимации для образцов из ПММА

Номер образца E, МПа ε0, % ε1, % σY , МПа

1 3155,2 1,23 2,41 38,80
2 3133,9 1,51 2,18 47,32

Таб ли ц а 2
Основные параметры аппроксимации для образцов из эбонита

Номер образца E, МПа ε0, % ε1, % σY , МПа

1 2980 1,63 3,63 48,57
2 3334 1,29 3,20 43,06
3 2401 2,14 3,15 51,49

В табл. 3 приведены осредненные параметры квазихрупких материалов (ПММА и

эбонита). Получены следующие оценки критического КИН KIc для образца из ПММА:

KIc = (1,02 ± 0,05) МПа ·м1/2 [15. С. 161], KIc ≈ 1 МПа ·м1/2 [18. С. 157]. Приведенные
критические значения КИН KIc хорошо согласуются. В лабораторных экспериментах по
определению критического КИН KIc для ПММА получены значения, практически совпа-
дающие с KIc. В выполненных ниже расчетах использовалось значение KIc = 1МПа ·м1/2.
Следует отметить, что для предлагаемых аппроксимаций (σ–ε)-диаграмм для образцов из
ПММА и эбонита условный предел текучести σY существенно превышает реальный пре-
дел текучести σ0,2. Параметр (ε1 − ε0)/ε0, характеризующий квазихрупкость изучаемых
материалов, удовлетворяет ограничению (15). Из результатов расчетов следует, что ко-
эффициент Пуассона µ = 0,4 или µ = 0 оказывает незначительное влияние на параметр r
для ПММА и эбонита. При расчетах относительных длин 2l0/r трещиноподобных дефек-
тов в компактных образцах с U-образными вырезами использовалась длина l0 = 10 мм.
Напряженное состояние лабораторных образцов представляет собой промежуточное на-
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Та бли ц а 3
Осредненные параметры квазихрупких материалов

Материал KIc, МПа ·м1/2 σY , МПа
ε1 − ε0

ε0

r, мм 2l0/r

µ 6= 0 µ = 0 µ 6= 0 µ = 0

ПММА 1,0 43 0,68 0,279 0,258 71,7 77,5
Эбонит 1,3 48 0,97 0,344 0,304 58,1 65,8

à á

Рис. 6. Разрушенные компактные образцы из ПММА (а) и эбонита (б)
с U-образными вырезами

пряженное состояние между плоским деформированным (µ 6= 0) и плоским напряженным
(µ = 0) состояниями, в случае если учитывается трехосность напряженного состояния.

На рис. 6 показаны разрушенные компактные образцы двух типов с U-образными
вырезами. В табл. 4, 5 приведены результаты экспериментов по разрушению двух ти-
пов компактных образцов шириной w = 50 мм с U-образными вырезами (P — разру-
шающие нагрузки образцов, изготовленных из листового ПММА толщиной t = 6,3 мм и
листового эбонита толщиной t = 7 мм; P̄ — средние значения разрушающих нагрузок;
σ̄∗∞/σY — средние безразмерные значения разрушающих напряжений, вычисляемые по
формуле σ̄∗∞/σY = P̄ /(twσY ) в (13)).

Разброс значений разрушающих нагрузок для ПММА и эбонита обусловлен суще-
ственным разбросом максимальных значений деформаций ε1, оказывающим влияние на
условный предел текучести материала σY при использовании предлагаемой аппроксима-
ции.

Приведенные в табл. 4, 5 средние безразмерные значения разрушающих напряжений
σ̄∗∞/σY сравниваются с аналогичными величинами, полученными в результате теорети-
ческих построений (рис. 7). На рис. 7 приведены три кривые для компактных образцов
с острыми трещинами: критические напряжения σ0

∞/σY (кривая 1 для ПММА и эбони-
та) и σ∗∞/σY (кривая 2 для ПММА и кривая 3 для эбонита) описывают хрупкое и ква-
зихрупкое разрушения соответственно. При построении кривых 2, 3 и 1 используются
соотношения (14) и (16) для компактных образцов. При расчетах теоретических нагрузок
использовались осредненные параметры квазихрупких материалов (см. табл. 3) и исход-
ная длина l0 = 10 мм острой трещины (принималось µ = 0). Поскольку напряженное
состояние лабораторных образцов представляет собой промежуточное напряженное со-
стояние между плоским деформированным и плоским напряженным состояниями, сред-
ние безразмерные значения разрушающих напряжений σ̄∗∞/σY соответствуют диапазонам
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Таб ли ц а 4

Разрушающие нагрузки для компактных образцов из ПММА

с трещиноподобными дефектами при t = 6,3 мм, l0 = 10 мм

R, мм
P , Н

P̄ , H σ̄∗∞/σY
Эксперимент 1 Эксперимент 2 Эксперимент 3

0,6 746 903 716 788 0,0582
1,0 785 942 785 837 0,0618
2,0 1050 1099 1177 1109 0,0819
3,0 1354 1275 1344 1324 0,0977
4,0 1825 1962 1766 1851 0,1367
5,0 2080 2021 2021 2041 0,1507

Таб ли ц а 5

Разрушающие нагрузки для компактных образцов из эбонита

с трещиноподобными дефектами при t = 7 мм, l0 = 10 мм

R, мм
P , Н

P̄ , H σ̄∗∞/σY
Эксперимент 1 Эксперимент 2 Эксперимент 3

0,6 824 814 845 828 0,0493
1,0 1050 942 1059 1017 0,0605
2,0 1246 1246 1334 1275 0,0759
3,0 1501 1442 1432 1458 0,0868
4,0 1579 1589 1521 1563 0,0930
5,0 1785 1678 1756 1740 0,1036

s1/sY, s1/sY

0,015

0,03

0,05

0,07

0,10

0,02

1
2

3

0 *

2l/r

I

II

10-1 1 10 102

Рис. 7. Теоретические (1–3) и экспериментальные (I, II) критические напря-
жения для образцов с острыми трещинами и разрушающие напряжения для

компактных образцов с U-образными вырезами:
1 — σ0

∞ для ПММА и эбонита, 2 — σ∗∞ для ПММА, 3 — σ∗∞ для эбонита; I, II —
интервалы значений 2l/r, соответствующие критическим напряжениям для ПММА и

эбонита, при значениях радиуса закругления R = 0,6; 1,0; 2,0; 3,0; 5,0 мм (нижний
интервал — R = 0,6 мм)
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безразмерных длин 2l0/r трещиноподобных дефектов, приведенных в табл. 3. Для эбонита
этот интервал составляет 58,1 < 2l0/r < 65,8 (интервалы I на рис. 7), для ПММА —
71,7 < 2l0/r < 77,5 (интервалы II). Каждому из шести интервалов для ПММА и эбонита
соответствуют безразмерные значения разрушающих напряжений σ̄∗∞/σY для компакт-
ных образцов с U-образными вырезами при R = 0,6; 1,0; 2,0; 3,0; 4,0; 5,0 мм. С учетом
разброса значений разрушающих нагрузок P получаем некоторую область на плоскости

σ∗∞/σY — 2l/r. Разрушающие (критические) нагрузки для компактных образцов с остры-
ми трещинами и U-образными вырезами существенно различаются.

Результаты сравнения теоретических критических напряжений для компактных об-
разцов с острыми трещинами и критических напряжений для компактных образцов с U-
образными вырезами позволяют сделать вывод, что часто применяемый технологический
прием высверливания вершины острой трещины весьма эффективен. При высверлива-
нии должно выполняться следующее ограничение: радиус U-образного выреза не может
быть меньше длины зоны предразрушения ∆∗/l∗, определенной в (14), если ось сверла при
высверливании проходит через вершину реальной трещины. Параметр (ε1− ε0)/ε0 оказы-
вает существенное влияние на критические напряжения σ̄∗∞/σY для компактных образцов

с U-образными вырезами, изготовленных из ПММА и эбонита.
4. Обсуждение результатов. Сравнение предлагаемой модели [8, 10, 11, 14, 16, 17] с

моделью Леонова — Панасюка — Дагдейла [4, 5] и когезионной моделью Баренблатта [19]
показывает, что решения, полученные с использованием обеих классических моделей [4,
5, 19], не имеют сингулярной составляющей (гипотеза С. А. Христиановича). Посколь-
ку в решении, полученном с использованием предлагаемой модели, имеется сингулярная
составляющая, можно применять двухпараметрический (сдвоенный) критерий. Параболи-
ческая форма раскрытия модельной трещины обусловлена наличием сингулярности. При
построении диаграмм квазихрупкого разрушения используются те же результаты лабо-
раторных экспериментов, что и при определении критического КИН KIc и при построе-
нии классической (σ–ε)-диаграммы материала образца. Одна из кривых σ∗∞/σY построен-
ных диаграмм квазихрупкого разрушения подобна критическим диаграммам разрушения

плоскости с трещинами различного типа [20. С. 231–235]. Область между кривыми σ∗∞/σY

и σ0
∞/σY предлагаемой диаграммы на плоскости напряжения— длина трещины представ-

ляет собой область, в которой имеет место повреждение материала в зоне предразрушения.
Следует отметить, что длина зоны предразрушения вычисляется из решения задачи, при-
чем зона предразрушения является частью зоны пластичности. Поскольку при построении
решения используется ширина зоны предразрушения, равная ширине зоны пластичности,
рассматривалось разрушение биматериала, образующегося при сварке двух материалов
[21–26]. В случае когда трещина проходит вдоль границы сварной шов — основной мате-
риал, критические нагрузки σ∗∞/σY сварных соединений оказались значительно меньше

соответствующих критических нагрузок для основного материала (односторонняя зона
пластичности располагается в более слабом материале). Классические модели не описыва-
ют накопление повреждений и разрушение сварных соединений. Численные эксперименты
[8, 22, 25, 27] показали, что предлагаемая модель достаточно точно описывает квазихруп-
кое разрушение и результаты расчетов, полученные с ее использованием, согласуются с
результатами, полученными с помощью классических моделей для материалов, имеющих
квазивязкий тип разрушения (для этого типа разрушения нарушено ограничение (15)).

Построенные диаграммы квазихрупкого разрушения использовались при описании

движения вершин трещин при усталостном нагружении однородных [17, 28–30] и свар-
ных [31, 32] конструкций. Следует отметить, что в работе [17] квазихрупкие материалы
образцов были получены из конструкционных материалов марок Д16 и Д16Т после пред-
варительного неупругого деформирования (в состоянии поставки материалы марок Д16 и
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Д16Т имеют квазивязкий тип разрушения). Классические модели не позволяют описать
усталостные режимы разрушения тел с трещинами, эмпирические закономерности уста-
лостного разрушения приведены в работах [33, 34].

Заключение. На плоскости нагрузка — длина трещины построена диаграмма ква-
зихрупкого разрушения для компактных образцов, состоящая из двух кривых, которые
разделяют эту плоскость на три области. В первой области отсутствует разрушение, во
второй происходит накопление повреждений при повторных нагружениях, в третьей обла-
сти образец разделяется на части при монотонном нагружении. Подбор постоянных для
аналитического описания диаграмм разрушения квазихрупких материалов при наличии

трещин осуществляется с использованием аппроксимации классической диаграммы на-
пряжение — деформация для исходного материала и критического КИН. Проведено срав-
нение результатов экспериментов по разрушению компактных образцов с трещиноподоб-
ными дефектами в виде U-образных вырезов и результатов, полученных с использованием
предложенной модели. Сопоставление результатов теоретических расчетов и эксперимен-
тов позволило выявить существенное влияние радиусов закруглений на значения разру-
шающих нагрузок. Приведено правило подбора радиуса закругления U-образного выреза
по длине зоны предразрушения при высверливании испорченного материала в вершине

острой трещины.
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