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1. Постановка задачи. Модели поведения вязкоупругой среды Максвелла исследу-
ются во многих работах (см., например, монографии [1–4], статьи [5, 6] и библиографию
к ним). При естественных термодинамических ограничениях уравнения движения сжи-
маемой вязкоупругой среды являются уравнениями гиперболического типа [4]. Важное
свойство гиперболичности отсутствует, если среда несжимаема. Материальными харак-
теристиками вязкоупругой среды являются ее плотность ρ, динамическая вязкость µ и

время релаксации τ . Эти величины далее полагаются постоянными. Кроме того, счита-
ется, что на среду не действуют внешние объемные силы. Случай, когда внешние силы
имеют потенциал, сводится к указанному выше случаю стандартным преобразованием

давления.
С учетом принятых предположений движение несжимаемой вязкоупругой среды Макс-

велла описывают следующие уравнения:
— уравнения импульса и неразрывности

ρ(vt + v · ∇v) = −∇p + div S,

∇ · v = 0;
(1)

— уравнение состояния, или реологическое соотношение

τ
d̃S

dt
+ S = 2µD. (2)
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В (1), (2) v — вектор скорости; p — отклонение давления от некоторого среднего значения

p0 > 0; D — тензор скоростей деформаций; S — вязкоупругая составляющая тензора

напряжений; d̃S/dt — одна из инвариантных, или объективных, производных тензора S
[1, 2]. В общем случае

d̃S

dt
=

∂S

∂t
+ v · ∇S +

1 + α

2

(
−∇v · S − S · ∇vт

)
+

1− α

2

(
∇vт · S + S · ∇v

)
,

−1 6 α 6 1.

(3)

При α = −1 инвариантная производная является нижней конвективной производной и обо-

значается
∆
S, в случае α = 0 — вращательной производной Яуманна (обозначается

0
S), при

α = 1 — верхней конвективной производной (обозначается
∇
S). Выбор такой производной

неоднозначен, он зависит от свойств моделируемой среды. Важно, чтобы при таком вы-
боре соотношение (2) было инвариантно относительно вращения с произвольной угловой
скоростью. Заметим, что

0
S =

( ∆
S + S

)
/2,

∇
I = −2D,

∆
I = 2D,

0
I = 0 (4)

(I — единичный тензор).
Случай двумерного движения с верхней конвективной производной изучался анали-

тически и численно в многочисленных публикациях (см., например, [6–9]). Исследованию
двумерной модели с производной Яуманна посвящены работы [10–12]. Трехмерная модель,
изучение которой начато в [13], рассматривается в данной работе.

Как известно, в предположении о несжимаемости среды давление не является термо-
динамической переменной и равно − tr T/3, где T = −pI + S — тензор напряжений [14].
Тогда тензор S является девиатором тензора T , поэтому tr S = 0. Пусть последнее равен-
ство выполнено в момент t = 0. Выясним, выполняется ли оно при t > 0. Оказывается,
тождественное выполнение равенства tr S = 0 имеет место лишь в модели с производной
Яуманна [10, 15]. В работе [15] предлагается модификация модели с верхней конвективной
производной, обеспечивающая равенство нулю следа вязкоупругих напряжений при всех
t > 0.

2. Вычисление характеристик в трехмерном случае. Пусть

S =

 a b c
b d g
c g h

 .

Запишем систему (1), (2) в виде

A
∂U

∂t
+ B

∂U

∂x
+ C

∂U

∂y
+ D

∂U

∂z
= 0,

где U = (u, v, w, p, a, b, c, d, g, h) — вектор; A, B, C, D — матрицы коэффициентов размер-
ности 10× 10.

Характеристическая поверхность ϕ(t, x, y, z) = 0 удовлетворяет уравнению

∆ ≡ det (ϕtA + ϕxB + ϕyC + ϕzD) = 0.

Вычисления показывают, что выражение для ∆ можно представить в виде

∆ = X4(ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
z)δ,

где X = ϕt + v · ∇ϕ; 4δ = X4(4ρ2τ2) + 2X2(ρτ)G + H; функции G, H не зависят от X.
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В общем случае α ∈ [−1; 1] выражения для G и H весьма громоздки, однако в извест-
ных частных случаях имеем

α = 1: δ = (τ(∇ϕ, S∇ϕ) + µ(∇ϕ)2 − ρτX2)2,

α = 0: δ = (τ(∇ϕ, S∇ϕ) + µ(∇ϕ)2 − ρτX2)2 +
τ2

16
(2J2(Q

2S)− J1(Q
2S)2),

α = −1: δ =
(τ

2
J1(Q

2S) + µ(∇ϕ)2 − ρτX2
)2

+
τ2

4
(2J2(Q

2S)− J1(Q
2S)2),

где

Q = E〈∇ϕ〉 =

 0 −ϕx ϕy

ϕz 0 −ϕx

−ϕy ϕx 0

 , J1(P ) = tr (P ), J2(P ) = (tr (P ))2 − tr (P )2,

tr P — след тензора P . В данном случае P = Q2S. Заметим, что

2J2(P )− J2
1 (P ) = (2J2

1 (P )− tr (P 2))− J2
1 (P ) = J2

1 (P )− 2 tr (P 2).

Можно показать, что форма δ допускает разложение на множители. Рассмотрим вы-
ражение δ как полином относительно ρτX. Пусть

d = h + λ, a = h + q.

Тогда дискриминант полинома имеет вид

P = G2 − 4H = (α− 1)2Q,

где Q = λ2(ϕ2
x + ϕ2

z) + 2λq1 + q2 (q1, q2 не зависят от λ).
Дискриминант выражения Q как полинома относительно λ имеет вид

q2
1 − (ϕ2

x + ϕ2
z)q2 = −4(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z)K
2 6 0,

где

K = −gϕ3
x + cϕ2

xϕy + bϕ2
xϕz − qϕxϕyϕz − gϕxϕ

2
z − cϕyϕ

2
z + bϕ3

z.

Так как ϕ2
x + ϕ2

z > 0, то Q > 0, поэтому

δ =
(
X2ρτ − 1

4
G− α− 1

4

√
Q

)(
X2ρτ − 1

4
G +

α− 1

4

√
Q

)
. (5)

Следует отметить, что если

G + |α− 1|
√

Q > 0, (6)

то можно продолжать раскладывать полином δ на множители.
В случае производной Яуманна (α = 0) и нижней конвективной производной (α = −1)

разложение (5) принимает более конкретный вид. Так как в главных осях тензор S диа-
гонален (для упрощения сохранены прежние обозначения его компонент):

S =

 a 0 0
0 d 0
0 0 h

 ,

то, вводя обозначение s = 2J2(Q
2S)− J1(Q

2S)2, получаем

s = −(ϕ2
x + ϕ2

z)
2λ2 − 2q(ϕ2

x(ϕ2
y − ϕ2

z)− ϕ2
z(ϕ

2
y + ϕ2

z))− q2(ϕ2
y + ϕ2

z)
2.

Дискриминант последнего полинома относительно λ не положителен:

−4q2ϕ2
xϕ

2
yϕ

2
z(ϕ

2
x + ϕ2

y + ϕ2
z) 6 0.
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Таким образом,

s 6 0

и полином δ можно разложить на множители следующим образом:

α = 0: δ =
(
ρτX2 − τ(∇ϕ, S∇ϕ)− µ(∇ϕ)2 + (τ/4)

√
−s

)
×

×
(
ρτX2 − τ(∇ϕ, S∇ϕ)− µ(∇ϕ)2 − (τ/4)

√
−s

)
,

α = −1: δ =
(
ρτX2 − (τ/2)J1(Q

2S)− µ(∇ϕ)2 + (τ/4)
√
−s

)
×

×
(
ρτX2 − (τ/2)J1(Q

2S)− µ(∇ϕ)2 − (τ/2)
√
−s

)
.

Заметим, что в главных осях

(∇ϕ, S∇ϕ) = aϕ2
x + dϕ2

y + hϕ2
z, J1(Q

2S) = −a(ϕ2
y + ϕ2

z)− d(ϕ2
x + ϕ2

z)− h(ϕ2
x + ϕ2

y).

В случае α 6= 1 при выполнении неравенства

m =
µ

τ
> K max{|a|, |b|, |c|, |d|, |g|, |h|}, K = const > 0

выполнено условие (6), позволяющее разложить полином δ на четыре линейных по X мно-
жителя. Следовательно, при достаточно большом по сравнению с компонентами тензора S
значении величины m система (1), (2) обладает четырьмя различными вещественными
звуковыми характеристиками. Исключение составляет случай α = 1. В этом случае си-
стема (1), (2) имеет пару двукратных вещественных звуковых характеристик.

Эффект кратности звуковых характеристик при α = 1 в уравнении состояния (3)
имеет место лишь в трехмерном пространстве. В плоском случае система (1), (2) имеет
шестой порядок и обладает двумя звуковыми, двумя контактными и двумя комплексными
характеристиками [16]. Наличие двух различных скоростей распространения нелинейных
волн сдвига в среде Максвелла, описываемой соотношением (3) при α 6= 1, также является
трехмерным эффектом.

Система (1), (2) с верхней конвективной производной широко используется при опи-
сании несжимаемых вязкоупругих сред. Тем не менее эта система обладает существен-
ным недостатком: для нее не выполнено энергетическое тождество, справедливое в модели
с вращательной производной Яуманна [10–12]:

d

dt

∫
Ωt

1

2

(
ρ|v|2 +

τ

2µ
S : S

)
dΩ =

∫
Σt

v(−pn+ S · n) dΣ− 1

2µ

∫
Ωt

S : S dΩ. (7)

Здесь n — внешняя нормаль к поверхности Σt, ограничивающей объем Ωt. Тождество (7)
справедливо только для системы с производной Яуманна. В случае если

v
∣∣
∂Ω×[0,t)

= 0,

тождество (7) принимает вид

d

dt

∫
Ωt

1

2

(
ρ|v|2 +

τ

2µ
S : S

)
dΩ = − 1

2µ

∫
Ωt

S : S dΩ

и из него следуют интегральные оценки

t∫
0

∫
Ωt

S : S dΩ dt 6 (1− e−2t/τ )
τ

2

∫
Ωt

(2µρ|v0|2 + S0 : S0) dΩ dγ,
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∫
Ωt

S : S dΩ 6 e−2t/τ

∫
Ω0

(2µρ|v0|2 + S0 : S0) dΩ +
2

τ
e−2t/τ

t∫
0

e2γ/τ

∫
Ωt

2µρ|v|2 dΩ dγ,

∫
Ωt

(2µρ|v|2 + S : S) dΩ 6
∫
Ω0

(2µρ|v0|2 + S0 : S0) dΩ,

где v
∣∣
t=0

= v0; S
∣∣
t=0

= S0.

3. Линеаризованная задача. В случае линеаризации в окрестности состояния покоя
независимо от вида объективной производной уравнения движения принимают следующий

вид:

ρvt = −∇p + div S, ∇ · v = 0; (8)

τSt + S = 2µD. (9)

Энергетическое тождество для линеаризованной задачи сохраняет форму (7). Уравнение
характеристик упрощается до уравнения

ϕ4
t (ϕ

2
x + ϕ2

y + ϕ2
z)(ρϕ2

t − (µ/τ)(ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
z))

2 = 0,

и система (8), (9), как и в случае верхней конвективной производной, имеет пару двукрат-
ных вещественных звуковых характеристик.

4. Постановка начально-краевой задачи для системы (8), (9). Дополним си-
стему (8), (9) следующими начальными условиями:

v
∣∣
t=0

= ϕ(x, y, z), vt

∣∣
t=0

= ψ(x, y, z), ϕ(x, y, z)
∣∣
∂Ω

= 0, divϕ = divψ = 0; (10)

S
∣∣
t=0

= S0(x, y, z). (11)

В качестве граничных условий выберем условия прилипания для скорости

v
∣∣
∂Ω×[0,t)

= 0 (12)

и условие второго рода для давления

∂p

∂n

∣∣∣
∂Ω

= h(x, y, z) e−t/τ ,

∫
∂Ω

h dΣ +

∫
Ω

div div S0 dx dy dz = 0. (13)

Здесь ∂/∂n — производная по направлению внешней нормали к поверхности Ω.
Установим существование и единственность классического решения задачи (8)–(13).

Утверждение 1. Классическое решение v, S, p задачи (8)–(13) единственно с точ-
ностью до аддитивной постоянной в выражении для давления.

Действительно, в силу условия (12) тождество (7) принимает вид

d

dt

∫
Ωt

1

2

(
ρ|v|2 +

τ

2µ
S : S

)
dΩ = − 1

2µ

∫
Ωt

S : S dΩ.

Это тождество справедливо также для разности двух решений. Так как при t = 0 неот-
рицательное подынтегральное выражение в левой части равенства равно нулю, то S ≡ 0.
Следовательно, v ≡ 0. Давление определяется с точностью до аддитивной постоянной.

Утверждение 2. При достаточно гладких граничных и начальных данных суще-
ствует классическое решение задачи (8)–(13).
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Действительно, дифференцируя первое уравнение (8) по времени и учитывая равен-
ство (9), имеем соотношение

ρ(τvtt + vt) = µ∆v −∇(τpt + p), div v = 0. (14)

Применяя оператор дивергенции к системе (8), получаем уравнение для давления

∆p = div div S. (15)

С учетом (8), (9) лапласиан давления удовлетворяет также уравнению

τ ∆pt + ∆p = 0. (16)

Из соотношений (15), (16) следует

∆p = (div div S0) e−t/τ ; (17)

p = q(x) e−t/τ . (18)

Функция q определяется с точностью до аддитивной постоянной из решения задачи Ней-
мана

∆q = div div S0; (19)

∂q

∂n

∣∣∣
∂Ω

= (div S0 −ψ) · n, (20)

поэтому система (14) для компонент вектора v упрощается и принимает вид

τvtt + vt = ν ∆v; (21)

div v = 0. (22)

Здесь ν = µ/ρ — кинематическая вязкость. Векторное уравнение (21) распадается на
три уравнения для компонент вектора скорости, которые связывает уравнение (22). Та-
ким образом, система (21), (22) является переопределенной. Если для системы (21) задать
начальные и граничные условия (10), (12), то ее решение будет удовлетворять уравне-
нию (22). Действительно, функция f(x, y, z, t) = div v удовлетворяет уравнению

τftt + ft = ν ∆f

и условиям

f
∣∣
t=0

= divϕ(x, y, z) = 0, ft

∣∣
t=0

= divψ(x, y, z) = 0, f
∣∣
∂Ω×[0,t)

= 0

и в силу теоремы единственности тождественно равна нулю.
В результате решение задачи (8)–(13) сводится к последовательному решению следу-

ющих задач:
— начально-краевых задач (21), (10), (12) для компонент скорости;
— задачи Коши (9), (11) для определения компонент тензора S;
— задачи Неймана для уравнения Пуассона (19), (20).

Существование единственного классического решения каждой из указанных задач не

вызывает сомнений.
Следует отметить некоторые свойства решения задачи (8), (9). Скорость распростра-

нения поперечных волн, описываемых уравнением (21), равна c = (ν/τ)1/2, а декремент
затухания их амплитуды есть 1/τ . Поведение тензора S характеризуется двумя слагаемы-
ми, одно из которых монотонно уменьшается с уменьшением амплитуды пропорциональ-
но e−t/τ , а другое уменьшается по закону затухающих колебаний вследствие колебатель-
ного характера изменения вектора скорости v. Что касается давления, то в силу (18) при
t →∞ его величина монотонно стремится к постоянной величине p0.
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