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Изучаются динамические напряжения при распространении плоской гармонической
горизонтально поляризованной волны в пьезоэлектрическом материале с некруговым
отверстием. С использованием конформного преобразования задача для материала
с некруговым отверстием сводится к задаче для материала с круговым отверстием.
Для определения неизвестных коэффициентов в аналитическом выражении для коэф-
фициента концентрации динамических напряжений используются краевые условия. Ис-
следовано влияние волнового числа набегающей волны, пьезоэлектрической константы
материала и коэффициента эксцентриситета полости на распределение коэффициента
концентрации динамических напряжений. Установлено, что распределение коэффици-
ента динамических напряжений в окрестности полости со стороны, обращенной к набе-
гающей волне, существенно отличается от распределения коэффициента динамических
напряжений в области, находящейся на противоположной стороне.
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Введение. Пьезоэлектрические материалы обладают уникальными механическими и
электрическими свойствами и широко используются при изготовлении актуаторов, управ-
ляющих трансдьюсеров и других устройств. В процессе синтезирования и эксплуатации
пьезоэлектрических материалов в них возникают различные дефекты типа трещин и по-
лостей. При наличии механических и электрических нагрузок в окрестности дефектов
происходит концентрация динамических напряжений, что может привести к разрушению
диэлектрика или возникновению электрического пробоя.

В настоящее время существует большое количество работ, посвященных исследова-
нию возникновения концентрации напряжений в диэлектриках в окрестности трещин [1–5].
Менее изучено напряженное состояние в окрестности полостей. С использованием мето-
да изображений и метода разложения по волновым функциям в работах [6–8] исследовано
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распределение динамических напряжений в диэлектрике в окрестности цилиндрической

полости, в [9] — в окрестности цилиндрической полости, находящейся в функционально-
градиентном материале. Влияние волнового числа набегающей волны и параметра неодно-
родности материала на распределение динамических напряжений в диэлектрике в окрест-
ности цилиндрической полости изучено в работе [10]. В [11] исследовано распределение на-
пряжений и электрического поля в пьезоэлектрическом твердом теле с круговой полостью.
С использованием граничного интегрального уравнения и декомпозиции области в [12] ре-
шена задача для пьезоэлектрической пластины с круговой полостью. В действительности
форма полости отличается от формы кругового цилиндра. В работе [13] с использованием
комплексной переменной и метода конформных отображений исследована концентрация

динамических напряжений в пьезоэлектрическом материале при наличии в нем полости,
имеющей сложную геометрическую форму.

В данной работе получено аналитическое решение динамической задачи о концентра-
ции динамических напряжений в диэлектрическом материале в окрестности некруговой

полости при распространении горизонтально поляризованной волны сдвига. Исследовано
влияние волнового числа набегающей волны, пьезоэлектрической константы и коэффици-
ента эксцентриситета полости на коэффициент концентрации динамических напряжений.

1. Основные уравнения задачи и их решение. Уравнения антиплоской динами-
ческой задачи имеют вид

∂τxz

∂x
+
∂τyz

∂y
= ρ

∂2w

∂t2
,

∂Dx

∂x
+
∂Dy

∂y
= 0, (1)

где τxz, τyz — компоненты тензора напряжений; Dx, Dy — компоненты вектора электри-
ческой индукции; w — компонента вектора смещений; ρ — плотность материала.

При наличии в теле упругих и электрических нагрузок определяющие соотношения

можно записать в следующем виде:
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(2)

Здесь φ — электрический потенциал; c44 — жесткость упругого материала; e15 — пьезо-
электрический коэффициент; κ11 — диэлектрическая постоянная.

Далее без ограничения общности рассматривается установившееся решение задачи.
Пусть

w = w̃ e−iωt, φ = φ̃ e−iωt (3)

(ω — круговая частота набегающей волны). Знак “∼” в обозначениях амплитуд смеще-
ния и электрического потенциала и коэффициент, зависящий от времени, далее опуще-
ны. Подставляя соотношения (2) в уравнения (1) и вводя обозначения для лапласиана
∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2, получаем

c44∇2w + e15∇2φ+ ρω2w = 0, e15∇2w − κ11∇2φ = 0. (4)

Рассмотрим связанные уравнения для смещения в антиплоской задаче и электриче-
ского потенциала. В предположении, что ϕ = φ−we15/κ11, уравнения (4) сводятся к урав-
нениям

∇2w + k2w = 0, ∇2ϕ = 0, (5)

где k — волновое число (k2 = ρω2/c∗); c∗ = c44 + e215/κ11.
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Переходя в уравнениях (5) к комплексным переменным: ζ = x+iy, ζ̄ = x−iy, получаем

4
∂2w

∂ζ ∂ζ̄
+ k2w = 0, 4

∂2ϕ

∂ζ ∂ζ̄
= 0. (6)

Внешность области с некруговой границей в комплексной плоскости ζ можно отобра-
зить во внутренность единичного круга в плоскости η с помощью конформного отображе-
ния:

ζ = Ω(η) = cη + ψ(η) (7)

(ψ(η) — голоморфная функция).
С учетом (7) компоненты тензора напряжений и вектора электрической индукции в (2)

в полярной системе координат записываются в виде
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где eiθ = (η/ρ)Ω′(η)/|Ω′(η)|.
2.Поля смещения и электрического потенциала. Рассмотрим горизонтально по-

ляризованную волну сдвига, распространяющуюся в положительном направлении оси x.
Поля смещений и электрического потенциала, индуцированные наличием некругового от-
верстия, определяются следующим образом:

w(i) = w0

∞∑
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inJn(k|Ω(η)|)
( Ω(η)
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)n
, φ(i) =

e15

κ11
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Здесь w0 — амплитуда набегающей волны; Jn(·) — функция Бесселя первого рода поряд-
ка n; верхний индекс “(i)” соответствует набегающей волне.

Из уравнения (6) следуют общие решения для полей смещения и электрического по-
тенциала в волне рассеяния (в рассеянной волне)

w(s) =
∞∑
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AnH

(1)
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)n
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Bnk
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где H
(1)
n (·) — функция Хенкеля первого рода порядка n; An, Bn — неизвестные константы,

которые определяются с использованием граничных условий на границе полости. Верхний
индекс “(s)” соответствует рассеянной волне.

Полные поля смещения и электрического потенциала для антиплоской задачи есть

суперпозиция полей (9) и (10), соответствующих набегающей и рассеянной волнам:

w = w(i) + w(s), φ = φ(i) + φ(s). (11)

Внутри полости отсутствует поле упругих смещений и имеется только конечное поле

электрического потенциала φc (плотность заряда внутри полости равна нулю):

φc =
∞∑

n=0

Cnk
n(Ω(η))n. (12)
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Здесь Cn — неизвестные коэффициенты, которые определяются с использованием условий
на границе полости.

Подставляя (11), (12) в (8), получаем соотношения
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где λ = e215/(c44κ11) — безразмерная пьезоэлектрическая константа; Dc
ρ — электрический

потенциал в полости; κ0 — диэлектрическая постоянная в полости.
3. Краевые условия и коэффициент концентрации динамических напряже-

ний. В плоскости η на границе полости ставятся следующие условия:
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С использованием условий (13) получаем выражения для неизвестных коэффициентов
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Коэффициент концентрации динамических напряжений определяется следующим об-
разом [14]:

Kd = τ∗θz = |τθz/τ0|. (14)
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Здесь τ0 = c∗kw0 — максимальное напряжение, индуцированное набегающей волной,
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4. Результаты численного решения задач и их анализ. Рассматривается пье-
зоэлектрический материал с эллиптическим отверстием. Исследуется влияние волнового
числа набегающей волны, пьезоэлектрической постоянной и относительного эксцентриси-
тета полости (отношения длин осей эллипса a/b) на коэффициент концентрации динамиче-
ских напряжений (14). Безразмерное волновое число набегающей волны k̄ = ka изменялось
в диапазоне 0,1÷5,0, пьезоэлектрическая постоянная λ — в диапазоне 0÷2,0. Принималась
следующая отображающая функция:

ζ = Ω(η) = r0(η +m/η).

Здесь r0 = (a+ b)/2; m = (a− b)/(a+ b).
На рис. 1 показано распределение коэффициента концентрации динамических напря-

жений (ККДН) в окрестности полости при a/b = 5/4 и различных значениях волнового
числа набегающей волны и пьезоэлектрической константы. При увеличении волнового
числа набегающей волны коэффициент динамических напряжений в окрестности полости

со стороны, обращенной к набегающей волне, увеличивается более существенно, чем в
окрестности полости, находящейся на противоположной стороне.

При малых значениях волнового числа ККДН уменьшается с увеличением пьезоэлек-
трической константы. Однако с увеличением волнового числа набегающей волны и пьезо-
электрической константы ККДН уменьшается в направлении распространения гармони-
ческой горизонтально поляризованной волны сдвига.

На рис. 2 показано распределение ККДН в окрестности полости при a/b = 7/5 и раз-
личных значениях волнового числа набегающей волны и пьезоэлектрической константы.
Распределение ККДН при a/b = 7/5 аналогично распределению ККДН при a/b = 5/4 (см.
рис. 1), однако при a/b = 7/5 ККДН больше, чем при a/b = 5/4.

На рис. 3 представлены зависимости ККДН от волнового числа при a/b = 5/4, 7/5
и различных значениях пьезоэлектрической константы. Максимальное значение ККДН
имеет место при малых значениях волнового числа, затем ККДН быстро уменьшается с
увеличением волнового числа до значений, приближенно равных единице, а при дальней-
шем увеличении волнового числа (k̄ > 1) ККДН медленно возрастает.

В случае a/b = 7/5 значения ККДН больше, чем в случае a/b = 4/5.
Заключение. С использованием метода конформных отображений разработан ме-

тод определения коэффициента концентрации динамических напряжений в окрестности

некруговой полости в пьезоэлектрическом материале при распространении гармонической

поляризованной волны сдвига. Установлено, что при увеличении эксцентриситета поло-
сти коэффициент концентрации динамических напряжений увеличивается. При увеличе-
нии волнового числа коэффициент концентрации динамических напряжений сначала рез-
ко уменьшается, а затем медленно увеличивается. При малых значениях волнового числа
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Рис. 1. Распределение коэффициента концентрации динамических напряжений
в окрестности полости (a/b = 5/4) при различных значениях безразмерного
волнового числа k̄ и пьезоэлектрической постоянной λ:
а — k̄ = 0,1, б — k̄ = 1,0, в — k̄ = 2,0, г — k̄ = 5,0; 1 — λ = 0, 2 — λ = 0,5, 3 —
λ = 1,0, 4 — λ = 2,0
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Рис. 2. Распределение коэффициента концентрации динамических напряжений
в окрестности полости (a/b = 7/5) при различных значениях безразмерного
волнового числа k̄ и пьезоэлектрической постоянной λ:
а — k̄ = 0,1, б — k̄ = 1,0, в — k̄ = 2,0, г — k̄ = 5,0; 1 — λ = 0, 2 — λ = 0,5, 3 —
λ = 1,0, 4 — λ = 2,0
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Рис. 3. Зависимость коэффициента концентрации динамических напряжений

от волнового числа:
а — a/b = 5/4, б — a/b = 7/5; 1 — λ = 0, 2 — λ = 0,5, 3 — λ = 1,0, 4 — λ = 2,0

ККДН уменьшается с увеличением пьезоэлектрической константы. Однако с увеличением
волнового числа набегающей волны и пьезоэлектрической константы ККДН уменьшает-
ся в направлении распространения гармонической горизонтально поляризованной волны

сдвига. Результаты исследования могут быть использованы при разработке неразрушаю-
щих методов выявления дефектов в элементах, изготовленных из пьзоэлектрических ма-
териалов.
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