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Аналитически исследована двумерная стационарная линейная модель течений, возника-
ющих в устойчиво (нейтрально) стратифицированной среде над термически неоднород-
ной плоской наклонной поверхностью. На нижней границе заданы отклонения темпе-
ратуры, гармонически зависящие от поперечной к склону горизонтальной координаты.
Получены явные аналитические решения, позволяющие проанализировать закономерно-
сти возникающих плотностных течений. Показано, что эти течения могут качественно
различаться в зависимости от соотношения величины угла наклона нижней границы и
аналога числа Рэлея, в выражение для которого в качестве пространственного масшта-
ба входит горизонтальный масштаб области термической неоднородности. Установлен
соответствующий критерий различия данных течений.
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Введение. Теории течений над охлаждаемыми (нагреваемыми) наклонными поверх-
ностями посвящено большое количество работ (см., например, работы [1–5] и библио-
графию к ним). Одним из наиболее важных приложений этой теории является описание
склоновых течений, распространенных в атмосфере. Ввиду сложности большинства задач
об этих течениях для аналитического исследования доступны лишь упрощенные модели.
Как правило, это одномерные модели, начиная с классической модели Прандтля [1, 2],
описывающие течения над бесконечной однородной наклонной плоскостью. Согласно этим
моделям стационарное течение в устойчиво стратифицированной среде над охлажденной

наклонной плоскостью заключено в слое толщиной порядка

hp =
( κν

αgγ sin2 ϕ

)1/4
=

( √
κν

N sin ϕ

)1/2
.

Здесь ν, κ — вязкость и температуропроводность, полагающиеся постоянными; α — тер-
мический коэффициент расширения среды; g — ускорение свободного падения; γ > 0 —
фоновый вертикальный градиент температуры (в атмосфере — потенциальной темпера-

туры [1, 6]); ϕ — угол наклона нижней границы; N = (αgγ)1/2 — частота плавучести

(частота Брента — Вяйсяля). Модель Прандтля проста, однако предположение о терми-
ческой однородности наклонной нижней границы является существенной идеализацией и

c© Ингель Л. Х., 2022



132 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2022. Т. 63, N-◦ 5

приводит, в частности, к отсутствию стационарных решений при нейтральной фоновой

стратификации среды и предельного перехода при ϕ → 0 (в этой модели максимальная ско-
рость стационарного склонового течения при заданном значении отклонения температуры

на нижней границе от фоновой температуры не зависит от угла наклона).
Влияние термических неоднородностей наклонной поверхности на возникающее тече-

ние [7–13] аналитически исследуется в работе [12], в которой изучаются течения, вызыва-
емые однородной холодной полосой конечной ширины, вытянутой вдоль склона. Линейная
стационарная модель исследуется с использованием разложения в ряд Фурье по поперечной

к склону горизонтальной координате. Однако данная модель сложна для аналитического
исследования, поскольку в ней учитывается большое количество горизонтальных гармо-
ник возмущений, физические свойства которых, как показано ниже, качественно различа-
ются в зависимости от их горизонтальных масштабов и угла наклона нижней границы.
Возмущения относительно малых горизонтальных масштабов в основном находятся внут-
ри слоя толщиной hp, в то время как возмущения больших масштабов могут достигать
границы этого слоя. Соответственно структура и динамика гармоник разных масштабов
качественно различаются. При одновременном их рассмотрении и описании суперпозиции
получаются громоздкие выражения, которые, как правило, не позволяют выявить доста-
точно простые и легко воспроизводимые закономерности динамики возмущений. В насто-
ящей работе анализируются отдельные гармоники разных масштабов; такая постановка
задачи позволяет получить в явном виде аналитические результаты.

1. Постановка задачи. Геометрия задачи представлена на рисунке. Ось s направ-
лена вверх по склону, ось n — по нормали к наклонной границе. Фоновое состояние среды
такое же, как и в модели Прандтля: устойчиво (в предельном случае нейтрально) стра-
тифицированная среда, температура которой на наклонной границе совпадает с задан-
ной температурой этой границы, находится в состоянии покоя. Однако в данной работе
рассматриваются возмущения, связанные с отклонениями температуры нижней границы,
гармонически зависящими от поперечной к склону горизонтальной координаты y:

θ = θ0 cos (ky) при n = 0. (1)

Здесь θ — отклонение температуры (потенциальной температуры [1, 6]) от фоновой (при
которой течения отсутствуют); θ0, k — заданные амплитуда и волновое число.

f

u

n

s

y

Геометрия задачи (стрелка— направление склонового течения, существующего
при однородном охлаждении наклонной границы)
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Линеаризованная стационарная система уравнений для двумерных (однородных вдоль
склона) возмущений в приближении Буссинеска с точностью до обозначений совпадает с
системой (6)–(10) в [12] и имеет вид

ν∆u = −αgθ sin ϕ, ∆ ≡ ∂2

∂y2
+

∂2

∂n2
; (2)

ν ∆v =
1

ρ∗

∂p

∂y
; (3)

ν ∆w =
1

ρ∗

∂p

∂n
− αgθ cos ϕ; (4)

u sin ϕ + w cos ϕ =
κ
γ

∆θ; (5)

∂v

∂y
+

∂w

∂n
= 0. (6)

Здесь u, v, w — составляющие скорости вдоль осей s, y, n соответственно; ρ∗ — средняя

плотность среды.
На наклонной границе помимо (2) заданы условия прилипания и непротекания:

u = v = w = 0 при n = 0. (7)

При этом полагается, что вдали от этой границы все возмущения затухают.
2. Характеристическое уравнение и решение при отсутствии фоновой стра-

тификации. Исключая из системы (2)–(6) все неизвестные функции, кроме одной, полу-
чаем уравнение

∆3θ +
1

h4
p

∆θ +
ctg2 ϕ

h4
p

∂2θ

∂y2
= 0,

с точностью до обозначений совпадающее с соответствующим уравнением в [12]. Согласно
краевому условию (1) целесообразно искать решение в виде одной горизонтальной гармо-
ники:

θ = Θ(n) cos (ky), p = P (n) cos (ky),

u = U(n) cos (ky), w = W (n) cos (ky), v = V (n) sin (ky),

где k — волновое число; прописные буквы обозначают искомые амплитудные функции.
Уравнение для амплитуды температурного возмущения имеет вид( ∂2

∂ξ2
− 1

)3
Θ + R sin2 ϕ

( ∂2

∂ξ2
− 1

)
Θ−R cos2 ϕ Θ = 0.

Здесь безразмерный параметр R = N2/(κνk4) = (k4h4
p sin2 ϕ)−1 > 0 является аналогом

числа Рэлея; ξ = kn — безразмерная координата. Решение ищется в форме линейной
комбинации экспонент типа eσξ. Характеристическое уравнение имеет вид

(σ2 − 1)3 + R sin2 ϕ (σ2 − 1)−R cos2 ϕ = 0. (8)

При нейтральной стратификации R = 0 и уравнение имеет кратные корни σ = ±1. Из
условия затухания возмущений вдали от границы n = 0 следует, что целесообразно рас-
сматривать только отрицательные корни. С учетом остальных краевых условий получаем
решение

θ = θ0 e−kn cos (ky), u =
αgθ0 sin ϕ

2νk2
kn e−kn cos (ky),
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v = −αgθ0 cos ϕ

8νk2
kn(2− kn) e−kn sin (ky), w =

αgθ0 cos ϕ

8νk2
(kn)2 e−kn cos (ky), (9)

p = −ρ∗αgθ0 cos ϕ

4k
(3− 2kn) e−kn cos (ky).

Решение (9) представляет собой периодическую (вдоль горизонтальной оси y) после-
довательность конвективных ячеек с восходящими (нисходящими) движениями в области
нагрева (охлаждения) поверхности соответственно. Возмущения проникают в среду на
расстояния порядка k−1 от поверхности. При ϕ → 0 скорость u течения вдоль склона
также стремится к нулю. Таким образом, при ограниченных пространственных масшта-
бах термических неоднородностей отсутствуют проблемы, возникающие в более идеали-
зированной модели Прандтля: предельный переход при ϕ → 0 и стационарное решение
существуют даже при отсутствии фоновой устойчивой стратификации.

При R > 0 характеристическое уравнение имеет один действительный и два ком-
плексных корня, соответствующих затухающим с увеличением высоты решениям. В об-
щем случае при различных значениях параметра R и величины угла наклона ϕ свойства
решений могут существенно различаться.

3. Предельный случай малых углов наклона. При достаточно малых углах ϕ
вторым слагаемым в (8) можно пренебречь, таким образом существенно упростив данное
уравнение. Рассмотрим этот предельный случай:

|σ2 − 1| ≈ (R cos2 ϕ)1/3.

Отсюда следует, что неучтенное второе слагаемое в (8) много меньше третьего, если

sin ϕ � cos2/3 ϕ

R1/6
или R � cos4 ϕ

sin6 ϕ
. (10)

При малых значениях угла ϕ условие (10) можно записать в приближенном виде

ϕ � R−1/6. (11)

Далее ограничимся случаем больших значений безразмерного параметра R. Приве-
дем, например, оценку для значений параметров, характерных для пограничного слоя
атмосферы: N = 10−2 с−1, κ = ν = 3 м2/c (κ, ν — эффективные коэффициенты турбу-
лентного обмена). В случае если k = 3 · 10−3 м−1 (что соответствует длине полуволны
горизонтальной гармоники порядка 1 км), величина R ≈ 105. При увеличении горизон-
тальных масштабов термической неоднородности (уменьшении k) эта величина быстро
возрастает.

В рассматриваемом приближении абсолютные значения всех корней характеристиче-
ского уравнения (8) велики. С учетом условий затухания возмущений вдали от нижней
границы в решение для температурного возмущения входят три экспоненты:

θ(y, n) ≈
3∑

j=1

Cj ekσjn cos (ky), (12)

где

σ1 ≈ −A, σ2 ≈ −A
(1

2
+

√
3

2
i
)

= A e−2πi/3, σ3 ≈ −A
(1

2
−
√

3

2
i
)

= A e2πi/3, (13)

Cj — постоянные интегрирования; A = (R cos2 ϕ)1/6 ≈ R1/6. Согласно (2) в решение для u

может входить четвертая, относительно медленно убывающая экспонента e−kn:

u(y, n) ≈
(
C4 e−kn− αg

νk2
sin ϕ

3∑
j=1

Cj

σ2
j

ekσjn
)

cos (ky).
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Здесь и далее учтены большие абсолютные значения безразмерных величин R и σj . Из
формулы (5) получаем

w = −u tg ϕ +
κ

γ cos ϕ
∆θ ≈

≈
[
− C4 tg ϕ e−kn +

κk2

γ cos ϕ

3∑
j=1

σ2
j Cj

(
1 +

R sin2 ϕ

σ4
j

)
ekσjn

]
cos (ky). (14)

Второе слагаемое под знаком суммы в (14) согласно (10), (13) относительно мало по абсо-
лютной величине, поэтому в рассматриваемом предельном случае им пренебрегается. Из
уравнения неразрывности (6) находим

v ≈ −
(
C4 tg ϕ e−kn +

κk2

γ cos ϕ

3∑
j=1

σ3
j Cj ekσjn

)
sin (ky). (15)

Из (3), (15) получаем

p ≈ ρ∗
νκk3

γ cos ϕ

3∑
j=1

σ5
j Cj ekσjn cos (ky).

Из краевых условий следует, что постоянные интегрирования должны удовлетворять
системе уравнений

3∑
j=1

Cj = θ0,
3∑

j=1

Cj

σ2
j

− νk2

αg sin ϕ
C4 = 0; (16)

3∑
j=1

σ2
j Cj −

γ sin ϕ

κk2
C4 = 0,

3∑
j=1

σ3
j Cj +

γ sin ϕ

κk2
C4 = 0. (17)

В рассматриваемом приближении решение системы (16), (17) имеет вид

C1 ≈
θ0

2
, C2,3 ≈

θ0

2
√

3
e±πi/6,

C4 ≈
αgθ0 sin ϕ

2νk2R1/3 cos2/3 ϕ
=

θ0 sin ϕ

2

( κα2g2

γν2k2 cos2 ϕ

)1/3
.

Таким образом, в рассматриваемом предельном случае приближенное решение задачи

можно представить следующим образом:

θ ≈ θ0

2
e−Akn/2

[
e−Akn/2 +

2√
3

cos
(√3

2
Akn− π

6

)]
cos (ky); (18)

u ≈ αgθ0 sin ϕ

2νk2A2

{
e−kn − e−Akn/2

[
e−Akn/2− sin

(√3

2
Akn

)]}
cos (ky);

v ≈ αgθ0 cos ϕ

2νk2A3

{
− A tg2 ϕ e−kn +

+ e−Akn/2
[
e−Akn/2 − 2√

3
cos

(√3

2
Akn− π

6

)]}
sin (ky); (19)
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w ≈ αgθ0 cos ϕ

2νk2A4

{
− A2 tg2 ϕ e−kn +

+ e−Akn/2
[
e−Akn/2 − 2√

3
cos

(√3

2
Akn +

π

6

)]}
cos (ky); (20)

p ≈ −ρ∗
αgθ0 cos ϕ

2kA
e−Akn/2

[
e−Akn/2 +

2√
3

cos
(√3

2
Akn +

π

6

)]
cos (ky). (21)

4. Анализ решения. При наличии устойчивой фоновой стратификации возмущения,
как правило, сосредоточены в относительно тонком слое вблизи источника — наклонной

нижней границы n = 0. Выражения (18), (21) содержат только экспоненты, быстро убыва-
ющие с ростом n на масштабах порядка h1 ≡ (Ak)−1, много меньших характерного гори-
зонтального масштаба термических неоднородностей порядка k−1. С учетом (10) нетрудно
убедиться, что вертикальный масштаб этих возмущений h1 также много меньше толщи-
ны склонового течения в модели Прандтля hp. В выражениях для составляющих скорости,

вообще говоря, присутствует также медленно убывающая экспонента e−kn. Однако в (19),
(20) эта экспонента входит с малыми коэффициентами, поскольку в рассматриваемом слу-
чае величина угла ϕ и произведение Aϕ согласно (11) много меньше единицы. Поэтому,
как и предполагалось, при малых значениях угла ϕ решение для θ, p, v, w близко к реше-
нию задачи о возмущениях, вызываемых термическими неоднородностями горизонтальной
поверхности [14]. Из полученных выражений следует, например, что непосредственно над
охлажденным участком нижней границы (при θ0 < 0 и малых значениях y), где среда
вблизи границы охлаждена, вес столба среды увеличен и давление повышено, наблюда-
ются горизонтальное растекание в поперечном к склону направлении y и обусловленное
этим нисходящее движение. При n ∼ h1 сходящиеся горизонтальные движения (в направ-
лении оси y) компенсируют это растекание.

Вместе с тем имеется составляющая скорости u, направленная над охлажденной по-
верхностью вниз по склону. Таким образом, сток тепла на наклонной поверхности компен-
сируется адиабатическими притоками тепла, обусловленными влиянием как склонового
течения (составляющая u), так и с поперечной к склону термической циркуляцией (со-
ставляющая w), для которой наличие склона несущественно. Относительный вклад этих
притоков зависит от величины угла ϕ. В рассматриваемом предельном случае амплитуда u
относительно мала, поскольку пропорциональна sin ϕ. Однако u затухает с увеличением
высоты на масштабах порядка k−1, т. е. значительно медленнее остальных переменных.
Поэтому выше уровней порядка (Ak)−1 составляющая скорости u может быть больше

других. Представляет интерес сравнить полученное решение с решением Прандтля, опи-
сывающим пространственно-однородное возмущение. Амплитуда этого решения меньше,
чем в модели Прандтля, приблизительно на величину (R sin ϕ)−1/6 � 1. Однако толщина

стекающего слоя hp(R sin2 ϕ)1/4 превышает толщину слоя Прандтля hp, за исключением

области очень малых углов наклона ϕ 6 R−1/2. В работе [7], в которой рассматривалась
другая геометрия задачи, отмечалось, что неоднородные склоновые течения могут прони-
кать в устойчиво стратифицированную среду на достаточно большую высоту.

Амплитуда возмущения давления (21) приближенно описывается гидростатическим
соотношением |p| ∼ |ρ′gh1| ∼ ρ∗gα|θ0|/(kA). Приравнивая горизонтальную силу (ускоре-
ние) градиента давления kp/ρ∗ к силе вязкости νv/h2

1, для амплитуды составляющей ско-
рости v получаем выражение, согласующееся с (19). Из уравнения неразрывности следует
оценка амплитуды w, согласующаяся с формулой (20).
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5. Предельный случай достаточно больших углов наклона. При достаточно
больших значениях параметра R и не очень малых значениях угла ϕ возможны случаи,
обратные случаю (10):

sin ϕ � cos2/3 ϕ

R1/6
. (22)

В этом случае в характеристическом уравнении (8) становится существенным второе сла-
гаемое, которое в предельном случае, описанном в п. 4, было пренебрежимо малым. Корни
характеристического уравнения, соответствующие убывающим с ростом n экспонентам,
в этом случае можно представить в виде

σ1 ≈ −
1

sin ϕ
, σ2,3 ≈

(R sin2 ϕ

4

)1/4
(−1± i) = (R sin2 ϕ)1/4 e±3πi/4 . (23)

При sin ϕ � 1 корни (23) по абсолютной величине много больше единицы, что существенно
упрощает анализ решения (при | sin ϕ| → 1 первый корень становится приблизительно
равным единице, при этом анализ усложняется).

Выражение (12) для температурного возмущения остается справедливым. Для состав-
ляющей скорости вдоль склона получается приближенное выражение

u(y, n) ≈
[
C4 e−kn − αg

νk2
sin ϕ

(
C1 tg2 ϕ e−σ1kn +

3∑
j=2

Cj

σ2
j

ekσjn
)]

cos (ky). (24)

В выражении (14) при рассматриваемых значениях корней характеристического уравне-
ния 1 + R sin2 ϕ/σ4

2,3 ≈ 0, поэтому выражение для w упрощается:

w ≈
[
− C4 tg ϕ e−kn +

αg sin ϕ tg3 ϕ

νk2

(
1 +

cos4 ϕ

R sin6 ϕ

)
C1 exp

(
− kn

sin ϕ

)]
cos (ky). (25)

Из уравнения неразрывности получаем

v ≈
[
− C4 tg ϕ e−kn +

αg tg3 ϕ

νk2

(
1 +

cos4 ϕ

R sin6 ϕ

)
C1 exp

(
− kn

sin ϕ

)]
sin (ky). (26)

Согласно краевым условиям (7) составляющие скорости должны обращаться в нуль при
n = 0. Из выражений (25), (26) следует, что при sin ϕ 6= 1 (случай вертикальной границы
не рассматривается) граничные условия (7) могут быть удовлетворены только при C1 =
C4 = 0, поэтому v ≈ w ≈ 0. Для двух других постоянных интегрирования из граничных
условий и выражений (12), (24) следует система уравнений

C2 + C3 = θ0,
C2

σ2
2

+
C3

σ2
3

= 0.

Отсюда получаем C2 = C3 = θ0/2, и решение принимает вид

θ ≈ θ0 exp
(
− z√

2 hp

)
cos

( z√
2 hp

)
cos (ky),

u ≈ θ0

(κ
ν

αg

γ

)1/2
exp

(
− z√

2 hp

)
sin

( z√
2 hp

)
cos (ky).

(27)

Амплитуда и вертикальная структура решения (27) совпадают с полученными по модели
Прандтля, однако в рассматриваемой задаче решение неоднородно по y (течение и отклоне-
ние температуры зависят от граничного условия (1)). Таким образом, в рассматриваемом
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предельном случае термические неоднородности на нижней границе практически не приво-
дят к возникновению других составляющих движения и изменению толщины стекающего

слоя, а лишь “модулируют” склоновое течение по поперечной к склону координате y.
Заключение. В работе получены результаты, обобщающие классическую модель

Прандтля на случай термически неоднородной наклонной поверхности. Рассмотрена зада-
ча, фактически описывающая взаимодействие течений двух типов в устойчиво стратифи-
цированной среде. Первый тип— это течения над термически неоднородной поверхностью

в плоскости (n, y); подобные течения существуют также над горизонтальными поверхно-
стями [14, 15]. Заметим, что рассматривается не конвективная неустойчивость (стратифи-
кация может оставаться устойчивой), а течения, обусловленные горизонтальными вариа-
циями гидростатического давления (веса столба среды). Второй тип— склоновые течения

в плоскости (n, s). Возникновение течений этих двух типов обусловлено одними и теми же
причинами — отклонениями температуры нижней границы. Например, сток тепла, свя-
занный с охлаждением какой-либо области нижней границы, в рассматриваемой задаче
компенсируется одновременным адиабатическим притоком тепла (нисходящих течений)
двух типов. При устойчивой стратификации тепло переносится в охлаждаемую область

как нисходящим склоновым течением, так и нисходящей термической циркуляцией, суще-
ствующей над охлаждаемой областью и в случае горизонтальной нижней границы [14, 15].
Эти два механизма притока тепла находятся в состоянии “конкуренции”: чем большее ко-
личество тепла переносится одним типом течений, тем меньшее другим.

Рассмотрен предельный случай малых углов ϕ и не очень больших горизонтальных
масштабов термических неоднородностей, когда вклад склонового течения в баланс теп-
ла относительно мал. В этом случае решение близко к задаче с горизонтальной нижней
границей [14]. Баланс тепла в основном определяется термическими циркуляциями в плос-
кости, поперечной склону. Эти течения заключены в слое, толщина которого меньше hp.
Однако относительно слабое течение вдоль склона, наоборот, может выходить далеко за
границы этого масштаба, достигая высоты порядка k−1.

Можно было предположить, что при достаточно больших горизонтальных масштабах
термических неоднородностей полученное решение приближается к решению Прандтля,
в котором, однако, заданная температурная неоднородность на наклонной границе “мо-
дулирована”, т. е. медленно меняется по горизонтали. Этому и соответствует рассмот-
ренный в работе предельный случай, для которого установлены пределы применимости
(условие (22)). Применимость двух рассмотренных предельных случаев определяется со-

отношением между величинами sin ϕ и R−1/6.
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