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Численно исследуются стационарное двумерное магнитогидродинамическое течение
вблизи точки торможения электрически проводящей жидкости и теплообмен (с теп-
ловым излучением) в наножидкости на сжимающейся-растягивающейся поверхности.
Построена модель течения наножидкости, учитывающая броуновское движение и тер-
мофорез. С использованием преобразования подобия уравнения пограничного слоя пре-
образуются в нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения высокого по-
рядка. Показано, что на скорость, температуру и концентрацию значительное влияние
оказывают броуновское движение, тепловое излучение и термофоретическое осаждение
частиц.
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Введение. В последнее время большой интерес представляет исследование теплооб-
мена в наножидкостях вследствие их широкого использования в медицине, космических
технологиях, ядерных реакторах, гибридных двигателях, бытовых приборах [1].

Течение жидкости в области торможения (вблизи носка ракеты, самолета, подводной
лодки, нефтяного корабля), описываемое как застойное, имеет место при движении всех
твердых тел в жидкости. Автор работы [2] впервые показал, что течение в окрестности
точки торможения можно описывать с помощью уравнений Навье — Стокса. В [3] изу-
чалось стационарное течение вблизи точки торможения на упругой поверхности с учетом

скоростей растяжения и свободного потока. В [4] данная задача решена для различных
скоростей растяжения и свободного потока, также показано существование пограничных
слоев. Большое количество работ посвящено аналитическому и численному исследованиям
течения торможения с пограничным слоем вблизи растягивающейся поверхности [5–10].

Течение при сжатии поверхности принципиально отличается от течения при ее рас-
тяжении [11].
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В [12] изучалось течение вблизи сжимающейся поверхности при наличии отсоса. Ста-
ционарный двумерный осесимметричный пограничный слой и теплообмен вблизи точки

торможения в случае сжимающейся поверхности анализировались в работе [13]. Суще-
ствование и единственность магнитогидродинамического (МГД) течения вблизи точки
торможения сжимающейся-растягивающейся поверхности изучалось в [14]. Течение и теп-
лообмен вблизи точки торможения на сжимающейся поверхности исследовались многими

авторами (см., например, [15–20]).

В указанных выше работах исследовались течения в точке торможения вблизи

сжимающейся-растягивающейся поверхности для вязкой и неньютоновской жидкости.
В [21] изучалось влияние объемной доли твердых частиц и типа наночастиц на течение и
теплообмен в жидкости в окрестности сжимающейся поверхности.МГД-течение наножид-
кости с пограничным слоем при наличии теплообмена на сжимающихся-растягивающихся
поверхностях исследованы недостаточно.

Целью настоящей работы является изучение влияния параметров магнитного поля

броуновского движения, термофореза, теплового излучения, числа Грасгофа и отношения
скоростей на характеристики течения на сжимающейся-растягивающейся поверхности на-
ножидкости.

1. Постановка задачи. Рассмотрим стационарное двумерное МГД-течение вблизи
точки торможения несжимаемой вязкой электропроводящей наножидкости, направленное
по нормали к пористой сжимающейся-растягивающейся поверхности. На жидкость ока-
зывает воздействие однородное поперечное магнитное поле напряженностью B0. На рис. 1
показаны схема течения и система координат, оси x, y которой направлены вдоль поверх-
ности и по нормали к ней.

Будем полагать, что скорость пористой сжимающейся-растягивающейся поверхности
равна uw(x) = cx, скорость на границе пограничного слоя U(x) = ax; a > 0, c — кон-
станты, значения c > 0, c < 0 соответствуют пористой растягивающейся-сжимающейся
поверхности; g — ускорение свободного падения. Уравнения сохранения массы, количества
движения, теплообмена и уравнения концентрации наночастиц имеют вид [9]
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Рис. 1. Схема течения:
1 — точка торможения, 2 — область ненулевой завихренности
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где u, v — компоненты скоростей в направлениях x, y; U(x) — скорость свободного пото-
ка; k — проницаемость пористой среды; T — температура жидкости; C — объемная доля

наночастиц; σ — электропроводность жидкости; ν — кинематическая вязкость; αm — теп-
лопроводность; ρf — плотность базовой жидкости; DB — коэффициент броуновской диф-
фузии; DT — термофорезный коэффициент диффузии; cp — теплоемкость при постоянном

давлении; qr — радиационный тепловой поток; τ — отношение эффективной теплоемкости

материала наночастиц к теплоемкости базовой жидкости. В уравнении (2) пренебрегается
наведенным магнитным полем; магнитное число Рейнольдса полагается очень малым. Это
допущение справедливо для электропроводящих жидкостей (ртуть, натрий и др.).

Граничные условия для растягивающейся-сжимающейся поверхности имеют вид

y = 0: u = uw(x) = cx, v = v0, T = Tw, C = Cw,

y →∞: u→ U(x) = ax, T → T∞, C → C∞.

В приближении Росселанда [9] находим

qr = − 4δ

3k1
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,

где δ — постоянная Стефана — Больцмана; k1 — средний коэффициент поглощения. Вы-
ражение для температуры в потоке T 4 можно разложить в ряд Тейлора относительно T∞;
пренебрегая членами высших порядков, получаем T 4 ≈ 4T 3

∞T − 3T 4
∞. Следовательно,
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Функцию тока, нормированные температуру и объемную долю наночастиц можно опреде-
лить следующим образом:

ψ =
√
aν xf(η), θ(η) =

T − T∞
Tw − T∞

, ϕ(η) =
C − C∞
Cw − C∞

, η = y

√
a

ν
(5)

(функция тока ψ определяется соотношениями u = ∂ψ/∂x, v = −∂ψ/∂y). Тогда уравне-
ния (1)–(4) принимают вид

f ′′′ + ff ′′ − f ′2 + (M + λ)(1− f ′) + Gr θ + Grm ϕ+ 1 = 0; (6)

1

Pr

(
1 +

4R

3

)
θ′′ + fθ′ +Nbθ

′ϕ′ +Ntθ
′2 = 0; (7)

ϕ′′ + Le fϕ′ +
Nt

Nb
θ′′ = 0, (8)

гдеM = σB2
0/(ρfa) — безразмерный параметр магнитного поля; R = 4δT 3

∞/(3k1αm) — па-
раметр теплового излучения; Pr = ν/αm — число Прандтля; Nb = τDB(Cw−C∞)/ν — па-
раметр броуновского движения; Nt = τDT (Tw−T∞)/(νT∞) — параметр термофореза; Le =
ν/DB — число Льюиса; λ = ν/(ak) — параметр пористости; Gr = gβ(Tw − T∞)/(aU) —
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число Граcгофа; Grm = gβ∗(Cw − C∞)/(aU) — модифицированное число Граcгофа. Из
уравнения (7) следует, что температура зависит от комбинации числа Прандтля Pr и па-
раметра теплового излученияR [10] (эффективного числа Прандтля Preff = Pr /(1+4R/3)).
Уравнение (7) можно записать в виде

1

Preff
θ′′ + fθ′ +Nbθ

′ϕ′ +Ntθ
′2 = 0 (9)

с граничными условиями

f(0) = S, f ′(0) = α = c/a, θ(0) = 1, ϕ(0) = 1,

f ′(∞) = 1, θ(∞) = 0, ϕ(∞) = 0,
(10)

где S = v0/
√
aν — параметр вдува-отсоса; α — отношение скорости растяжения (сжатия)

и скорости свободного потока.
Введем коэффициент поверхностного трения CF , локальное число Нуссельта Nux и

локальное число Шервуда Shx:

CF =
τw

ρfU2(x)
, Nux =

xqw
k(Tw − T∞)

, Shx =
xqm

DB(Cw − C∞)
(11)

(τw — напряжение трения вдоль растягивающейся поверхности; qm — тепловой поток).
С использованием уравнений (5), (11) получаем

Re
1/2
x CF = f ′′(0), Nux Re

−1/2
x = −θ′(0), Shx Re

−1/2
x = −ϕ′(0),

где Rex = xU(x)/ν — локальное число Рейнольдса.
2. Результаты исследования и их обсуждение. Для решения системы уравне-

ний (6)–(8) использовался метод Рунге—Кутты—Фельберга четвертого-пятого порядков
точности. Численные расчеты проводились для ряда значений определяющих парамет-
ров: магнитного параметра M , параметра теплового излучения R, эффективного числа
Прандтля Preff , параметра броуновского движения Nb, параметра термофореза Nt, числа
Льюиса Le, параметра растяжения α > 0 и сжатия α < 0, параметра отсоса S > 0.

В таблице приведены значения коэффициента трения f ′′(0), полученные в различных
работах. Видно, что результаты, полученные в настоящей работе и в работах [13, 18],
хорошо согласуются.

На рис. 2 видно, что с увеличением Nb температура увеличивается, объемная доля
наночастиц сначала увеличивается, а по мере удаления от поверхности уменьшается. Этот
результат хорошо согласуется с решением [9].

На рис. 3 показаны профили скорости при различных значениях параметра магнит-
ного поля в случае растягивающейся-сжимающейся поверхности с учетом броуновского
движения. Скорость наножидкости увеличивается с увеличением параметра магнитного

Значения коэффициента трения f ′′(0) при M = 0

α
f ′′(0)

Данные работы [18] Данные работы [13] Данные настоящей работы

0 1,232 588 1,232 588 1,232 587 542
0,1 1,146 561 1,146 560 1,146 560 893
0,2 1,051 130 1,051 130 1,051 130 448
0,5 0,713 295 0,713 300 0,713 298 653
1,0 0 0 0,000 000 001
5,0 −10,264 749 −10,264 750 −10,264 748 690
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Рис. 2. Зависимости температуры θ (а) и объемной доли наночастиц ϕ (б) от η
при M = 0, Nt = 0,05, R = 0,2, Le = 1,0, λ = 0,3, Gr = 3, Grm = 3, S = 1 и
различных значениях параметра броуновского движения:
1 — Nb = 0,1, 2 — Nb = 0,5, 3 — Nb = 1,0, 4 — Nb = 1,5, 5 — Nb = 2,0, 6 — Nb = 2,5
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Рис. 3. Зависимость скорости f ′ от η при Nt = 0,05, Nb = 0,01, R = 0,2, Le = 1,0,
λ = 0,3, Gr = 3, Grm = 3, S = 1 и различных значениях параметра магнитного
поля:
1 — M = 1, 2 — M = 3, 3 — M = 5; сплошные линии — растягивающаяся поверхность

(α = 1,2), пунктирные — сжимающаяся поверхность (α = −1,2)
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Рис. 4. Зависимость скорости f ′ от η при Nt = 0,05, Nb = 0,01, M = 1, R = 0,2,
Le = 1,0, λ = 0,3, S = 1 и различных значениях числа Грасгофа:
1 — Gr = Grm = 0,1, 2 — Gr = Grm = 1,0, 3 — Gr = Grm = 4,0; сплошные линии —
растягивающаяся поверхность (α = 1,2), пунктирные — сжимающаяся поверхность

(α = −1,2)

поля. Направление силы Лоренца противоположно направлению течения наножидкости,
что приводит к возникновению возвратного течения. На растягивающейся-сжимающейся
поверхности имеет место максимум скорости. Следует отметить, что толщина гидроди-
намического пограничного слоя увеличивается.

На рис. 4 показано влияние числа Грасгофа на профиль скорости. При увеличе-
нии Gr, Grm скорость наножидкости сначала увеличивается, затем уменьшается. При
незначительном изменении объемной доли наночастиц и температуры наножидкости на

растягивающейся-сжимающейся поверхности формируется максимум скорости. Вслед-
ствие броуновского движения и термофоретического осаждения наночастиц толщина гид-
родинамического пограничного слоя уменьшается.

Зависимости безразмерной температуры и объемной доли наночастиц от η показаны
на рис. 5 при M = 1 и различных значениях параметра броуновского движения. Видно,
что на сжимающейся поверхности с увеличением Nb температура наножидкости увели-
чивается, на растягивающейся поверхности — практически не меняется, объемная доля
наночастиц с увеличением Nb уменьшается в случае и растягивающейся, и сжимающейся
поверхности. Это обусловлено тем, что при увеличении броуновского движения увеличи-
вается толщина теплового пограничного слоя и уменьшается толщина диффузионного по-
граничного слоя. Следует отметить, что магнитное поле оказывает существенное влияние
на объемную долю наночастиц (ср. рис. 2,б (M = 0) и рис. 5,б (M = 1)) и незначительно
влияет на температуру (ср. рис. 2,a (M = 0) и рис. 5,а (M = 1)). Когда частицы становят-
ся наноразмерными, броуновское движение начинает играть важную роль в теплообмене
вследствие увеличения теплопроводности и микроконвекции.

На рис. 6 показано влияние параметра термофореза Nt на температуру и объемную до-
лю наночастиц. При увеличении параметра Nt температура наножидкости увеличивается

незначительно, объемная доля наночастиц увеличивается в случае как растягивающейся,
так и сжимающейся поверхности. Толщина теплового пограничного слоя незначительно
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Рис. 5. Зависимости температуры θ (а) и объемной доли наночастиц ϕ (б) от η
при M = 1, Nt = 0,05, R = 0,2, Le = 1,0, λ = 0,3, Gr = 3, Grm = 3, S = 1 и
различных значениях параметра броуновского движения:
1 — Nb = 0,01, 2 — Nb = 0,03, 3 — Nb = 0,05; сплошные линии — растягивающаяся

поверхность (α = 1,2), пунктирные — сжимающаяся поверхность (α = −1,2)
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Рис. 6. Зависимости температуры θ (а) и объемной доли наночастиц ϕ (б) от η
при M = 1, Nb = 0,01, R = 0,2, Le = 1,0, λ = 0,3, Gr = 3, Grm = 3, S = 1 и
различных значениях параметра термофореза:
1 — Nt = 0,01, 2 — Nt = 0,05, 3 — Nt = 0,10; сплошные линии — растягивающаяся

поверхность (α = 1,2), пунктирные — сжимающаяся поверхность (α = −1,2)
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Рис. 7. Зависимости температуры θ (а) и объемной доли наночастиц ϕ (б) от η
при M = 1, Nt = 0,05, Nb = 0,01, Le = 1,0, λ = 0,3, Gr = 3, Grm = 3, S = 1 и
различных значениях параметра теплового излучения:
1 — R = 0,1, 2 — R = 0,5, 3 — R = 1,0; сплошные линии — растягивающаяся поверх-
ность (α = 1,2), пунктирные — сжимающаяся поверхность (α = −1,2)

увеличивается на растягивающейся поверхности и уменьшается на сжимающейся, в то
время как диффузионный пограничный слой увеличивается существенно. Следует отме-
тить, что при малых значениях параметра магнитного поля влияние броуновского движе-
ния более существенно, чем влияние конвекции.

На рис. 7 приведены зависимости температуры и объемной доли наночастиц от η при
различных значениях параметра теплового излучения. Согласно уравнениям (2), (3) при
увеличении теплопроводности kf наножидкости дивергенция радиационного теплового по-
тока уменьшается, вследствие чего уменьшается радиационный перенос к наножидкости
и увеличивается температура наножидкости, в то время как объемная доля наночастиц
сначала уменьшается, затем увеличивается. Влияние параметра теплового излучения бо-
лее значительно при R → 0 (R 6= 0) и может быть пренебрежимо малым при R → ∞.
С увеличением температуры и объемной доли наночастиц их излучение увеличивается.
Таким образом, тепловое излучение является основным механизмом теплообмена.

На рис. 8 показано влияние параметра отсоса S на течение в пограничном слое при
наличии броуновского движения. Видно, что с увеличением отсоса объемная доля наноча-
стиц уменьшается. Также при наличии отсоса уменьшается толщина пограничного слоя.

3. Выводы. Исследовано влияние различных определяющих параметров (параметра
магнитного поля, параметров броуновского движения, термофореза, теплового излучения,
чисел Грасгофа и Льюиса) на движение и характеристики теплообмена течения в окрест-
ности точки торможения наножидкости на пористой растягивающейся-сжимающейся по-
верхности. Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы.

Скорость наночастиц увеличивается при увеличении магнитного параметра.
При увеличении числа Грасгофа скорость сначала увеличивается, затем уменьшается.
При увеличении параметра броуновского движения толщина теплового пограничного

слоя увеличивается, толщина диффузионного пограничного слоя уменьшается, вследствие
чего температура увеличивается, объемная доля наночастиц уменьшается.
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Рис. 8. Зависимость объемной доли наночастиц ϕ от η при M = 1, Nt = 0,05,
Nb = 0,01, Le = 1,0, λ = 0,3, Gr = 3, Grm = 3 и различных значениях параметра
отсоса:
1 — S = 1, 2 — S = 3, 3 — S = 5; сплошные линии — растягивающаяся поверхность

(α = 1,2), пунктирные — сжимающаяся поверхность (α = −1,2)

Объемная доля наночастиц более существенно увеличивается при большом значении

параметра термофореза. Это обусловлено тем, что частицы с размерами порядка 10−6 м,
находящиеся в наножидкости, приобретают скорость, направление которой совпадает с на-
правлением градиента температуры.

Влияние теплового излучения при наличии броуновского движения наночастиц при-
водит к значительному увеличению температуры наножидкости, при этом объемная доля
наночастиц сначала уменьшается, а затем увеличивается.

Объемная доля наночастиц уменьшается при увеличении отсоса.
Таким образом, характеристики течения наножидкости и теплообмена в окрестности

точки торможения зависят от управляющих параметров.
Авторы выражают благодарность В. Раззали и М. К. Мустафе (Университет Тун

Хуссейн Онн (Малайзия)) за поддержку.
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