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In this paper, we investigate the stability of some splitting schemes approximating the equations for a
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1. Введение

В работе [1] был предложен способ построения экономичных разностных схем, ап-
проксимирующих уравнение теплового потока, для задачи теплопереноса в терминах
“температура – вектор теплового потока”. Подход основан на использовании устойчивых
схем расщепления для сеточной дивергенции с указанием способа конструирования схем
для теплового потока. В качестве иллюстрации подхода был рассмотрен ряд двумерных
и трехмерных примеров. При этом для схем, обеспечивающих наилучшие результаты по
точности, остался открытым вопрос об их устойчивости. При этом, аналогично [2], име-
ет место устойчивость в подпространстве, поскольку в качестве скалярных “прообразов”
берутся абсолютно устойчивые схемы расщепления. То есть рассмотренные потоковые
схемы устойчивы в подпространстве, ортогональном ядру оператора сеточной диверген-
ции. Однако это подпространство не является инвариантным относительно оператора
перехода со слоя на слой, и, следовательно, вопрос об устойчивости во всем пространстве

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00019) и Президи-
ума СО РАН.

c© Воронин К.В., Лаевский Ю.М., 2015



136 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2015. Т. 18, №2

остается открытым. Собственно, данная работа посвящена исследованию этого вопроса.
Подобное исследование для другого класса схем содержится в работе [3]. Отметим, что
потоковым схемам для параболических уравнений посвящены статьи [4, 5].

Работа организована следующим образом. Ниже, во введении, приводится смешанная
формулировка задачи о переносе тепла и осуществляется ее аппроксимация по смешанно-
му методу конечных элементов с использованием элементов Равьяра–Тома наименьшей
степени [6]. Это сделано для полноты изложения, и здесь мы почти дословно следуем
работе [1]. Здесь же выписаны потоковые схемы расщепления из работы [1]. Далее во
втором пункте получены априорные оценки для “двумерной” схемы, а в третьем пунк-
те — для “трехмерной”. Полученные априорные оценки позволяют ответить на вопрос
об устойчивости предложенных схем по начальным данным [7]. В четвертом пункте в
качестве заключительных замечаний обсуждаются вопросы устойчивости вычисления
температуры и устойчивости по правой части.

В открытой ограниченной области Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, процесс кондуктивного теплопе-
реноса будем описывать в виде системы уравнений первого порядка — закона сохранения
энергии и закона Фурье:

cpρ
∂T

∂t
+∇w = f, w = −λ∇T, (1)

где T — температура, w — вектор теплового потока, ρ — плотность среды, cp — удельная
теплоемкость при постоянном давлении, λ — коэффициент теплопроводности, f — рас-
пределенный в Ω источник (сток) тепла. Для системы (1) поставим начально-краевую
задачу с начальными данными:

T (0,x) = T0(x), x = (x, y, z) ∈ Ω,

c краевыми условиями: типа Дирихле на части границы

T (t, x) = g0(x), x ∈ Γ0,

и Неймана на оставшейся части границы

−λ
∂T

∂n
(t, x) = g1(x), x ∈ Γ1.

Перейдем к обобщенной по пространственным переменным формулировке задачи,
лежащей в основе применения смешанного метода конечных элементов. Используя стан-
дартные обозначения для пространств Соболева, получим систему интегральных тож-
деств: ∫

Ω

cpρ
∂T

∂t
q dx +

∫
Ω

(∇w)q dx =
∫
Ω

fq dx, (2)

∫
Ω

1
λ

wv dx =
∫
Ω

T ∇v dx−
∫
Γ0

g0 nv dγ, (3)

имеющих место при любых функциях q∈L2(Ω) и любых вектор-функциях v∈Hdiv(Ω,Γ1)
(nv = 0 на Γ1). При этом температура T и тепловой поток w ищутся соответственно как
функция из L2(Ω) и вектор-функция Hdiv(Ω) такая, что nw = g1 на Γ1.

В дальнейшем будем полагать, что Ω — d-мерный прямоугольник. Осуществим про-
странственную дискретизацию равенств (2), (3). При этом рассмотрим трехмерный слу-
чай, так как упрощения при переходе к двумерному случаю очевидны. В Ω зададим,



К.В. Воронин, Ю.М. Лаевский 137

вообще говоря, неравномерную прямоугольную сетку с ячейками Ki,j,k = [xi, xi+1] ×
[yj , yj+1] × [zk, zk+1], так что Ω = ∪i,j,kKi,j,k. Для аппроксимации температуры T будет
использоваться пространство кусочно-постоянных функций

Wh =
{

qh | qh(x) =
∑
i,j,k

qi,j,kχi,j,k(x)
}

,

где χi,j,k — характеристическая функция ячейки Ki,j,k. Для аппроксимации вектор-
функции w используется пространство элементов Равьяра–Тома наименьшей степени
(см. [6]):

Vh = Vh,x × Vh,y × Vh,z,

где
Vh,x = span{ϕx,i}i, Vh,y = span{ϕy,j}j , Vh,z = span{ϕz,k}k,

ϕx,i, ϕy,j и ϕz,k — стандартные функции-крышки аргументов x, y и z соответственно.
При этом

vh |Ki,j,k
=

 a1 + (a2 − a1)(x− xi)/hx,i

b1 + (b2 − b1)(y − yj)/hy,j

c1 + (c2 − c1)(z − zk)/hz,k

 .

Отметим, что
Wh ⊂ L2(Ω), Vh ⊂ Hdiv(Ω),

и пусть Vh,0 = Hdiv(Ω,Γ1)∩Vh. Тогда согласно (2), (3), полудискретная сеточная задача
формулируется следующим образом: найти функцию Th ∈Wh и вектор-функцию wh ∈
Vh такую, что (nwh)(xi, yj , zk) = g1(xi, yj , zk) при (xi, yj , zk) ∈ Γ1, и для произвольных
qh ∈ Wh и vh ∈ Vh,0 выполняются равенства:∫

Ω

cpρ
∂Th

∂t
qh dx +

∫
Ω

(∇wh)qh dx =
∫
Ω

fqh dx, (4)

∫
Ω

Th∇vh dx−
∫
Ω

1
λ

whvh dx =
∫
Γ0

g0 nvh dγ. (5)

В векторно-матричной форме система (4), (5) принимает вид:

M
dTh

dt
+ B>wh = fh, Awh = BTh − gh, (6)

где M — диагональная матрица,

A =

 Ax 0 0
0 Ay 0
0 0 Az

 , B =

 Bx

By

Bz

 ,

Ax, Ay, Az — трехдиагональные матрицы. Кроме того, чрезвычайно важным для даль-
нейшего является то обстоятельство, что матрицы BxM−1B>x , ByM

−1B>y , BzM
−1B>z

также являются трехдиагональными. Отметим, что матрицы M и A порождают норми-
ровки пространств сеточных функций, эквивалентных пространствам скалярных функ-
ций L2(Ω) и векторных функций L2(Ω) соответственно. Учитывая этот факт, изменим
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обозначения с целью обеспечения изометричности пространств сеточных функций стан-
дартным эвклидовым пространствам. А именно, от сеточных функций T и w (здесь и
далее индекс h опускаем) переходим к функциям M1/2T и A1/2w, сохраняя при этом
прежние обозначения. Так же от оператора B перейдем к оператору A−1/2BM−1/2.
И, наконец, источники f и g преобразуем к M−1/2f и A−1/2g соответственно. В новых
обозначениях уравнения (6) примут вид:

dT

dt
+ B>w = f, w = BT − g. (7)

Приведем схемы расщепления из работы [1], осуществляющие аппроксимацию по вре-
мени системы (7) со вторым порядком точности. В двумерном случае скалярным “про-
образом” потоковой схемы является схема переменных направлений, а в трехмерном —
схема Дугласа–Ганна [8]. Запишем эти схемы в канонической форме А.А. Самарского
(см., например, [7]) с нулевой правой частью (в следующих пунктах будут рассматри-
ваться вопросы устойчивости по начальным данным). Имеем(

E +
τ

2
BB> +

τ2

4
D

)
wn+1 −wn

τ
+ BB>wn = 0. (8)

Обозначим:

Λx = B>x Bx, Λy = B>y By, Λz = B>z Bz, C = Λy + Λz +
τ

2
ΛyΛz.

Тогда в двумерном случае

D =
(

BxΛyB
>
x BxΛyB

>
y

0 0

)
=
(

BxΛy

0

)
B> (9)

и в трехмерном случае

D =

 BxCB>x BxCB>y BxCB>z

ByΛzB
>
x ByΛzB

>
y ByΛzB

>
z

0 0 0

 =

 BxC

ByΛz

0

B>. (10)

Рассмотрим конечномерное гильбертово пространство H со скалярным произведени-
ем и нормой

(u,v)H = (u,v)E + (BB>u,v)E , ‖u‖H =
√

(u,u)H ,

где (u,v)E — стандартное эвклидово скалярное произведение. При этом пространство
H является сеточным аналогом пространства Hdiv(Ω,Γ1). Кроме того, через H0 будем
обозначать эвклидово пространство, соответствующее скалярным сеточным функциям
Th и qh (см. (4)), со скалярным произведением (· , ·) и нормой ‖ · ‖2 . Схемы расщепле-
ния (8) будем исследовать на устойчивость по начальным данным в пространстве H

с начальными данными из подпространства H̃ ⊂ H с более сильной нормой.

2. Устойчивость в двумерном случае

Пространство H представим в виде прямой суммы сеточно-соленоидальных и сеточ-
но-потенциальных векторов:

H = KerB> ⊕ Im B.
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При этом имеет место представление wn = wn,0 + wn,1, где wn,0 ∈ Ker B>, wn,1 ∈ Im B,
и поскольку Im B = (KerB>)⊥ имеет место равенство∥∥wn

∥∥2

E
=
∥∥wn,0

∥∥2

E
+
∥∥wn,1

∥∥2

E
. (11)

Так как для произвольного n выполняется равенство B>wn,0 = 0, с учетом представле-
ния (9) схему (8) можно переписать в виде

wn+1,0 −wn,0

τ
+
(
E +

τ

2
BB>

) wn+1,1 −wn,1

τ
+BB>wn,1+

τ2

4
D

wn+1,1 −wn,1

τ
= 0. (12)

При этом первое слагаемое в левой части этого равенства принадлежит подпростран-
ству Ker B>, а второе и третье слагаемые являются элементами подпространства Im B.
Рассмотрим последнее слагаемое. Пусть P : H → Ker B> — проектор на подпростран-
ство Ker B> и I — тождественный в H оператор. При этом PDwn,1 ∈ Ker B>, а
(I − P )Dwn,1 ∈ Im B для произвольного n. Учитывая (11), в схеме (12) можно прирав-
нять нулю отдельно суммы слагаемых из ортогональных подпространств. В результате
получим систему:(

E +
τ

2
BB> +

τ2

4
(I − P )D

)
wn+1,1 −wn,1

τ
+ BB>wn,1 = 0, (13)

wn+1,0 −wn,0

τ
+

τ2

4
PD

wn+1,1 −wn,1

τ
= 0 . (14)

Просуммируем равенство (14) по n = 0, . . . , k − 1 и, учитывая, что B>wα,1 = B>wα,
α = 0, k, получим

wk,0 = w0,0 − τ2

4
PD

(
wk −w0

)
. (15)

Далее использование представления (9) дает неравенство∥∥PDwα
∥∥2

E
≤
∥∥Dwα

∥∥2

E
=
(
BxΛyB

>wα, BxΛyB
>wα

)
=
∥∥ΛyB

>wα
∥∥2

Λx
,

где α = 0, k. Отметим, что ‖ ‖Λx — полунорма. Из этого неравенства и (15) следует

∥∥wk,0
∥∥

E
≤
∥∥w0,0

∥∥
E

+
τ2

4

∥∥ΛyB
>w0

∥∥
Λx

+
τ2

4

∥∥ΛyB
>wk

∥∥
Λx

. (16)

Введем скалярные сеточные функции ξk = B>wk,1 = B>wk. При этом, как показано
в [1], ξk является результатом применения схемы переменных направлений(

E +
τ

2
Λ +

τ2

4
ΛxΛy

)
ξn+1 − ξn

τ
+ Λξn = 0. (17)

Здесь Λ = Λx + Λy = B>B. К (17) легко прийти, подействовав оператором сеточной ди-
вергенции B> на уравнение (13). Отметим, что оператор Λ симметричен и положительно
определен. Последнее есть следствие невырожденности исходного оператора задачи бла-
годаря наличию части границы Γ0 с условием Дирихле. При этом для произвольного
вектора q ∈ H0 имеет место неравенство

(Λq, q) ≥ λmin

∥∥q∥∥2

2
, (18)
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где λmin > 0 — не зависящее от шага сетки h минимальное собственное число операто-
ра Λ .

Отдельно рассмотрим случаи перестановочных и неперестановочных операторов Λx

и Λy. Пусть ΛxΛy = ΛyΛx. Как хорошо известно (см., например, [7]), в этом случае
схема (17) устойчива по начальным данным в различных нормах, и, в частности в эв-
клидовой норме и в энергетической норме оператора Λ. Напомним, что мы перешли к
переменным, для которых эвклидова норма изометрична сеточной норме пространства
L2(Ω). При этом имеют место неравенства:∥∥ξk

∥∥
2
≤
∥∥ξ0
∥∥

2
,

∥∥Λyξ
k
∥∥

Λx
≤
∥∥Λyξ

k
∥∥

Λ
≤
∥∥Λyξ

0
∥∥

Λ
. (19)

Здесь использован тот факт, что в случае перестановочных операторов соответствующие
оценки имеют место и для сеточной функции Λyξ

k. Этот факт становится совершенно
очевидным, если формально подействовать оператором Λy на уравнение (17). Второе
неравенство из (19) можно переписать в виде∥∥ΛyB

>wk
∥∥

Λx
≤
∥∥ΛyB

>w0
∥∥

Λ
.

Подставляя эту оценку в неравенство (16) и учитывая равенство (11), получим∥∥wk,0
∥∥

E
≤
∥∥w0

∥∥
E

+
τ2

2

∥∥ΛyB
>w0

∥∥
Λ
.

Возводя это неравенство в квадрат и используя ε-неравенство, получим∥∥wk,0
∥∥2

E
≤
(

1 +
1
ε

)∥∥w0
∥∥2

E
+

τ4

4
(1 + ε)

∥∥ΛyB
>w0

∥∥2

Λ
. (20)

Далее первую из оценок (19) можно переписать в виде следующего неравенства:∥∥B>wk
∥∥2

2
≤
∥∥B>w0

∥∥2

2
. (21)

Осталось оценить норму
∥∥wk,1

∥∥
E

. Рассмотрим произвольный вектор v ∈ Im B. Принад-
лежность образу оператора B означает, что найдется элемент q ∈ H0 такой, что v = Bq .
Тогда ∥∥v∥∥2

E
=
∥∥Bq

∥∥2

E
= (Λq, q).

С другой стороны, в соответствии с (18) имеет место неравенство∥∥B>v
∥∥2

2
=
∥∥B>Bq

∥∥2

2
= ‖Λq

∥∥2

2
≥ λmin(Λq, q).

Из последних двух неравенств и (21) следует искомая оценка∥∥wk,1
∥∥2

E
≤ 1

λmin

∥∥B>wk,1
∥∥2

2
≤ 1

λmin

∥∥B>w0
∥∥2

2
. (22)

Сложим неравенства (20)–(22). Учитывая равенство (11) и полагая ε = λmin, получим∥∥wk
∥∥2

H
≤
(

1 +
1

λmin

)∥∥w0
∥∥2

H
+

τ4

4
(1 + λmin)

∥∥ΛyB
>w0

∥∥2

Λ
.

Из последнего неравенства следует итоговый результат об устойчивости по начальным
данным в коммутативном случае. Определим подпространство H̃ ⊂ H как множество
элементов из H с равномерно по параметрам сетки ограниченной нормой∥∥v∥∥fH =

(
‖v
∥∥2

H
+ τ4

∥∥ΛyB
>v‖2

Λ

)1/2
.
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Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть операторы Λx и Λy перестановочны. Тогда потоковая схема рас-
щепления (8), (9) равномерно устойчива в пространстве H по начальным данным из
пространства H̃, т. е. существует не зависящее от параметров τ, h и n число c1 > 0
такое, что ∀w0 ∈ H̃ выполняется неравенство∥∥wn

∥∥
H
≤ c1

∥∥w0
∥∥fH , n = 1, 2, . . . .

Теперь рассмотрим некоммутативный случай: ΛxΛy 6= ΛyΛx . В этом случае устой-
чивость по начальным данным в эвклидовой норме метода переменных направлений
устанавливается для переменной ηk = (E + 0.5τΛy)ξk, т. е. имеет место неравенство
‖ηk‖2 ≤ ‖η0‖2, которое может быть переписано в виде

∥∥ξk
∥∥2

2
+ τ
∥∥ξk
∥∥2

Λy
+

τ2

4

∥∥Λyξ
k
∥∥2

2
≤
∥∥∥∥(E +

τ

2
Λy

)
ξ0

∥∥∥∥2

2

. (23)

Во-первых, из (23) немедленно следует аналог неравенства (21):

∥∥B>wk
∥∥2

2
≤
∥∥∥∥(E +

τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥2

2

. (24)

Далее, как хорошо известно, существует не зависящее от параметров сетки число c > 0
такое, что ‖Λx‖2 ≤ c2h−2, и, следовательно, согласно (23):

∥∥Λyξ
k
∥∥

Λx
≤ c2

h

∥∥Λyξ
k
∥∥

2
≤ 2c

τh

∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
ξ0

∥∥∥∥
2

.

Воспользуемся этим неравенством для получения аналога оценки (20). А именно, вос-
пользуемся этим неравенством для оценки последнего слагаемого в правой части нера-
венства (16). Учитывая, что

τ2

4

∥∥ΛyB
>w0

∥∥
Λx
≤ c

2
τ

h

∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥
2

,

приходим к неравенству∥∥wk,0
∥∥

E
≤
∥∥w0,0

∥∥
E

+ c
τ

h

∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥
2

,

из которого немедленно следует аналог оценки (20):

∥∥wk,0
∥∥2

E
≤
(

1 +
1
ε

)∥∥w0
∥∥2

E
+ c2(1 + ε)

τ2

h2

∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥2

2

. (25)

И, наконец, используя неравенство (24), очевидным образом приходим к аналогу оценки
(22): ∥∥wk,1

∥∥2

E
≤ 1

λmin

∥∥B>wk,1
∥∥2

2
≤ 1

λmin

∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥2

2

. (26)

Аналогично предыдущему сложим неравенства (24)–(26) с учетом формулы (11). В ре-
зультате получим
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∥∥wk
∥∥2

H
≤
(

1 +
1
ε

)∥∥w0
∥∥2

E
+
(

1 +
1

λmin
+ c2(1 + ε)

τ2

h2

)∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥2

2

.

Из этой оценки следует итоговый результат об устойчивости по начальным данным в
некоммутативном случае. Определим подпространство H̃ ⊂ H как множество элементов
из H с равномерно по параметрам сетки ограниченной нормой

∥∥v∥∥fH =

(∥∥v∥∥2

E
+
∥∥∥∥(E +

τ

2
Λy

)
B>v

∥∥∥∥2

2

)1/2

.

Справедлива

Теорема 2. Для схемы (8), (9) существует не зависящее от параметров τ, h и n число
c2 > 0 такое, что ∀w0 ∈ H̃ выполняется неравенство

‖wn‖H ≤ c2

(
1 +

τ

h

)
‖w0‖fH , n = 1, 2, . . . .

Замечание 1. Для безразмерных сеточных параметров ограничение τ/h ≤ const не
является обременительным, поскольку его нарушение существенно ухудшает аппрокси-
мационные свойства разностной схемы.

3. Устойчивость в трехмерном случае

Исследование устойчивости в трехмерном случае отличается от предыдущего в ис-
пользовании формулы (10) вместо (9). При этом имеет место∥∥PDwα

∥∥2

E
≤
∥∥Dwα

∥∥2

E
= (BxCB>wα, BxCB>wα) + (ByΛzB

>wα, ByΛzB
>wα)

=
∥∥CB>wα

∥∥2

Λx
+
∥∥ΛzB

>wα
∥∥2

Λy
,

где α = 0, k. Напомним, что C = Λy + Λz + 0.5τΛyΛz. Для оценки полунорм в правой
части последнего неравенства воспользуемся свойствами “прообраза” потоковой схемы
(8), (10) — скалярной схемы Дугласа–Ганна [8], которая в целых шагах записывается в
виде: (

E +
τ

2
Λ +

τ2

4
D

)
ξn+1 − ξn

τ
+ Λξn = 0 , (27)

где D = ΛxΛy + ΛxΛz + ΛyΛz + 0.5τΛxΛyΛz . В дальнейшем будем рассматривать случай
попарно перестановочных операторов Λx, Λy и Λz. При этом оператор D симметричен и
положительно определен, и, следовательно, схема (27) устойчива по начальным данным
в различных нормах, причем имеют место неравенства, аналогичные (19):∥∥ξk
∥∥

2
≤
∥∥ξ0
∥∥

2
,
∥∥Cξk

∥∥
Λx
≤
∥∥Cξk

∥∥
Λ
≤
∥∥Cξ0

∣∣
Λ
,
∥∥Λzξ

k
∥∥

Λy
≤
∥∥Λzξ

k
∥∥

Λ
≤
∥∥Λzξ

0
∥∥

Λ
. (28)

Здесь существенно используется попарная перестановочность операторов Λx, Λy и Λz.
Из неравенств (18) и (28) следует, что∥∥wk,0

∥∥
E
≤
∥∥w0

∥∥
E

+
τ2

2

(∥∥CB>w0
∥∥

Λ
+
∥∥ΛzB

>w0
∥∥

Λ

)
.

В свою очередь, из этой оценки с использованием ε-неравенства следует аналог неравен-
ства (20):
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∥∥wk,0
∥∥2

E
≤
(

1 +
1
ε

)∥∥w0
∥∥2

E
+

τ4

2
(1 + ε)

(∥∥CB>w0
∥∥2

Λ
+
∥∥ΛzB

>w0
∥∥2

Λ

)
. (29)

Далее из первой оценки (28) и неравенства (18) следуют аналоги неравенств (21) и (22):∥∥B>wk
∥∥2

2
≤
∥∥B>w0

∥∥2

2
, (30)∥∥wk,1

∥∥2

E
≤ 1

λmin

∥∥B>wk,1
∥∥2

2
≤ 1

λmin

∥∥B>w0
∥∥2

2
. (31)

Складывая неравенства (29)–(31) с учетом равенства (11) и полагая ε = λmin, приходим
к итоговой оценке∥∥wk

∥∥2

H
≤
(

1 +
1

λmin

)∥∥w0
∥∥2

H
+

τ4

2
(1 + λmin)

(∥∥CB>w0
∥∥2

Λ
+
∥∥ΛzB

>w0
∥∥2

Λ

)
.

Определим подпространство H̃ ⊂ H как множество элементов из H с равномерно по
параметрам сетки ограниченной нормой∥∥v∥∥fH =

(∥∥v∥∥2

H
+ τ4

(∥∥CB>v
∥∥2

Λ
+
∥∥ΛzB

>v
∥∥2

Λ

))1/2
.

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть операторы Λx, Λy и Λz попарно перестановочны. Тогда для схемы
(8), (10) существует не зависящее от параметров τ, h и n число c3 > 0 такое, что
∀w0 ∈ H̃ выполняется неравенство∥∥wn

∥∥
H
≤ c3

∥∥w0
∥∥fH , n = 1, 2, . . . .

Замечание 2. В работе [8] в некоммутативном случае устойчивость установлена при
чрезвычайно жестком ограничении τ/h4 ≤ const, которое в исследовании [3] было ослаб-
лено до неравенства τ/h2 ≤ const, являющегося, по сути дела, условием устойчивости
явной схемы. Эти соображения сделали нецелесообразным исследование устойчивости
рассмотренной в данной работе потоковой схемы расщепления в некоммутативном слу-
чае. Отметим, что в многочисленных расчетах, проведенных с нарушением указанных
ограничений, неустойчивость не была обнаружена.

4. Заключительные замечания

В заключение обсудим вопросы устойчивости вычисления температуры и устойчиво-
сти по правой части.

В соответствии с [1] при f = 0 имеем

Tn+1 − Tn

τ
+ B>wn+1 + wn

2
= 0. (32)

Суммируя это равенство по n = 0, 1, . . . , k − 1, получим

T k = T 0 + τB>
(

1
2
w0 +

1
2
wk +

k−1∑
n=1

wn

)
.

Для перестановочных операторов используем либо оценку (21) в двумерном случае, ли-
бо (30) в трехмерном случае
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∥∥T k
∥∥

2
≤
∥∥T 0‖2 + k τ

∥∥B>w0‖2.

Учитывая, что k τ ≤ const и при g = 0, согласно (7), w0 = BT 0, получим∥∥T k
∥∥

2
≤ c

(∥∥T 0
∥∥

2
+
∥∥ΛT 0

∥∥
2

)
.

В двумерном некоммутативном случае следует использовать неравенство (24):

∥∥T k
∥∥

2
≤
∥∥T 0

∥∥
2
+ k τ

∥∥∥∥(E +
τ

2
Λy

)
B>w0

∥∥∥∥
2

+
τ

2

∥∥B>w0
∥∥

2
,

откуда аналогично предыдущей оценке следует

∥∥T k
∥∥

2
≤ c

(
‖T 0

∥∥
2
+
∥∥∥∥(E +

τ

2
Λy

)
ΛT 0

∥∥∥∥
2

+
τ

2

∥∥ΛT 0
∥∥

2

)
. (33)

Теперь рассмотрим вопрос об устойчивости по правой части. Перепишем (32) с нену-
левой правой частью

Tn+1 − Tn

τ
+ B>wn+1 + wn

2
=

fn+1 + fn

2
≡ rn. (34)

Тогда схема (8) с ненулевой правой частью примет вид:(
E +

τ

2
BB> +

τ2

4
D

)
wn+1 −wn

τ
+ BB>wn = F n,

где, согласно (34), F n = Brn ∈ Im B. Это означает, что при проектировании на ортого-
нальные подпространства меняется только равенство (13):(

E +
τ

2
BB> +

τ2

4
(I − P )D

)
wn+1,1 −wn,1

τ
+ BB>wn,1 = Brn.

Действуя на это равенство сеточной дивергенцией B>, получим скалярную схему рас-
щепления: (

E +
τ

2
Λ +

τ2

4
D

)
ξn+1 − ξn

τ
+ Λξn = Λrn ≡ sn, (35)

где D = ΛxΛy в двумерном случае и D = ΛxΛy + ΛxΛz + ΛyΛz + 0.5τΛxΛyΛz в трех-
мерном случае. В соответствии с неравенствами (20)–(22), (24)–(26) и (29)–(31) вопрос
об устойчивости по правой части сводится к хорошо известным результатам для схе-
мы (35). В этом смысле соответствующий анализ полностью повторяет исследование,
представленное в предыдущих пунктах.
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