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На семимерной подалгебре всех переносов включая галилеевы переносы рассмотрено
дифференциально инвариантное решение ранга 1 для уравнений газовой динамики. По-
лучены точные решения с равноускоренной плоскостью уровня инвариантных функций.
Неизоэнтропическая волна зависит от двух произвольных функций и постоянных. Об-
щее решение изоэнтропической простой волны зависит только от постоянных.
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Введение. В газовой динамике простая волна— это частично инвариантное решение

ранга 1 дефекта 1, построенное по четырехмерной подалгебре переносов. В этом случае все
газодинамические функции зависят от одного параметра. Поверхности уровня представ-
ляют собой гиперплоскости и звуковые характеристики [1. § 13]. Невырожденная простая
волна задает изоэнтропическое движение. Для любой подалгебры, допускаемой уравнения-
ми газовой динамики, решение в виде простой волны можно получить, если все дифферен-
циальные инварианты базиса зависят от одного параметра. Рассматривается семимерная
абелева подалгебра всех переносов включая галилеевы переносы. В этом случае базис диф-
ференциальных инвариантов содержит элементы тензора градиента скорости и коорди-
наты вектора ускорения. Решение типа простой волны задается переопределенной систе-
мой уравнений, общее решение которой получено. Поверхность уровня термодинамических
функций представляет собой плоскость, совершающую движение с постоянным ускорени-
ем в направлении нормали. Неизоэнтропическое решение зависит от двух произвольных
функций и постоянных, изоэнтропическое решение зависит только от постоянных.

1. Дифференциально инвариантное решение ранга 1+0. Рассмотрим подал-
гебру 7.14 всех переносов, в том числе галилеевых переносов (см. приложение и табл. 2
в [1]). В декартовой системе координат операторы базиса имеют вид

∂t, ∂xk , t ∂xk + ∂uk , k = 1, 2, 3.

Продолжив операторы галилеевых переносов до производных второго порядка, получаем
дифференциальные инварианты

ρ, S, U i
j , DU i, U i

jk, DU i
j , D2U i −DukU i

k,

где ρ — плотность; S — энтропия; {U i} = (uk, ρ, S), i = 1, . . . , 5; U i
k = U i

xk = DkU
i;

D = Dt + ukDk.
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Операторы инвариантного дифференцирования, использование которых приводит

к появлению дифференциальных инвариантов старшего порядка, определяются из выраже-
ний для инвариантовDk, D. Эти операторы образуют алгебру Ли над полем инвариантов:

[Dk, Dj ] = 0, [Dj , D] = uk
j Dk. (1.1)

Базис дифференциальных инвариантов состоит из 14 выражений

ρ, S, ui
j , ai = Dui,

где ∇u — матрица-градиент скорости; a — ускорение.
Уравнения газовой динамики запишем через инварианты

Dρ + ρuk
k = 0, ρak + fρDkρ + fSDkS = 0, DS = 0, (1.2)

где p = f(ρ, S) — уравнение состояния. Из (1.2) следует, что существует 10 независимых
инвариантов базиса: ρ, S, ui

j (i 6= j), u1
1, u2

2.
Пусть α — независимый инвариант базиса. Тогда α0 = Dα, αk = Dkα — инварианты

старшего порядка.
Применяя для функций α и ui коммутационные соотношения (1.1), получаем условия

совместности

Dkαj = Djαk, Djα0 −Dαj = uk
j αk,

Dku
i
j = Dju

i
k, Dja

i −Dui
j = uk

j u
i
k,

(1.3)

которые связывают только инварианты.
Дифференциально инвариантные подмодели могут быть следующих рангов: 1+0, 1+1,

1 + 2, 1 + 3; 2 + 0, 2 + 1 [2]. Решения ранга 1 + 3 соответствуют частично инвариантным
решениям ранга 1 дефекта 4, которые для неизоэнтропических движений определяются
переопределенной системой уравнений

Dα = 0, Du +∇
∫

ρ−1 dp = 0, ∇ · u = 0,

где ρ, p, S — функции переменной α для любого уравнения состояния. В трехмерном

случае система не приведена в инволюцию [1. § 9].
Дифференциально инвариантная подмодель ранга 1 + 0 представляет собой простую

волну для подалгебры 7.14. Решение имеет вид

ρ(α), S(α), ui
xj = ui

j(α), Dui = ai(α),

где α(t,x) — функция общего вида.
Уравнения (1.2) определяют связь между инвариантами

ρ′α0 + ρuk
k = 0, ρak + αkp

′ = 0, S′α0 = 0, p(α) = f(ρ(α), S(α)). (1.4)

Уравнения (1.3) замыкают подмодель

α′
jαk = α′

kαj , α′
0αj − α′

jα0 = uk
j αk,

ui′
j αk = uj′

k αj , ai′αj − ui′
j α0 = uk

j u
i
k.

(1.5)

Подмодель (1.4), (1.5) включает 25 уравнений и связывает 18 инвариантов: ai, ui
j , ρ, S,

α0, αk. Проинтегрировав уравнения для αk (k = 1, 2, 3), получаем αk = ckm(α), где c =
(c1, c2, c3) — единичный постоянный вектор. Не ограничивая общности, будем полагать
m = 1. Тогда

∇α = c, α = c · x + σ(t), c2 = 1. (1.6)
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Проинтегрировав уравнения для ui
j в (1.5), получаем

ui
j = ckb

i(α) + Ci
k или ∇u = c⊗ b + C, (1.7)

где C = B + E〈r〉 — постоянная матрица, представленная в виде суммы симметричной
и антисимметричной матриц. Систему координат можно выбрать таким образом, чтобы
симметричная матрица стала диагональной: B = diag (e1, e2, e3), r = (ω1, ω2, ω3).

Уравнения для параметров α0, a в (1.5) представим в виде

α′
0 = b · c + c · Cc, Cc = c(c · Cc),

c⊗ ((a− α0b)′ + (c · Cc)b− bC) = Cc⊗ b + C2.
(1.8)

В результате скалярного умножения на c последнего равенства в (1.8) имеем

(a− α0b)′ = (b + cC)C, (c⊗ c− I)C2 = 0, (1.9)

где I — единичная матрица. Поскольку определитель матрицы c ⊗ c − I равен нулю,
матрица C2 может быть ненулевой.

Уравнения (1.4), (1.6)–(1.9) представляют собой подмодель простых волн для подал-
гебры всех переносов.

2. Решение алгебраических уравнений. Подмодель простых волн включает ал-
гебраические соотношения для констант. Поскольку ранг матрицы c ⊗ c − I равен двум,
алгебраическое матричное уравнение (1.9) имеет решение C2 = c⊗k, где k — постоянный

вектор. Отсюда следует равенство нулю определителя |C2| = |C|2 = 0. Из (1.8) находим
c · k = (c · Cc)2 = tr C2. Из формулы Гамильтона — Кэли

C3 = C2 tr C − 2−1((tr C)2 − tr C2)C + |C|I
и из равенства C4 = (c⊗ k)(c⊗ k) = (k · c)C2 получаем

(k · c)C2 = C3 tr C − 2−1((tr C)2 − c · k)C2,

(c · k − (tr C)2)(C2 − C tr C) = 0. (2.1)

Следовательно, c · k = (tr C)2, C3 = C2 tr C. Из равенства (2.1) получаем Cc = c tr C или

c · Cc = tr C.
Равенства |C| = 0, tr C2 = (tr C)2 эквивалентны соотношениям

|B|+ r ·Br = 0, (tr B)2 − tr B2 + 2r2 = 0 (2.2)

или

e1e2e3 + e1ω
2
1 + e2ω

2
2 + e3ω

2
3 = 0, e1e2 + e1e3 + e2e3 + ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 = 0.

3. Неизоэнтропическая простая волна. Пусть α0 = 0, тогда в силу соотноше-
ний (2.2) уравнения подмодели (1.4), (1.9), (1.8) принимают вид

a = −ρ−1p′c, c · b = − tr C, (ρ−1p′)′c + (b + cC)C = 0. (3.1)

Из последнего равенства (3.1) получаем p′ = Nρ, где N — постоянная, и два уравнения
для величины b, которую целесообразно представить в виде b = −cC + b1. Имеем

c · b1 = 0, Bb1 + b1 × r = 0, Br · b1 = 0.

Поскольку вектор b1 ортогонален векторам c и Br, b1 = µ′(α)c×Br.
В силу (1.6) из уравнения α0 = Dα = 0 следует

σ′ + u · c = 0. (3.2)
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Подставив в равенство (1.7) найденный вектор b и проинтегрировав его, получаем

u = −cC(α − σ) + xC + µ(α)c×Br + d(t). (3.3)

Первое уравнение (3.1) и уравнение (3.2) становятся уравнениями для d и σ:

a = Du = d′ + σ′cC + dC = −Nc, σ′ + d · c = 0.

В результате скалярного умножения на c с точностью до переноса по t получаем

σ′′ = N, σ = 2−1Nt2,

d′ + dC = −Nc(tC + I), d · c = −Nt.
(3.4)

Последнее уравнение в (3.4) представляет собой интеграл первого векторного уравнения.
Умножив векторное уравнение (3.4) на матрицу C и проинтегрировав его, получаем dC =
−NtcC + l, где l — постоянный вектор. После этого первое уравнение (3.4) интегрируем
с точностью до галилеевых переносов: d = −t(l + Nc), l · c = 0.

Таким образом, решение для неизоэнтропической простой волны имеет вид

α = c · x + 2−1Nt2, c2 = 1,

u = xC − αcC + µ(α)c×Br + 2−1Nt2cC − t(l + Nc), l · c = 0, (3.5)

p′ = Nρ, p = f(ρ, S),

где µ(α), ρ(α) — произвольные функции; N — постоянная; c, l — постоянные векторы;
C = B + E〈r〉 — постоянная матрица; |C| = 0, tr C2 = (tr C)2, c · Cc = tr C.

4. Изоэнтропическая простая волна. Пусть α0 6= 0, тогда S = S0 — постоянная,
p = f(ρ) — уравнение состояния. В силу соотношений (2.2) уравнения подмодели (1.4),
(1.8), (1.9) принимают вид

a = −ρ−1p′c, α′
0 = b · c + tr C,

(ρ−1p′)′c + (α0b)′ + (b + cC)C = 0;
(4.1)

ρ′α0 + ρ(b · c + tr C) = 0, ρα0 = L, (4.2)

где L — постоянная в интеграле.
Скалярное умножение на c последнего уравнения в (4.1) дает уравнение, проинтегри-

ровав которое два раза получаем интеграл типа интеграла Бернулли∫
ρ−1 dp +

1

2
α2

0 = Nt + M (4.3)

(N , M — постоянные). Из (4.2), (4.3) определяются функции ρ(α), α0(α). Уравнения (4.1)
определяют вектор b, который удобно искать в виде b = −cC + b1:

b1 · c = α′
0, (α0(α

′
0c− b1 + cC))′ = b1C. (4.4)

Умножив на матрицу C векторное уравнение (4.4), получаем уравнение для величины b1C
и интегрируем его: b1C = α′

0cC − α−1
0 n (n — постоянный вектор). После этого уравне-

ния (4.4) также интегрируем:

b = −cC + α′
0c +

1

α0

(
mC

∫
α−1

0 dα −m
)
, m · c = 0.

Уравнения подмодели решены. Из уравнений (1.7), (1.6), (4.1) определим скорость u
и параметр α:

α0 = Dα = c · u + σ′, a = Du = c(α0α
′
0 −N) = ut + (u · ∇)u. (4.5)



С. В. Хабиров 203

В результате скалярного умножения на c первого уравнения (4.5) с точностью до переноса
по t получаем σ′′ = N , σ = Nt2/2. Таким образом, уравнения (4.5) принимают вид

c · u = α0 −Nt, ut = −uC − (u · c)b + c(α0α
′
0 −N), ∇u = C + c⊗ b. (4.6)

Запишем уравнения для вектора uC:

∇(uC) = c⊗ (α′
0cC − α−1

0 mC),

(uC)t = N(tα′
0 − 1)cC + (1−Ntα−1

0 )mC.
(4.7)

Решение уравнений (4.6) ищем в виде uC = F (t, α). Из (4.7) следует

Fα = α′
0cC − α−1

0 mC,

F = α0cC −
∫

dα

α0
mC + G(t),

G = −NtcC + tmC + l.

Решение уравнений (4.6) будем искать в виде u = xC + u1. В результате получаем

∇u1 = c⊗ b,

u1t = (Nt− α0)(cC + b) +
( ∫

dα

α0
− t

)
mC + c(α0α

′
0 −N)− l.

(4.8)

Решение уравнений (4.8) находим в виде u1 = U (t, α):

Uα = −cC + α′
0c +

1

α0

(
mC

∫
dα

α0
−m

)
,

U = α0c− αcC + mC

∫
1

α0

( ∫
dα

α0

)
dα −m

∫
1

α0
+ G(t),

G′ = t(NcC −mC) + m−Nc− l.

Отсюда с точностью до галилеева переноса определяем вектор u:

u = xC +
L

ρ
c− αcC − 1

L2
mC

∫
ρ
( ∫

ρ dα
)

dα −

− 1

L
m

∫
ρ dα +

1

2
t2(Nc−m)C + t(m−Nc− l), c · l = 0, c ·m = 0, (4.9)

α = c · x +
1

2
Nt2,

∫
dp

ρ
+

L2

2ρ2
= Nα + M.

Здесь L, N , M — постоянные; c, l, m — постоянные векторы; C — постоянная матрица

с условиями из п. 2.
Таким образом, простая волна на семимерной подалгебре всех переносов может быть

двух типов: неизоэнтропическая (3.5) и изоэнтропическая (4.9).
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