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Предложен эффективный метод аналитико-численного решения неосесимметричной краевой задачи
теории упругости для многосвязного тела в виде цилиндра с N цилиндрическими полостями. Решение
строится в виде суперпозиции точных базисных решений уравнения Ламе для цилиндра в системах
координат, отнесенных к центрам граничных поверхностей тела. Граничные условия задачи удовлетво-
ряются точно при помощи аппарата обобщенного метода Фурье. В результате исходная задача сводится
к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений, оператор которой является фредгольмовым
в гильбертовом пространстве l2. Разрешающая система решается численно методом редукции. Иссле-
дована практическая скорость сходимости метода редукции. Проведен численный анализ напряжений
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An efficient method for the analytical-numerical solution to the non-axyally symmetric boundary value
problem of elasticity theory for a multiconnected body in the form of a cylinder with N cylindrical cavities is
proposed. The solution is constructed as superposition of the exact basis solutions of the Lame equation for a
cylinder in the coordinate systems assigned to the centers of the boundary surfaces of the body. The boundary
conditions are exactly satisfied with the help of the apparatus of the generalized Fourier method. As a result,
the original problem reduces to an infinite system of linear algebraic equations, which has a Fredholm operator
in the Hilbert space l2. The resolving system is numerically solved by the reduction. The rate of convergence
of the reduction is investigated. The numerical analysis of stresses in the areas of their greatest concentration
is carried out. The reliability of the results obtained is confirmed by comparing them for the two cases: a
cylinder with sixteen and a cylinder with four cylindrical cavities.
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Введение

Краевые задачи теории упругости для многосвязных тел находят приложение в мо-
делировании напряженно-деформированного состояния в пористых и композиционных
материалах. В случае когда число границ многосвязного тела N ≥ 3, практически от-
сутствуют эффективные методы их решения.

Краевые задачи теории упругости для бесконечного цилиндра рассматривались в
классических работах [1,3,12,18]. Их решения были получены авторами методом Фурье.
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Задачи для полубесконечного и конечного цилиндров исследованы в статьях [5–8] при
помощи разных модификаций метода Фурье.

В работах [19, 20] предложен метод определения напряженного состояния конечного
цилиндра, основанный на принципе суперпозиции и разложении тензора напряжений в
ряды Фурье и Бесселя–Дини. Задача сведена к бесконечной системе линейных алгебра-
ических уравнений.

В статье [2] асимптотическими методами анализируется поведение решений краевых
задач теории упругости для пространства с тонким цилиндрическим включением.

Ряд исследований напряженно-деформированного состояния упругого пространства
в окрестности цилиндрической полости или включения был связан с построением моде-
лей волокнистых пористых или композиционных материалов. Обычно эти модели имеют
простую структуру в виде одного цилиндрического включения или полости. Примером
подобных исследований может служить работа [10]. В случае плоского напряженного
состояния анализ напряжений в многосвязном волокнистом композите проводился ме-
тодами теории функций комплексного переменного в работе [4].

Решения задач термоупругости для бесконечного цилиндра рассмотрены в рабо-
тах [21, 22]. В них решения строятся в виде разложений в степенные ряды, ряды Фу-
рье, ряды Фурье–Бесселя.

В работе [23] исследован трансверсально изотропный стержень с цилиндрическим
включением с осесимметричными собственными деформациями. Получено аналитиче-
ское упругое решение для перемещений, напряжений и энергии упругой деформации
стержня.

В работах [13,16] исследовано распределение напряжений в цилиндре с двумя цилин-
дрическими полостями или включениями. В них напряжения определяются при помощи
обобщенного метода Фурье. Аппарат обобщенного метода Фурье разработан в [17]. Его
применения к двусвязным задачам приведено в монографии [14].

В настоящей работе приводится аналитико-численное решение неосесимметричной
краевой задачи теории упругости для многосвязного тела в виде цилиндра с цилиндри-
ческими полостями. Решение строится в виде суперпозиции точных базисных решений
уравнения Ламе для цилиндра в системах координат, отнесенных к центрам граничных
поверхностей тела. Граничные условия задачи удовлетворяются точно при помощи аппа-
рата обобщенного метода Фурье. В результате исходная задача сводится к бесконечной
системе линейных алгебраических уравнений, оператор которой является фредгольмо-
вым в гильбертовом пространстве l2. Разрешающая система решается численно методом
редукции. Исследована практическая скорость сходимости метода редукции. Проведен
численный анализ напряжений в зонах их наибольшей концентрации.

1. Постановка задачи

Рассматриваем бесконечный упругий цилиндр Ω0, содержащий N цилиндрических
полостей Ωj (j = 1 ÷N), оси которых параллельны оси цилиндра. Обозначим через Oj

(j = 0 ÷ N) точки, принадлежащие осям исходного цилиндра и полостей, расположен-
ные в плоскости, перпендикулярной образующей цилиндра. Предполагается, что точки
Oj (j = 1 ÷ N) образуют регулярную структуру: тетрагональную, гексагональную или
другую (рис. 1).

Будем использовать одинаково ориентированные цилиндрические системы координат
(ρj , ϕj , zj), начала которых отнесены к точкам Oj (j = 0 ÷ N). Радиусы цилиндров Ωj

равны Rj , границы цилиндров Γj описываются уравнениями ρj = Rj . Предполагается,
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что полости расположены внутри исходного цилиндра и их границы не пересекаются.
Рассмотрим первую краевую задачу теории упругости

для указанной области. Предполагается, что к внешней
границе приложена нагрузка f(ϕ0, z0), которая допуска-
ет представление абсолютно и равномерно сходящимся
рядом и интегралом

f(ϕ0, z0) =
∞∑

m=−∞

∞∫
−∞

[fx,m(λ)ex + fy,m(λ)ey + fz,m(λ)ez]×

eiλz+imϕd λ. (1)

где {ex, ey, ez} — орты декартовой системы координат,
сонаправленной с введенными цилиндрическими систе-
мами координат.

Рис. 1. Схематическое пред-
ставление задачи

Считается, что вектор-функция f удовлетворяет условиям статики на поверхности
ρ0 = R0.

Вектор упругих перемещений удовлетворяет следующей краевой задаче для уравне-
ния Ламе:

∇2U +
1

1− 2σ
∇ div U = 0 (2)

с граничными условиями: на внешней границе

FU |Γ0
= f(ϕ0, z0) (3)

и на границе полостей
FU |Γj = 0, (4)

где U — вектор перемещений, FU — соответствующий ему вектор напряжений, σ —
коэффициент Пуассона.

2. Решение задачи

Общее решение краевой задачи (2)–(4) в области Ω0\
⋃N

j=1 Ωj ищется в виде суперпо-
зиции базисных решений уравнения Ламе для цилиндра в системах координат, отнесен-
ных к центрам включений

U =
N∑

j=1

3∑
s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(j)
s,m(λ)U+(3)

s,λ,m(ρj , ϕj , zj) dλ +

3∑
s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(0)
s,m(λ)U−(3)

s,λ,m(ρ0, ϕ0, z0) dλ, (5)

где A
(j)
s,m(λ) — неизвестные функции, подлежащие определению; U

±(3)
s,λ,m(ρ, ϕ, z) — базис-

ные решения уравнения Ламе для цилиндра (знаку + (−) соответствует внешнее (внут-
реннее) решение), введенные в работе [17]. В статье [15] введено понятие базисности
системы решений уравнения Ламе и доказана базисность систем:{

U
+(3)
s,λ,m

}3,∞,∞

s=1,m=−∞,λ=−∞
,

{
U
−(3)
s,λ,m

}3,∞,∞

s=1,m=−∞,λ=−∞
.
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Приведем явный вид этих решений:

U
±(3)
s,λ,m(ρ, ϕ, z) = λ−1Dsu

±(3)
λ,m (ρ, ϕ, z), s = 1, 3, (6)

U
±(3)
2,λ,m(ρ, ϕ, z) = λ−1B2u

±(3)
λ,m (ρ, ϕ, z), (7)

где

D1 = ∇, D2 = z∇− χez, D3 = i[∇× ez], B2 =
(

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
∇− χ

[
ez × [∇× ez]

]
;

u
+(3)
λ,m (ρ, ϕ, z) = eiλz+imϕK̃m(λρ), u

−(3)
λ,m (ρ, ϕ, z) = eiλz+imϕIm(λρ),

Im(x) — модифицированная функция Бесселя, K̃m(x) = (signx)mKm(|x|), Km(x) —
функция Макдональда; χ = 3 − 4σ, u

±(3)
λ,m — полный набор частных решений уравне-

ния Лапласа в цилиндрических координатах, i — мнимая единица.
В развернутой координатной форме базисные решения (6), (7) имеют вид:

U
±(3)
1,λ,m(ρ, ϕ, z) = ∓u

±(3)
λ,m−1e−1 ∓ u

±(3)
λ,m+1e1 + iu

±(3)
λ,m e0, (8)

U
±(3)
2,λ,m(ρ, ϕ, z) = ∓(D − χ)

[
u
±(3)
λ,m−1e−1 + u

±(3)
λ,m+1e1

]
+ iDu

±(3)
λ,m e0, (9)

U
±(3)
3,λ,m(ρ, ϕ, z) = ±u

±(3)
λ,m−1e−1 ∓ u

±(3)
λ,m+1e1, (10)

где D = ρ
∂

∂ρ
, e−1 =

1
2
(ex + iey), e1 =

1
2
(ex − iey), e0 = ez.

Вектор напряжений на площадке с нормалью n имеет вид

FU = 2G

[
σ

1− 2σ
n divU +

∂U

∂n
+

1
2
(n× rotU)

]
, (11)

где G — модуль сдвига.
Применив к формулам (8)–(10) оператор (11) на площадке с нормалью n = eρ, полу-

чим:

FU
±(3)
1,λ,m =

2G

ρ

{
∓Du

±(3)
λ,m−1e−1 ∓Du

±(3)
λ,m+1e1 + iDu

±(3)
λ,m e0

}
; (12)

FU
±(3)
2,λ,m =

2G

ρ

{
∓ [(m− 1)(m− 1 + 2σ) + λ2ρ2 + (2σ − 3)D]u±(3)

λ,m−1e−1 ∓

[(m + 1)(m + 1− 2σ) + λ2ρ2 + (2σ − 3)D]u±(3)
λ,m+1e1 +

i[m2 + λ2ρ2(2σ − 2)D]u±(3)
λ,m e0

}
; (13)

FU
±(3)
3,λ,m =

G

ρ

{
{±(D + m− 1)u±(3)

λ,m−1e−1 ∓ (D −m− 1)u±(3)
λ,m+1e1 − imu

±(3)
λ,m e0

}
. (14)

3. Теоремы сложения

Теоремы сложения связывают базисные решения уравнения Ламе в системах коорди-
нат, совмещенных с центрами пары цилиндров. Справедливы следующие теоремы сло-
жения [17]:



А.Г. Николаев, Е.А. Танчик 181

U
+(3)
s,λ,m(ρj , ϕj , zj) =

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

D̃
(jα)
s,t f

(33)l,j,α
1,λ,m U

−(3)
t,λ,l (ρα, ϕα, zα); (15)

U
+(3)
s,λ,m(ρj , ϕj , zj) =

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

D̃
(jα)
s,t f

+(33)l,j,α
λ,m U

+(3)
t,λ,l (ρα, ϕα, zα); (16)

U
−(3)
s,λ,m(ρj , ϕj , zj) =

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

D̃
(jα)
s,t f

−(33)l,j,α
λ,m U

−(3)
t,λ,l (ρα, ϕα, zα), (17)

f
(33)l,j,α
1,λ,m = (−1)lu

+(3)
λ,m−l(ρjα, ϕjα, zjα), f

±(33)l,j,α
λ,m = u

−(3)
λ,m−l(ρjα, ϕjα, zjα),

D̃
(jα)
s,t =

[
δst + δt1δs2ρjα

∂

∂ρjα

]
, j 6= α,

где (ρjα, ϕjα, zjα) — цилиндрические координаты точки Oα в системе координат(ρj , ϕj , zj),
δst — дельта-символ Кронекера.

4. Разрешающая система уравнений

Используя теоремы сложения (15)–(17), представим вектор перемещения U в системе
координат с началом в точке O0:

U =
N∑

j=1

3∑
s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(j)
s,m(λ)

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

(−1)m−lD̃
(j0)
s,t u

−(3)
λ,m−l(ρj0, ϕj0, zj0)U

+(3)
t,λ,l (ρ0, ϕ0, z0)dλ +

3∑
s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(0)
s,m(λ)U−(3)

s,λ,m(ρ0, ϕ0, z0)dλ (18)

и с началом в точке Oj (j = 1÷N):

U =
3∑

s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(j)
s,m(λ)U+(3)

s,λ,m(ρj , ϕj , zj) dλ +

∑
α 6=j

3∑
s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(α)
s,m(λ)

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

(−1)lD̃
(αj)
s,t u

+(3)
λ,m−l(ραj , ϕαj , zαj)U

−(3)
t,λ,l (ρj , ϕj , zj) dλ +

3∑
s=1

∞∑
m=−∞

∞∫
−∞

A(0)
s,m(λ)

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

D̃
(0j)
s,t u

−(3)
λ,m−l(ρ0j , ϕ0j , z0j)U

−(3)
t,λ,l (ρj , ϕj , zj) dλ. (19)

После удовлетворения граничных условий задача сводится к бесконечной системе
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов A

(j)
s,m(λ):

3∑
s=1

{
A(0)

s,m(λ)G−(3)
s,λ,m(R0) + G

+(3)
s,λ,m(R0)

N∑
j=1

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

(−1)l−mA
(j)
t,l (λ)D̃(j0)

t,s u
−(3)
λ,l−m(ρj0, ϕj0, zj0)

}
= (fx,m−1(λ) − ify,m−1(λ), fx,m+1(λ) + ify,m+1(λ), fz,m(λ)), (20)
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3∑
s=1

{
A(j)

s,m(λ)G+(3)
s,λ,m(Rj) +

G
−(3)
s,λ,m(Rj)

∑
α 6=j

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

A
(α)
t,l (λ)(−1)mD̃

(αj)
t,s u

+(3)
λ,l−m(ραj , ϕαj , zαj) +

G
−(3)
s,λ,m(Rj)

3∑
t=1

∞∑
l=−∞

A
(0)
t,l (λ)D̃(0j)

t,s u
−(3)
λ,l−m(ρ0j , ϕ0j , z0j)

}
= 0, (21)

j = 1÷N ; m ∈ Z; λ ∈ R, λ 6= 0,

где G
±(3)
s,λ,m(R) =

(
G
±(−1)
s,λ,m , G

±(1)
s,λ,m, G

±(0)
s,λ,m

)
;

G
±(−1)
1,λ,m (R) = ∓2G

R
Dũ

±(3)
λ,m−1(R), G

±(1)
1,λ,m(R) = ±2G

R
Dũ

±(3)
λ,m+1(R),

G
±(0)
1,λ,m(R) =

2G

R
iDũ

±(3)
λ,m (R), G

±(0)
3,λ,m(R) = −G

R
imũ

±(3)
λ,m (R),

G
±(1)
3,λ,m(R) = ∓G

R
(D −m− 1)ũ±(3)

λ,m+1(R),

G
±(−1)
3,λ,m (R) = ±G

R
(D + m− 1)ũ±(3)

λ,m−1(R),

G
±(0)
2,λ,m(R) =

2G

R
i
[
m2 + λ2R2 + (2σ − 2)D

]
ũ
±(3)
λ,m (R),

G
±(−1)
2,λ,m (R) = ∓2G

R

[
(m− 1)(m− 1 + 2σ) + λ2R2 + (2σ − 3)D

]
ũ
±(3)
λ,m−1(R),

G
±(1)
2,λ,m(R) = ∓2G

R

[
(m + 1)(m + 1− 2σ) + λ2R2 + (2σ − 3)D

]
ũ
±(3)
λ,m+1(R),

ũ
+(3)
λ,m (R) = K̃m(λR), ũ

−(3)
λ,m (R) = Im(λR).

5. Анализ разрешающей системы

Теорема. При любом λ 6= 0 оператор системы (20), (21) является фредгольмовым в
гильбертовом пространстве l2 при выполнении условий Rj + Rα < ρjα (j 6= α; j, α =
1÷N), ρ0α + Rα < R0 (α = 1÷N).

Доказательство. Путем переобозначения неизвестных функций:

A(j)
s,m(λ) =

Ã
(j)
s,m(λ)

Km(|λ|Rj)
(j = 1÷N), A(0)

s,m(λ) =
Ã

(0)
s,m(λ)

Im(λR0)
(22)

и решения системы относительно Ã
(j)
s,m(λ) можно представить систему (20), (21) в виде:

Ã(α)
s,m(λ) +

∑
j 6=α

3∑
p=1

∞∑
l=−∞

T j,p,l
1,α,s,mÃ

(j)
p,l (λ) +

3∑
p=1

∞∑
l=−∞

T p,l
2,α,s,mÃ

(0)
p,l (λ) = 0, (23)

Ã(0)
s,m(λ) +

N∑
j=1

3∑
p=1

∞∑
l=−∞

T j,p,l
3,s,mÃ

(j)
p,l (λ) = Fs,m(λ). (24)
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Опустим явную запись матричных коэффициентов. Заметим, что модули матричных
коэффициентов

∣∣T j,p,l
1,α,s,m

∣∣, ∣∣T p,l
2,α,s,m

∣∣, ∣∣T j,p,l
3,s,m

∣∣ оцениваются сверху конечными линейными
комбинациями выражений вида (25)–(27) соответственно∣∣∣∣ Im(λRα)

Kl(|λ|Rj)
Km−l(|λ|ρjα)

∣∣∣∣, (25)∣∣∣∣Im(λRα)
Il(λR0)

Im−l(|λ|ρ0α)
∣∣∣∣, (26)∣∣∣∣Km(|λ|R0)

Kl(|λ|Rj)
Im−l(λρj0)

∣∣∣∣. (27)

При этом были использованы оценки определителей разрешающих систем первой кра-
евой задачи теории упругости для внутренности и внешности цилиндра, полученные в
работе [15].

Для доказательства теоремы достаточно показать выполнение следующих условий
для матричных коэффициентов системы (23), (24):

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣T j,p,l
1,α,s,m

∣∣2 < ∞, (28)

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣T p,l
2,α,s,m

∣∣2 < ∞, (29)

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣T j,p,l
3,s,m

∣∣2 < ∞. (30)

Рассмотрим теорему сложения гармонических функций [14]:

u
+(3)
λ,m (ρj , ϕj , zj) =

∞∑
l=−∞

(−1)lu
+(3)
λ,m−l(ρjα, ϕjα, zjα)u−(3)

λ,l (ρα, ϕα, zα). (31)

Это разложение можно интепретировать как представление функции u
+(3)
λ,m (ρj , ϕj , zj) ря-

дом Фурье по переменной ϕα ∈ [0, 2π]. Тогда для этого разложения справедливо равен-
ство Парсеваля:

∞∑
l=−∞

∣∣Km−l(|λ|ρjα)
∣∣2∣∣Il(λρα)

∣∣2 =
1
2π

2π∫
0

∣∣Km(|λ|ρj)
∣∣2dϕα. (32)

В силу оценок (25)–(27), для доказательства теоремы достаточно показать сходимость
рядов:

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣∣∣ Im(λRα)
Kl(|λ|Rj)

Km−l(|λ|ρjα)
∣∣∣∣2, (33)

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣∣∣Im(λRα)
Il(λR0)

Im−l(|λ|ρ0α)
∣∣∣∣2, (34)

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣∣∣Km(|λ|R0)
Kl(|λ|Rj)

Im−l(λρj0)
∣∣∣∣2. (35)
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В работе [15] доказана оценка

Im(z)Km(z) >
c

m2 + 1
(1 + 2z)−1, m ≥ 0, z > 0, (36)

где c > 0 — некоторая постоянная. Тогда ряд (33) можно мажорировать рядом

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣Il(λRα)Im(λRj)Km−l(|λ|ρjα)
∣∣2.

Подставим в тождество (32) ρα = Rα, после чего домножим обе его части на |Im(λRj)|2
и просуммируем по m от −∞ до ∞. В результате получим

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣Il(λRα)Im(λRj)Km−l(|λ|ρjα)
∣∣2

=
1
2π

2π∫
0

∞∑
m=0

∣∣Im(λRj)
∣∣2∣∣Km(|λ|ρj)

∣∣2
|ρα=Rα

dϕα. (37)

Из асимптотических формул при m →∞ [11]:

Im(z) =
(

z

2

)m 1
m!

[
1 + O

(
m−1

)]
, (38)

Km(z) =
2m−1(m− 1)!

zm

[
1 + O

(
m−1

)]
(39)

следует, что ряд в левой части (37) сходится при условии ρj > Rj . Определим минималь-
ное значение ρmin

j при произвольных значениях угла ϕα. Из соотношений между цилин-
дрическими координатами в системах с началами Oj и Oα следует, что при ρα = Rα:

ρj =
√

ρ2
jα + R2

α + 2ρjαRα cos (ϕα − ϕjα),

и минимальное значение ρj достигается при условии ϕα − ϕjα = π и равняется ρmin
j =

ρjα −Rα (ρjα > Rα — естественное геометрическое условие в постановке задачи).
Таким образом, условие сходимости ряда будет удовлетворено, если ρmin

j > Rj . Оно
означает, что Rj + Rα < ρjα.

Аналогично можно записать такое равенство

∞∑
m=−∞

∞∑
l=−∞

∣∣Km(|λ|R0)Il(λRα)Im−l(λρ0α)
∣∣2

=
1
2π

2π∫
0

∞∑
m=0

∣∣Km(|λ|R0)
∣∣2∣∣Im(λρ0)

∣∣2
|ρα=Rα

dϕα. (40)

На основании асимптотик (38), (39) ряд в формуле (40) сходится при условии ρ0 < R0.
На поверхности ρα = Rα справедливо ρmax

0 = ρ0α + Rα. Поэтому условием сходимости
ряда (40) является неравенство ρmax

0 < R0 или ρ0α + Rα < R0.
В силу оценки (36), сходимость ряда (35) при условии ρ0j + Rj < R0 следует из

сходимости ряда (40).
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6. Анализ численных результатов

При численной реализации задачи предполагалось, что к границе цилиндра прило-
жена кусочно-постоянная нормальная нагрузка

FU |Γ0= Teρ =

{
T, |z| ≤ h/2,

0, |z| > h/2,
(41)

и выбирались следующие значения пара-
метров: Rj=R, R0=10R, σ=0.38. Рассматри-
валась тетрагональная упаковка из N=16
цилиндрических полостей, расположенных
симметрично относительно оси цилиндра
(рис. 2).

Система (20), (21) численно решается ме-
тодом редукции по параметру m (−mmax ≤
m ≤ mmax) при фиксированных значениях λ,
которые являются узлами квадратурной фор-
мулы Лагерра. Рис. 2. Тетрагональная упаковка полостей

На рис. 3–5 приведены графики напряжений σy/T , σx/T , σz/T на линии, которая
соединяет центры соседних полостей, ближайших к оси цилиндра, в зависимости от
относительного расстояния между полостями a/R в плоскостях z=0 и z=h. Вдоль го-
ризонтальной оси откладывается относительное расстояние между границами соседних
полостей. Наибольшая концентрация напряжений σy/T наблюдается на границах поло-
стей, в то время как для напряжений σx/T — в середине линии. Характерным является
изменение знака напряжения σz/T при переходе от плоскости z=0 к плоскости z = h.

Рис. 3. Напряжения σy/T на линии, соеди-
няющей центры полостей в зависимости от
относительного расстояния между ними

Рис. 4. Напряжения σx/T на линии, соеди-
няющей центры полостей в зависимости от
относительного расстояния между ними

На рис. 6 приведены графики напряжений σy/T на линии, соединяющей центры со-
седних полостей, в плоскостях z = 0 и z = h в зависимости от отношения h/R0.
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Рис. 5. Напряжения σz/T на линии, соеди-
няющей центры полостей в зависимости от
относительного расстояния между ними

Рис. 6. Напряжения σy/T на линии, соеди-
няющей центры полостей в зависимости от
соотношения h/R0

На рис. 7 приведено сравнение напряжений σy/T (рис. 7а) и напряжений σx/T , σz/T
(рис. 7б) в одних и тех же точках цилиндра в зависимости от количества полостей в
упаковке при a/R = 1.5, h/R0 = 1.0.

Рис. 7. Сравнение напряжений в одних и тех же точках цилиндра в зависимости от количества
полостей в упаковке
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Об эффективности предложенной методики можно судить по скорости сходимости
метода редукции, информация о которой содержится в таблице. В ней приведены зна-
чения нормальных компонент тензора напряжений в средней точке линии, соединяю-
щей центры соседних полостей в зависимости от размера редуцируемой системы при
a/R = 1.5, h/R0 = 1.0.

Таблица. Сходимость метода редукции

mmax 5 10 15 20
σx/T 0.343729 0.344384 0.344381 0.344382

σy/T 1.5964 1.59645 1.59648 1.59648

σz/T −0.260994 −0.260695 −0.260671 −0.260669

Заключение

Предложен эффективный метод аналитико-численного решения неосесимметричной
краевой задачи теории упругости для многосвязного тела в виде цилиндра с N цилиндри-
ческими полостями. Решение строится в виде суперпозиции точных базисных решений
уравнения Ламе для цилиндра в системах координат, отнесенных к центрам граничных
поверхностей тела. Граничные условия задачи удовлетворяются точно при помощи аппа-
рата обобщенного метода Фурье. В результате исходная задача сводится к бесконечной
системе линейных алгебраических уравнений, оператор которой является фредгольмо-
вым в гильбертовом пространстве l2. Последнее обстоятельство позволяет применять при
численном решении системы метод редукции. При этом известно [9], что решение редуци-
рованной системы сходится к точному решению разрешающей системы при mmax →∞.

Исследована практическая скорость сходимости метода редукции, которая показы-
вает эффективность предложенной методики. Проведен численный анализ напряжений
в зонах их наибольшей концентрации. Достоверность результатов подтверждается срав-
нением их для двух случаев: цилиндра с шестнадцатью и с четырьмя цилиндрическими
полостями.
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