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В работе на основе методов математического моделирования рассматривается 
задача расчета объема производства и запасов продукции в условиях неопределен-
ности спроса, обеспечивающих минимальные издержки, связанные с хранением не-
реализованной продукции и потерей неудовлетворенного спроса. Предложен кри-
терий эффективности, минимизирующий математическое ожидание совокупных 
издержек, обоснована актуальность проблемы и сформулирована постановка оп-
тимизационной задачи. Построена математическая модель, учитывающая стохасти-
ческий характер спроса на продукцию, составлена методика решения задачи с раз-
личными комбинациями исходных условий. Приведен пример поиска оптимального 
решения с равномерной плотностью распределения спроса на продукцию.
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the demand, providing the minimal costs connected with storage of unrealized production 
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and loss of the unsatisfied demand is considered. A criterion of efficiency is proposed that 
minimizes the mathematical expectation of aggregate costs, the relevance of the problem is 
justified, and the formulation of the optimization problem is formulated. A mathematical 
model is constructed that takes into account the stochastic nature of demand for products, 
and a methodology for solving the problem with various combinations of the initial condi-
tions is compiled. An example of the search for an optimal solution with a uniform density 
of the distribution of demand for products is given.

Keywords: mathematical modeling, optimization, distribution density, demand, pro-
duction and stocks of products.

1. ВВЕДЕНИЕ

В современных рыночных условиях задача планирования производства 
является одной из наиболее важных во всей системе управления предпри-
ятием [14]. Это обусловлено еще и тем, что в системе «производитель–по-
требитель» каждая из сторон руководствуется своими интересами, причем 
производитель, имея возможность полностью формировать ассортимент и 
объем продукции в той или иной степени находится в условиях свободы 
выбора потребителя [8–10, 12]. Поэтому предприятиям при планировании 
и управлении производством приходится учитывать множество различных 
факторов, многие из которых, по сути, являются случайными величинами. 
Что требует, к тому же, построения критериев проверки статистических ги-
потез [7, 11, 15].

В этом ряду стоит весьма важная задача планирования производства се-
зонной продукции, когда период спроса непродолжительный, объем спроса 
точно не определен и задается в виде некоторых интервалов или плотности 
распределения. При этом предприятие не в состоянии отреагировать в пе-
риод реализации продукции на возникающие изменения на рынке и вынуж-
дено делать определенные запасы на складе для обеспечения ожидаемого 
спроса. Примером такой продукции является школьная форменная одежда, 
когда основной объем продаж приходится на довольно короткий интервал 
времени, затем спрос резко падает до следующего периода.

Большинство работ, касающихся проблем организации и управления 
производством, посвящены технологии изготовления продукции, форми-
рованию ассортиментной политики, календарному планированию и не учи-
тывают случайных факторов, которые могут оказывать существенное вли-
яние на принятие управляющих решений [5, 6, 14].

В этом случае актуальными становятся вопросы оптимизации объемов 
производства и запасов продукции, оценки длительности производственно-
го цикла в условиях неопределенности спроса.

2. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Задача оптимизации в этом случае может быть сформулирована сле-
дующим образом: при заданном запасе продукции на начале планового пе-
риода производства и плотности распределения спроса определить объем 
производства и запаса продукции, обеспечивающих минимальные финан-
совые издержки, связанные с хранением нереализованной продукции или 
потерей прибыли в связи с ее недопоставкой на рынок. В качестве крите-
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рия эффективности целесообразно использовать математическое ожида-
ние общих финансовых потерь. Не ограничивая общности, в дальнейшем 
для простоты под продукцией будем понимать ее стоимостной эквивалент 
и считать его непрерывной величиной.

В целях формализации задачи обозначим через y0 – величину запаса 
продукции на начало планового периода, y1 – переменную, определяющую 
объем произведенной в течение планового периода продукции, px(s) – плот-
ность распределения спроса, которая отлична от нуля только на отрезке 
[a, b]. При этом значения a и b определяют соответственно нижнюю и верх-
нюю границы спроса. Объем продукции, который может быть поставлен 
на свободный рынок, будет определяться значением

 y = y0 + y1,   y0 ≤ y ≤ b, (1)

где y – объем поставляемой продукции на потребительский рынок.
В зависимости от объема поставляемой продукции и величины спроса 

возможны различные комбинации между этими величинами. В дальней-
шем для определенности ограничимся рассмотрением случая, когда y0 ≤ a.

Разность между объемом поставленной на рынок продукцией и спро-
сом будем рассматривать как случайную величину, определяющую при по-
ложительном значении объем нереализованной продукции, а при отрица-
тельном – величину неудовлетворенного спроса

 z = y – x,   a ≤ x ≤ b. (2)

В соответствии с критерием эффективности задачи найдем математиче-
ское ожидание совокупных издержек. Учитывая монотонность величины z, 
значение плотности распределения pz(u) можно определить в соответствии 
с правилом замены переменных [2].

С учетом соотношения (2) получим
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где pz(u) – плотность распределения случайной величины z.
Составим функцию возможных финансовых потерь, связанных как с из-

держками на хранение нереализованной продукции, так и с недопоставкой 
продукции на рынок и снижением ожидаемой прибыли от потери спроса
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где q1 – издержки, связанные с хранением единицы нереализованной про-
дукции, q2 – потери, обусловленные недопоставкой единицы продукции.

Тогда математическое ожидание финансовых потерь в зависимости от 
объема поставляемой продукции с использованием (3), (4) будет иметь вид
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Для удобства представления экстремальной задачи перейдем к исход-
ным переменным. Тогда после некоторых простейших преобразований из 
(5) с учетом (2), (3) получим
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где Ef (y – x) – математическое ожидание потерь.
Кроме того, на величину затрат оказывают дополнительное влияние из-

держки, связанные с хранением продукции на начало планового периода, 
а также с объемом продукции, изготовленной в течение планового перио-
да. Выразим длительность планового периода через объем произведенной 
продукции и мощность производства
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где W – мощность производства, t0 – длительность планового периода.
В этом случае финансовые затраты на хранение продукции можно 

определить выражением
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где Z – издержки на хранение произведенной продукции, q0 – издержки, 
связанные с хранением единицы продукции в течение планового периода, 
t – текущее время.

Учитывая, что общие издержки зависят от объема нереализованной 
продукции, потерей спроса в связи с недопоставкой продукции на рынок, 
а также финансовых затрат за счет хранения продукции в период ее из-
готовления, задача оптимизации издержек с использованием соотношений 
(6)–(8) сводится к отысканию минимального значения интегральной целе-
вой функции
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при удовлетворении ограничения

 y0 ≤ y ≤ b. (10)

Система соотношений (9), (10) представляет собой задачу стохасти-
ческого программирования, для реализации которой будем использовать 
условие Куна – Таккера [13].

Дифференцируя выражение (9) и приравнивая его к нулю, получим 
уравнение для нахождения критических точек
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Таким образом, наша задача свелась к нахождению минимального зна-
чения функции на отрезке. Если уравнение (11) не имеет решения в явном 
виде или не могут быть использованы соответствующие таблицы распре-
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деления, задача может быть решена с применением численных методов 
[13] или методами оптимизации [3, 4].

Так как вторая производная функции L(y) положительна, то если урав-
нение (11) имеет решение, это решение единственно и на нем достигается 
минимум.

Следует отметить, что плотность распределения px(s) и объем постав-
ляемой продукции y полностью определяют ожидаемый объем продаж, 
величину неудовлетворенного спроса, а также объем нереализованной 
продукции.

В частности, для определения математического ожидания объема про-
даж необходимо составить функцию случайного аргумента спроса, опре-
деляющую величину реализации продукции в зависимости от объема его 
поставки. В этом случае можно записать
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Математическое ожидание объема продаж продукции при указанной 
величине спроса с учетом (12) будет определяться соотношением
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где Ef (x, y) – ожидаемый объем продаж.
Аналогично могут быть рассчитаны математические ожидания объема 

нереализованной продукции, а также величины неудовлетворенного спро-
са. Величина объема производства продукции в плановый период будет 
определяться в соответствии с соотношением (1).

В качестве примера решения оптимизационной задачи рассмотрим, ког-
да значение плотности px(s) задано равномерным законом распределения
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В этом случае интегральное уравнение (11) с использованием (14) имеет 
аналитическое решение
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где y* – решение экстремальной задачи (9), (10).
Покажем, что y0 ≤ y* ≤ b с учетом (15) и условия y0 ≤ a < b получим
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Из (16), (17) следует, что y0 ≤ y* ≤ b. Если y* ≥ a, то в соответствии с (13) 
математическое ожидание объема продаж будет определяться выраже-

нием 
2

*E ( , ) ,y b af x y
b a
−

=
−

 фактический же объем продаж будет зависеть 

от тех или иных условий, которые могут возникнуть на рынке в процессе 
реализации продукции.

3. ВЫВОДЫ

1. Построена математическая модель (9), (10), которая позволяет оце-
нить оптимизированный объем производства сезонной продукции в усло-
виях неопределенности спроса с минимальными ожидаемыми издержками.

2. Значения q0, q1, q2 могут быть использованы в качестве некоторых 
параметров варьирования, на изменение которых производитель может 
пойти при планировании объемов производства, и тем самым получить 
различные комбинации оптимальных значений для принятия управляющих 
решений.

3. Задача может быть распространена также и на несколько незави-
симых потребителей продукции с заданными плотностями распределения 
спроса. В этом случае общая плотность распределения спроса может быть 
получена как свертка указанных плотностей.

4. Для продукции с разными ассортиментными группами решение экс-
тремальной задачи целесообразно проводить по каждой группе продукции 
отдельно. В этом случае при расчете издержек на хранение запасов и дли-
тельности плановых периодов на изготовление продукции необходимо учи-
тывать производственные мощности и технологические условия запуска 
продукции в производство.
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