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Рассмотрено нестационарное обтекание деформируемого сферического тела потоком
вязкой несжимаемой жидкости в приближении малых чисел Рейнольдса при заданной
скорости набегающего потока. Определено гидродинамическое воздействие набегающе-
го потока на тело с учетом малых радиальных перемещений поверхности тела. Учтено
влияние деформации поверхности сферического тела на величину силы воздействия на-
бегающего потока, в частности определена зависимость от времени малых радиальных
перемещений поверхности обтекаемого тела, позволяющая минимизировать силовое воз-
действие набегающего потока.

Ключевые слова: вязкая жидкость, нестационарный поток, гидродинамическое воз-
действие, малые радиальные перемещения поверхности тела, приближение Стокса.

1. Известно, что подвижность поверхности тела рыб, морских животных уменьшает
сопротивление потока жидкости и позволяет им развивать значительную скорость движе-
ния [1–6]. В работе [7] рассмотрено движение тела, вызванное деформациями его поверх-
ности, приведено решение для эллипсоида вращения, вследствие деформации поверхности
которого образуется бегущая волна с переменной амплитудой. В настоящей работе рас-
сматривается осесимметричное обтекание неподвижного сферического тела с деформиру-
ющейся поверхностью нестационарным потоком вязкой несжимаемой жидкости, имеющей
на бесконечности заданную скорость U (t) = U(t)x0, где x0 — единичный вектор, направ-
ленный вдоль потока. Исследуется влияние малых радиальных перемещений поверхности
обтекаемого тела на величину силы воздействия на тело набегающего потока.

Для описания движения жидкости используются нестационарные уравнения Стокса и

неразрывности в сферической системе координат для осесимметричного случая:
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где V (Vr, Vθ, Vλ) — вектор скорости; p — давление; ν = µ/ρ; µ — динамическая вязкость

жидкости; Vr, Vθ — компоненты скорости в сферической системе координат; Vλ = 0 в силу
симметрии обтекания.

Задача (1.1)–(1.3) рассматривается с учетом граничных условий в сферической си-
стеме координат, при этом полагаются заданными по времени малые радиальные пере-
мещения поверхности сферического тела ζ(θ, t). Граничные условия задаются на дефор-
мируемой поверхности сферического тела (r = a + ζ(θ, t)), но, поскольку радиальные пе-
ремещения поверхности обтекаемого тела полагаются бесконечно малыми ζ(θ, t)/a � 1,
в процессе линеаризации граничные условия сносятся на недеформированную поверхность

r = a. (Здесь a — радиус недеформированной сферы; ζ(θ, t) =
∞∑
i=1

ζi(t)Pi(cos θ) — зави-

симость от времени t малых радиальных перемещений поверхности сферы; Pi(cos θ) —
полиномы Лежандра.)

На поверхности сферы r = a граничные условия имеют вид
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В предположении, что значение ∂ζ(θ, t)/∂θ очень мало в силу малости радиальных
перемещений поверхности сферы, граничные условия (1.4) принимают вид

Vr(r, θ, t) =
∂ζ(θ, t)

∂t
, Vθ(r, θ, t) = 0.

В случае отсутствия малых радиальных перемещений поверхности сферы (рассматривает-
ся задача обтекания недеформируемой твердой сферы) граничные условия на поверхности
сферы r = a принимают вид
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= 0, Vθ(r, θ, t)
∣∣
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= 0.

На бесконечности r →∞ задаются скорость набегающего потока

Vr(r, θ, t)→ U(t) cos θ, Vθ(r, θ, t)→ −U(t) sin θ

и давление

p→ p0,

где p0 — давление невозмущенного потока жидкости, удовлетворяющее соотношениям [8]
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Начальные условия (t = 0) имеют вид

V (r, θ, t) = 0, U (t) = 0, ζ(θ, t) = 0.

2. Решение задачи строится с помощью преобразования Лапласа по времени t и раз-
ложения искомых и заданных функций в ряды по полиномам Лежандра. В частности,
выражения для компонент скорости и давления в трансформантах Лапласа ищем в виде
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где An, Bn, Cn, Dn — неизвестные переменные, определяемые из граничных условий;
α = σ/ν; σ — параметр преобразования Лапласа. С учетом граничных условий и условия
на бесконечности составлена система, решение которой позволяет определить в транс-
формантах Лапласа радиальную, тангенциальную компоненты скорости и динамическое
давление. По найденным давлению и компонентам скорости в трансформантах Лапласа

определяются компоненты тензора напряжений. Проекция вектора силы, действующей на
деформируемую сферу со стороны потока жидкости, на направление x0 в трансформантах

Лапласа определяется по формуле [8]

W (σ) = 2πa2

π∫
0

(
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)
sin θ dθ, (2.1)

где prr(σ), prθ(σ) — компоненты тензора напряжений в трансформантах Лапласа. Под-
ставляя в выражение (2.1) найденные значения компонент тензора напряжений, получаем
формулу для определения в трансформантах Лапласа силового воздействия набегающего

потока с учетом малых радиальных перемещений поверхности сферы:
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После обращения по Лапласу формула (2.2) принимает вид
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Формула (2.3) позволяет определить зависимость силы воздействия нестационарного
потока вязкой несжимаемой жидкости с учетом малых радиальных перемещений поверх-
ности сферы от времени t. В случае отсутствия малых радиальных перемещений поверх-
ности сферы (ζ(θ, t) = 0) формула (2.3) принимает вид
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где (2/3)πa3ρ dU(t)/dt — сила присоединенных масс; (4/3)πa3ρ dU(t)/dt — сила инерции;

6πaνρU(t) — сила Стокса; 6πa2ρ

√
ν

π

t∫
0

dτ√
t− τ

dU(τ)

dτ
— сила Бассе — Буссинеска [9, 10].

Задача об обтекании шара, движущегося неравномерно поступательно с заданной ско-
ростью V (t) в безграничной области, заполненной вязкой жидкостью, решена в работе [11].
Если не учитывать силу инерции, то решение задачи, полученное в настоящей работе,
переходит в решение задачи Буссинеска [11]. При t → ∞ формула (2.4) преобразуется
в известную формулу Стокса [10] W = 6πaνρU0.

Минимизируем силовое воздействие набегающего потока за счет малых радиальных

перемещений поверхности сферического тела. Рассмотрим случай обтекания нестационар-
ным потоком вязкой несжимаемой жидкости деформируемого сферического тела с задан-
ной скоростью U(t) = U0(1− e−bt), где U0, b — положительные постоянные, измеряемые в
метрах в секунду и секундах в минус первой степени соответственно.

Полагая силовое воздействие равным нулю: W (σ) = 0, из формулы (2.2) получаем
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σ
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После обращения по Лапласу [12, 13] формула (2.5) принимает вид

ζ1(t) = 3U0(e
−bt + bt− 1). (2.6)

Соотношение (2.6) позволяет определить зависимость от времени t малых радиальных
перемещений поверхности сферы, при которых силовое воздействие набегающего потока
жидкости на сферу равно нулю. При малых радиальных перемещениях поверхности сферы
имеем

r = a + ζ(θ, t),

где ζ(θ, t) = ζ1(t)P1(cos θ) = 3U0(e
−bt + bt− 1)P1(cos θ); гидродинамическое сопротивление

сферы равно нулю.
В случае отсутствия малых радиальных перемещений поверхности сферы (ζ(θ, t) = 0)

получаем задачу об обтекании твердой сферической частицы нестационарным потоком

вязкой несжимаемой жидкости для случая заданной скорости набегающего потока, и фор-
мула (2.4) принимает вид
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Формула (2.7) позволяет оценить силу воздействия потока вязкой несжимаемой жидкости
в зависимости от времени t. После обращения по Лапласу выражения для радиальной и
тангенциальной компонент скорости, давления принимают вид
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Заключение. В работе получено аналитическое решение задачи о гидродинамиче-
ском воздействии нестационарного потока вязкой несжимаемой жидкости на деформируе-
мое сферическое тело. При условии U(t) = U0(1−e−bt) выведен закон изменения с течением
времени формы тела, обеспечивающий нулевое силовое воздействие набегающего потока
на сферу. Для случая отсутствия малых радиальных перемещений поверхности обтекае-
мого сферического тела получено решение задачи об обтекании неподвижной недеформи-
руемой сферы нестационарным потоком вязкой несжимаемой жидкости.
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