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Рассмотрено деформирование массива горных пород с трещиной применительно к задаче 
управления разрушением. Классические аналитические решения, полученные для невесомо-
го массива пород с трещиной дают бесконечные значения напряжений в вершинах, что не 
соответствует действительности. Предложена феноменологическая теория расчета полных 
смещений в окрестности трещины, построенная на качественных различиях действия веса 
пород: растяжения происходят выше трещины, а сжатие — ниже. Обоснован безразмерный 
параметр, характеризующий отношение смещений верхнего берега трещины к смещениям 
нижнего, применяемый для описания поведения массива горных пород. 
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Одной из задач геомеханики является оценка состояния трещиноватого массива горных 
пород, в котором присутствуют трещины природного происхождения либо создаются вновь 
при разработке полезных ископаемых. Чтобы установить их роль в процессе разрушения того 
или иного объема породного массива, необходимо аналитическое описание его напряженно-
деформированного состояния. Это позволяет воспользоваться известными теориями прочно-
сти, предполагающими два подхода. Первый основан на знаниях образования и распростране-
ния трещин и других дефектов конечных размеров, вплоть до разрушения геоматериала. Вто-
рой — на накоплении микродефектов, критическое значение которых приводит к трещинооб-
разованию [1 – 4]. Ниже остановимся на первом подходе, т. е. будем исследовать конечные 
прямолинейные трещины, моделируемые математическими разрезами. 

Математическое моделирование массива пород с трещиной [1 – 7] предусматривает симмет-
рию деформирования в линейном поле исходных напряжений, формулирующем соответствующие 
граничные условия. Существенным моментом является расчет напряженно-деформированного 
состояния, который осуществляется в [1, 2, 8] через постановку дополнительной задачи. В этой 
связи в механике горных пород имеет место вся совокупность двухмерных и трехмерных слу-
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чаев. Согласно общей классификации уравнений математической физики, проблемы геомеха-
ники попадают в класс задач Коши, корректное решение которых возможно только, если гра-
ничные условия исчезают на бесконечности, т. е. равны нулю. В [3] описаны сдвиговые разру-
шения и их процессы. Поведение материалов в данном случае характеризуется коэффициента-
ми интенсивности напряжений (КИН). Экспериментально показано образование на контактной 
области сдвига слоя с новыми механическими свойствами, отличными от исходных. Исследо-
вание изменений КИН от вида колебаний размеров трещин и углов между ними приведе-
но в [4], а в [7] установлена нелинейность этой задачи и предложен алгоритм приближенного 
ее решения. 

Таким образом, исходя из изложенного, состояние изученности данной проблемы, описа-
ние деформации для изолированного прямолинейного математического разреза следуют либо 
классическим представлениям [1 – 4] или являются ограниченными в вершинах [7]. В данной 
работе предлагается иной подход к решению задачи, основанной на определении влияния веса 
вмещающих пород на трещину. 

Рассмотрим классическую трещину [1, 2], представляющую невесомую плоскость с конеч-
ным прямолинейным математическим разрезом на | |x a≤ , к берегам которого приложены по-
стоянные нормальные усилия 0 constyσ σ= − = , а касательные 0τ = . Не уменьшая общности, 
считаем, что величины, имеющие размерность длины, отнесены к половине длины трещины, 
а с размерностью напряжений — к характерной величине внешних усилий 0σ , т. е. перейдем 
к безразмерным переменным и функциям. На рис. 1 представлена расчетная схема кусочно-
однородного массива пород с упругими характеристиками iE , 1, 2, 3, 4i =  — модули Юнга и 

iμ , 1, 2, 3, 4i =  — коэффициенты Пуассона и iγ , 1, 2, 3, 4i =  — удельные веса слоев, мощно-
сти которых обозначены iH , 1, 2, 3, 4i = . На контактах слоев, в первом приближении примем 
сцепление (непрерывность нормальных и касательных напряжений и смещений при переходе 
через контакт), которое можно менять в процессе решения обратной задачи по уточнению при-
веденных параметров. 

 
Рис. 1. Расчетная схема невесомой плоскости с математическим разрезом 

Для расчета напряженно-деформированного состояния в окрестности трещины воспользу-
емся системой сингулярных интегральных уравнений, связывающих граничные значения ком-
понент напряжений и смещений на берегах трещины [8], а именно 
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где 3 4α μ= − , 1[2(1 )]Eη μ −= + , E  — модуль Юнга, μ  — коэффициент Пуассона; 
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Здесь nX , nY  — компоненты усилий в направлении осей x  и y ; i  — мнимая единица; черточ-
ка над функцией означает комплексно сопряженное значение; 0t  — аффикс точки границы Γ . 
Система (1), (2) решает одновременно и единообразно три основные задачи теории упругости. 
Существенно, что система (1), (2) позволяет применять любые предположения влияния 
на процесс деформирования, которые приводят к вырожденным уравнениям. 

При расчете смещений и напряжений в окрестности трещины для невесомой плоскости 
необходимо знать механические характеристики слоев, условия на их контактах (граничные 
условия на ее берегах) (рис. 1). Все эти характеристики массива пород задаются произвольно. 
Контроль за их точностью предполагает рассмотрение дополнительной информации о дефор-
мировании пород в окрестности трещины и формулировку обратных задач по уточнению вве-
денных априори параметров. В этом случае собственный вес горных пород добавляет новые 
сведениях о смещениях. Ошибки, которые могут возникнуть на стадии идентификации пара-
метров, не могут быть уменьшены подбором более эффективных численных алгоритмов. Клас-
сическим методом определения механических характеристик пород по-прежнему являются ис-
пытания стандартных образцов на растяжение – сжатие. В [8] впервые предложена общая схема 
идентификации обратных задач по результатам натурных экспериментов. 

Рассмотрим картину напряженно-деформированного состояния массива горных пород 
с трещиной (рис. 2). Аналогично [1 – 4] задаем механические величины слоев, образующих 
массив, и условия на контактах, например сцепление. Используя уравнения (1), (2), рассчиты-
ваем напряженно-деформированное состояние в окрестности заглубленной трещины. Прибли-
зительно определяется зона влияния трещины, показанная на рис. 2 штриховой линией. Вернем 
каждой точке пород в этой зоне собственный вес iγ , 1, 2, 3, 4,i =  и будем считать, что он 
направлен вертикально вниз. Если после расчета напряженно-деформированного состояния 
пород для невесомой плоскости рис. 1 учесть вес пород рис. 2, то произойдут дополнительные 
смещения, подлежащие определению. Пусть на 1 2y H H= +  и 3 4y H H= − −  вычисленные для 
невесомого массива пород смещения равны нулю, т. е. никакими приборами они не регистри-
руются. Выделим элементарное породное волокно длиной 1 2H H+  выше и длиной 3 4H H+  
ниже трещины и закрепим в точках 1 2y H H= +  и 3 4y H H= − −  нагрузим собственным весом. 
Для расчета полных смещений в окрестности трещины предлагается феноменологическая тео-
рия, в которой безразмерный параметр k  учитывает собственный вес пород. Он устанавлива-
ется экспериментально, равен отношению смещений верхнего берега трещины 1v  к смещениям 
нижнего 2v : 

 1

2

vk
v

=  (3) 
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и характеризует напряжения в трещине 0σ , механические показатели пород, а также нелиней-
ные эффекты, связанные с возможным проскальзыванием на контактах. Существенно, что k  
можно считать первичным и многофункциональным по сравнению с любыми другими сведе-
ниями о массиве (например, напряжения, электромагнитное излучение и т. п.), являющимися 
как минимум вторичными с точки зрения точности идентификации параметров. 

 
Рис. 2. Расчетная схема весомой плоскости с трещиной 

Согласно рис. 2, породное волокно на участках 1 20 y H H≤ ≤ +  растягивается собственным 
весом 1γ  и 2γ , а на 3 40 ( )y H H≥ ≥ − +  сжимается равномерно распределенным весом 3γ  и 4γ . 
На них так же действуют еще сжимающие напряжения y Hσ γ= −  на контуре трещины. Следо-
вательно, удлинение выделенных волокон 1 1 2y H H y= + −  при 1 20 y H H≤ ≤ +  для точек вы-
ше оси x  будет 

 

1 1

1

1 2
1

1 20

2 2 2
1 1 1 1 1 2 1 1

1 2

( )

0.5 ( ) 0.5 ( )

H y

H

H y H yv y d y d y
E A E A

H H H H H y H
E A E A

γ γ γ γ

γ γ γ γ γ

− + − +
= + =

− + − − + −
= +

∫ ∫
 (4) 

и для точек ниже оси х укорочение волокон 2 3 4y H H y= + +  при 3 40 ( )y H H≥ ≥ − +  будет 
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где iE A  — жесткость волокна на растяжение – сжатие на i-участке; iE  — модуль Юнга; A  — 
площадь сечения волокна. 

Смещения берегов трещины определяются из (4), (5) при 1 1 2y H H= +  и 2 3 4y H H= + , т. е. 
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Подставляя (6), (7) в (3), находим 
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И с научной, и с практической точки зрения особое значение приобретает изучение пове-
дения ослабленного трещиной массива пород с идеальной геометрической структурой, позво-
ляющего оценить общий случай. Для изотропного массива пород с трещиной из (8), полагая 

1 2 3 4 0H H H H H= = = = , 1 2 3 4 0γ γ γ γ γ= = = = , имеем 
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При коэффициенте 1k <  верхний берег трещины смещается на меньшую величину, чем 
нижний. Отметим, что расчет велся для симметричного напряженного состояния вмещающих 
трещину пород. Если окажется, что величины k  различны для значений | | 1x ≤ , то всегда 
можно выбрать среднее его значение или считать ( )k k x=  [6]. 

Обозначим через v  смещения берегов трещины, как в [1 – 4], и пусть 0 1σ = − , 0v  — сме-
щения от собственного веса пород. Тогда полные смещения верхнего берега примут вид 

 1 0v v v= − . (10) 

Аналогично для нижнего берега смещения можно представить соотношением 
 2 0v v v= + . (11) 

Подставив (10), (11) в (3), приходим к выражению 

 0
1
1

kv v
k

−
=

+
, (12) 

которое характеризует укорочение (удлинение) от собственного веса пропорционально смеще-
ниям, полученным из классического решения. Из (10), (11) и (12) следует 

1 2
2 2,

1 1
kv v v v
k k

= =
+ +

 

или 
 1 2 2v v v+ = . (13) 

Другими словами, если известно k , то классическое решение определяет смещения бере-
гов трещины. Верно и обратное, если известны натурные замеры смещений 1v  и 2v , то это дает 
возможность находить соответствующие им значения v . Знание роли собственного веса пород 
развивает кинематический подход оценки деформирования пород в окрестности трещин. 
Обычно применяемый метод конечных элементов для этих целей не позволяет анализировать 
неточности при формулировке задачи. 

В предлагаемом методе расчета полные смещения и напряжения в окрестности трещины 
напрямую однозначно не связаны. Эта же ситуация наблюдается и в классическом подходе [1 − 4], 
но в обоих случаях основная роль принадлежит дополнительной задаче по расчету смещений. 
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Значения 1 2y H H= +  и 3 4y H H= − −  определяются зоной влияния, получаемой из класси-
ческого решения для кусочно-однородной плоскости с трещиной, и могут быть уточнены по-
следовательными приближениями из решения, учитывающего вес горных пород, если извест-
ны натурные смещения 1v  и 2v . Предполагается, что при 1 2y H H≥ +  и 3 4y H H≤ − −  смеще-
ния равны нулю, т. е. в точках 1 2y H H= +  и 3 4y H H= − − , а рассматриваемые волокна в сло-
истых породах жестко закреплены. Тогда представляется возможным вычислить их удлинение 
и укорочение для любой точки в диапазонах 1 20 y H H≤ ≤ +  и 3 4 0H H y− − ≤ ≤ . Максималь-
ные значения для 0y =  даются по формулам (6), (7). Зона влияния трещины в подработанных 
породах больше, чем в надработанных, и необходимо исследовать эту зависимость. Параметр k  
может характеризовать ее дополнительно, уточнив механические параметры пород, вмещаю-
щих трещину. 

На рис. 3 приведены схемы раскрытия трещины в однородном массиве горных пород: кри-
вая 1 представляет классическое аналитическое решение [1, 2]; 2 — приближенное решение 
из [7] без учета веса; 3 — численное приближенное решение с учетом веса. 

 
Рис. 3. Схема раскрытия трещины 

Алгоритм расчета деформирования массива пород в окрестности трещины с учетом их веса 
сводится к следующей последовательности. Строится расчетная схема, для которой стандарт-
ным образом задаются геометрические, физические и граничные условия дополнительной за-
дачи. В результате ее решения находятся область влияния трещины, вертикальные смещения 
берегов трещины соответственно для верхнего и нижнего 01v  и 02v . Считаем известными 
натурные замеры смещений v1(х) и v2(х) на берегах трещины. Перебирая все параметры, уста-
навливаем их влияние на точность решения и, фиксируя последовательно их численные значе-
ния, заканчиваем первый цикл приближения. Число циклов зависит от наперед заданной точ-
ности совпадения 1( )v x  и 2 ( )v x  с 01v  и 02v , отвечающим последнему циклу. 

ВЫВОДЫ 

Предложена модель деформирования пород в окрестности трещины с учетом веса вмеща-
ющего массива. Она включает экспериментальное определение параметра, характеризующего 
отношение смещений берегов трещины, который является одновременно дополнительной ин-
формацией к стандартным формулировкам граничных задач. Введение данного параметра — 
необходимое условие при решении обратных задач. 
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