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В данной статье обсуждается новый компактный явный групповой метод переменных направлений
с одной прогонкой для решения, зависящего от времени, вязкого уравнения Бюргерса в декартовых
и полярных координатах. Дается подробный анализ ошибок нового итерационного метода. Результаты
предлагаемого итерационного метода сравниваются с результатами соответствующего явного группо-
вого метода переменных направлений (AGE) с двойной прогонкой для демонстрации вычислительной
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In this article, we discuss a new single sweep compact alternating group explicit method for the solution of
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1. Введение

Рассмотрим зависящее от времени вязкое уравнение Бюргерса:

v
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
, 0 < x < 1, t > 0, (1)
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где v > 0 — постоянная вязкости. Оно было введено Дж.М. Бюргерсом (см. [16]) как про-
стейшая модель дифференциальных уравнений потока жидкости и используется в дина-
мике жидкостей как упрощенная модель турбулентности, поведения пограничного слоя и
образования ударной волны. Вязкое уравнение Бюргерса — хорошее тестовое уравнение
для исследования различных численных схем, применяемых к более сложным системам
уравнений в частных производных. Оно имеет примерно такую же структуру, что и
уравнения Навье–Стокса по отношению к виду члена нелинейной конвекции и наличию
члена вязкости. Таким образом, оно может считаться упрощенной формой одномерного
уравнения Навье–Стокса. Уравнение (1) также считается одномерным нелинейным па-
раболическим уравнением. Для решения уравнения Бюргерса было разработано много
численных методов: методы конечных разностей (см. [1, 2, 4, 5, 7, 13–15, 17]), конечных
элементов (см. [9, 11, 12, 18]) и спектральные методы [19].

За последние 40 лет большие усилия были направлены на разработку устойчивых
и точных численных методов для численного решения одномерного уравнения Бюргер-
са, реализуемого на параллельных компьютерах. Была разработана подробная теория,
получившая название: явный групповой итерационный метод переменных направлений
(AGE), который интересен с математической точки зрения. В 1984 г. Эванс и Абдулла [10]
обсудили использование явного группового метода для решения уравнения Бюргерса.
В 1988 г. Эванс и Сахими [3] предложили использовать итерационный метод AGE для
решения линейных параболических уравнений диффузии–конвекции. Недавно Моханти
и Эванс [2] обсуждали использование итерационного метода AGE с двумя прогонками
для решения одномерных нелинейных параболических начально краевых задач.

В данной статье мы предлагаем новый компактный итерационный метод AGE для
решения одномерных нелинейных сингулярных параболических уравнений. Поскольку
этот метод является явным и компактно сцепленным, он может использоваться на парал-
лельных компьютерах. Было показано, что для фиксированного параметра отношения
сетки предлагаемая разностная схема имеет четвертый порядок точности по простран-
ству.

2. Описание метода

Рассмотрим следующее нелинейное параболическое уравнение:

−∂
2u

∂x2
+ φ

(
x, t, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂t

)
= 0, 0 < x < 1, t > 0, (2)

с начальным условием

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1, (3)

и граничными условиями:

u(0, t) = f0(t), u(1, t) = f1(t), t ≥ 0. (4)

Двухуровневую неявную высокоточную разностную схему для численного решения пара-
болического уравнения (2) при начальных и граничных условиях (3) и (4) можно описать
следующим образом.

Пусть h > 0 и k > 0 — длины шагов по пространственной и временно́й коорди-
нате соответственно. Заменим область Ω = {(x, t) | 0 < x < 1, t > 0} на множество
точек сетки (xl, tj), обозначаемых (l, j), где xl = lh, tj = jk для l = 0, 1, . . . , N,N + 1 и
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j = 0, 1, 2, . . ., где N — положительное целое число с (N + 1)h = 1. Пусть λ = k/h2 —
параметр отношения сетки.

Пусть U j
l = u(xl, tj) — точное значение решения u(x, t) в точке сетки (l, j). Аппрок-

симируем решение (2) в точке сетки (l, j) посредством uj
l . Разностная схема порядка

O(k2 +h4) (см. [4]) для решения дифференциального уравнения (2) задается следующим
образом:

−
(
ūj

l−1−2ūj
l + ūj

l+1

)
+
h2

12
[
φ̄j

l+1 + φ̄j
l−1 +10 ¯̄φ j

l

]
= 0, l = 1, 2, 3, . . . , N, j = 0, 1, 2, . . . , (5)

где мы используем следующие аппроксимации:

t̄j = tj +
k

2
, (6)

ūj+1
l+a =

uj+1
l+a + uj

l+a

2
, a = 0,±1, . . . , (7)

ūj
tl+a =

uj+1
l+a − uj

l+a

k
, a = 0,±1, . . . , (8)

ūj
xl =

ūj
l+1 − ūj

l−1

2h
, (9)

ūj
xl±1 =

±3ūj
l±1 ∓ 4ūj

l ± ūj
l∓1

2h
, (10)

φ̄j
l±1 = φ(xl±1, t̄j , ū

j
l±1, ū

j
xl±1, ū

j
tl±1), (11)

¯̄uj
xl = ūj

xl −
h

20
(φ̄j

l+1 − φ̄j
l−1), (12)

¯̄φj
l = φ(xl, t̄j , ū

j
l , ¯̄u

j
xl, ū

j
tl). (13)

В том случае, если дифференциальное уравнение является линейным, чтобы получить
решение мы используем компактный итерационный метод AGE, а в нелинейном слу-
чае — компактный ньютоновский итерационный метод AGE. Подробности этих методов
обсуждаются в п. 4.

3. Применения к сингулярным задачам

Рассмотрим линейное параболическое уравнение

ν
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
+B(x)

∂u

∂x
+ C(x)u+ f(x, t), 0 < x < 1, t > 0, (14)

где ν > 0 — коэффициент диффузии, B(x) = −α/x и C(x) = α/x2.
При α = 0 приведенное выше уравнение является линейным параболическим урав-

нением в декартовых координатах. Заменив x на r и подставив α = 1 и 2, мы получим
линейное параболическое уравнение в цилиндрических и сферических координатах со-
ответственно.

Применив разностную формулу (5) к уравнению (14), мы получим
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− ν
(
ūj

l−1 − 2ūj
l + ūj

l+1

)
+
h2

12
[
10ūj

tl +Rlū
j
tl+1 + Slū

j
tl−1

]
+

h2

12
[
10Blū

j
xl +RlBl+1ū

j
xl+1 + SlBl−1ū

j
xl−1

]
+
h2

12
[
10Clū

j
l +RlCl+1ū

j
l+1 + SlCl−1ū

j
l−1

]
+

h2

12
[
10f̄ j

l +Rlf̄
j
l+1 + Slf̄

j
l−1

]
= 0, l = 1, 2, 3, . . . , N, j = 0, 1, 2, . . . , (15)

где

Bl = B(xl), Rl = 1− hBl

2ν
, Sl = 1 +

hBl

2ν
, Cl = C(xl), f̄ j

l = f(xl, t̄j).

Схема (15) имеет порядокO(k2+h4) для приближенного решения уравнения (14). Однако
схема не срабатывает, когда решение должно определяться при l = 1 в окрестности
сингулярности x = 0. Поскольку при l = 1 Bl−1 = 1/xl−1 = 1/x0, которое не определено
для сингулярной точки x0 = 0.

Чтобы преодолеть эту трудность, используем следующие аппроксимации:

Bl±1 = Bl ± hBxl +
h2

2!
Bxxl ±O(h3), (16)

Cl±1 = Cl ± hCxl +
h2

2!
Cxxl ±O(h3), (17)

f̄ j
l±1 = f̄ j

l ± hf̄ j
xl +

h2

2!
f̄ j

xxl ±O(h3), (18)

где f̄ j
xl = f(xl, t̄j), Bl = − α

xl
, Bxl =

α

x2
l

= Cl, Bxxl = −2α
x3

l

= Cxl, Cxxl =
6α
x4

l

.

Подставим эти аппроксимации в (15) и упростим их для получения двухуровневой
неявной линейной разностной схемы в операторной форме[

(1 + λP0) +
1
12

(1− 6νλ+ λP1)δ2x −
1
12

(hQ0 − λP2)(2µxδx)
]
uj+1

l

=
[
(1− λP0) +

1
12

(1 + 6νλ− λP1)δ2x −
1
12

(hQ0 + λP2)(2µxδx)
]
uj

l + Σf, (19)

где δxul = (ul+1/2−ul−1/2) и µxul = (ul+1/2 + ul−1/2)/2 — операторы центральных разно-
стей и усреднения относительно направления x. Мы имеем:

Q0 =
Bl

2ν
,

P0 =
h2

24
[12Cl + h2(Cxxl − 2Q0Cxl)],

P1 =
h2

2
[2Bxl − 2Q0Bl + Cl],

P2 =
h

4
[12Bl + h2(Bxxl − 2Q0Bxl + 2Cxl − 2Q0Cxl)],

Σf =
−k
12

[12f̄ j
l + h2(f̄ j

xxl − 2Q0f̄
j
xl)].

Разностная схема (19) имеет локальную ошибку усечения O(k2 + h4) и не имеет членов
1/(l ± 1). Поэтому ее можно решить для l = 1, 2, . . . , N , j = 1, 2, 3, . . . в области 0 < x < 1,
t > 0.

Теперь рассмотрим нелинейное сингулярное параболическое уравнение вида
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ν
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
+D(x)

∂u

∂x
+ u

∂u

∂x
+ E(x)u+ f(x, t), 0 < x < 1, t > 0, (20)

где Re = ν−1 > 0 — число Рейнольдса и

D(x) = −αν
x
, E(x) =

αν

x2
.

Для α = 0 приведенное выше уравнение представляет собой нелинейное вязкое уравнение
Бюргерса в декартовых координатах. Заменив x на r и подставив α = 1 и 2, мы получим
нелинейное вязкое уравнение Бюргерса в цилиндрических и сферических координатах
соответственно.

Применив разностную формулу (5) к нелинейному уравнению (20) и используя такой
же метод, что и для линейного сингулярного уравнения, получим следующую разност-
ную схему:

ψl

(
uj+1

l−1 , u
j+1
l , uj+1

l+1

)
≡ −λvδ2xū

j
l +

1
12
[
12 + δ2x −

(
Q0 +H1ū

j
l

)
(2µxδx)

](
uj+1

l − uj
l

)
+

λh2

12
[(

12El+h2Exxl+Elδ
2
x

)
ūj

l +hExl(2µxδx)ūj
l −

(
Q0+H1ū

j
l

){
El(2µxδx)ūj

l +2hExlū
j
l

}]
+

λh

24
{[

(12Dl + h2Dxxl)(2µxδx)ūj
l + 4hDxlδ

2
xū

j
l

]
−
(
Q0 +H1ū

j
l

)(
2hDxl(2µxδx)ūj

l

)
−(

Q0 +H1ū
j
l

)(
4Dlδ

2
xū

j
l

)}
+

λh

24
{(

12 + 3δ2x
)
ūj

l (2µxδx)ūj
l −

(
Q0 +H1ū

j
l

)
(2µxδx)ūj

l (2µxδx)ūj
l − 4

(
Q0 +H1ū

j
l

)
ūj

l δ
2
xū

j
l

}
+

k

12
[(

12f̄ j
l + h2f̄ j

xxl

)
− 2hf̄ j

xl

(
Q0 +H1ū

j
l

)]
= 0, l = 1, 2, 3, . . . , N, j = 0, 1, 2, . . . , (21)

где

ūj
l =

uj+1
l + uj

l

2
, Q0 =

hDl

2ν
, H1 =

hūj
l

2ν
, Dl = −αν

xl
, El =

αν

x2
l

= Dxl, Exl = −2αν
x3

l

= Dxxl,

Exxl =
6αν
x4

l

и f̄ j
l = f(xl, t̄j), f̄

j
xl = f(xl, t̄j).

Следует отметить, что разностная схема (21) также не имеет членов 1/(l ± 1) и, таким
образом, ее можно очень легко решить для l = 1, 2, 3, . . . , N , j = 0, 1, 2, . . . в области
0 < x < 1, t > 0.

4. Компактный метод AGE и теория сходимости

4.1. Компактный алгоритм AGE

Линейную систему (19) можно записать в матричной форме следующим образом:

alu
j+1
l−1 + 2blu

j+1
l + clu

j+1
l+1 = βl, l = 1, 2, 3, . . . , N, j = 0, 1, 2, . . . , (22)
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где

uj+1
0 = f0(tj+1), uj+1

N+1 = f1(tj+1),

al =
1
12

(1− 6νλ+ λP1) +
1
12

(hQ0 − λP2),

2bl = 1 + λP0 −
1
6
(1− 6νλ+ λP1),

cl =
1
12

(1− 6νλ+ λP1)−
1
12

(hQ0 − λP2),

βl = (1− λP0) +
1
12

(1 + 6νλ− λP1)δ2xu
j
l −

1
12

(hQ0 + λP2)(2µxδx)uj
l + Σf,

что можно записать в матричной форме следующим образом:

Au = γ, (23)
где

A=


2b1 c1 0
a2 2b2 c2

. . . . . . . . .
aN−1 2bN−1 cN−1

0 aN 2bN


N×N

, u=


uj+1

1

uj+1
2

...

uj+1
N


N×1

, γ=


β1 − a1u

j+1
0

β2

...

βN−cNuj+1
N+1


N×1

≡


γ1

γ2

...

γN


N×1

.

Для реализации компактного итерационного метода AGE разобьем матрицу коэффи-
циентов A на две подматрицы: G1 и G2. Предположим, что они удовлетворяют следую-
щим условиям (см. [6]):

1. G1 + ω1I и G2 + ω2I — несингулярные для подходящего выбора ω1 > 0 и ω2 > 0.
2. Для любых векторов ν1, ν2, ω1 > 0 и ω2 > 0 “удобно” решить систему явно, т. е.
z1 = (G1 + ω1I)−1 и z2 = (G2 + ω2I)−1 для векторов z1 и z2 соответственно.

Рассмотрим ситуацию, когда G1 и G2 — небольшие (2 × 2)-блочные системы. Теперь
обсудим случай, когда N — нечетное число (при x0 = 0, xN+1 = 1).

Пусть

G1 =



b1
∣∣ 0

b2 c2
a3 b3

. . .

0

∣∣∣∣∣ bN−1 cN−1

aN bN


N×N

,

G2 =



b1 c1
a2 b2

∣∣∣∣∣ 0

. . .

bN−1 cN−1

aN bN

0
∣∣bN


N×N

.

Таким образом, систему (25), (26) можно переписать следующим образом:
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(G1 +G2)u = γ. (24)

Тогда двухпараметрический метод AGE для решения приведенной выше системы можно
записать следующим образом:

(G1 + ω1I)z(s) = γ − (G2 − ω1I)u(s), s = 0, 1, 2, . . . , (25)

(G2 + ω2I)u(s+1) = γ − (G1 − ω2I)z(s), s = 0, 1, 2, . . . , (26)

где z(s) — промежуточный вектор.
Исключив z(s) и объединив уравнения (25) и (26), мы получим итерационный метод

(G2 + ω2I)u(s+1) = [I − (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1](G2 − ω1I)u(s) +

(ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1γ, s = 0, 1, 2, . . . , (27)

или

u(s+1) = Twu
(s) + γw, s = 0, 1, 2, . . . , (28)

где

Tw = (G2 + ω2I)−1[(G2 − ω1I)− (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1(G2 − ω1I)]

и
γw = (ω1 + ω2)(G2 + ω2I)−1(G1 + ω1I)−1γ .

В предыдущем методе AGE мы использовали две прогонки. Сейчас мы свели две про-
гонки в одну в компактной форме. Новый итерационный метод (27) или (28) — это
компактный двухпараметрический итерационный метод AGE, а матрица Tw называется
компактной итерационной матрицей AGE.

Теперь обсудим компактный ньютоновский метод AGE для нелинейного разностного
уравнения (5). Когда φ(x, t, u, ux, ut) является нелинейным, разностный метод (5) обра-
зует нелинейную систему разностных уравнений. Компактный ньютоновский итераци-
онный метод AGE может использоваться для решения такой системы. Определим:

uj+1 =


uj+1

1

uj+1
2
...

uj+1
N

 , ψ(uj+1) =


ψ1(uj+1)
ψ2(uj+1)

...
ψN (uj+1)


и

al(uj+1) =
∂ψl

∂uj+1
l−1

, l = 2(1)N, j = 0, 1, 2, . . . , (29а)

2bl(uj+1) =
∂ψl

∂uj+1
l

, l = 1(1)N, j = 0, 1, 2, . . . , (29б)

cl(uj+1) =
∂ψl

∂uj+1
l+1

, l = 1(1)N − 1, j = 0, 1, 2, . . . . (29в)

Тогда якобиан ψ(uj+1) можно записать как трехдиагональную матрицу N -го порядка:
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T ≡ ∂ψ(uj+1)
∂uj+1

=



2b1(uj+1) c1(uj+1) 0
a2(uj+1) 2b2(uj+1) c2(uj+1)

. . . . . . . . .

aN−1(uj+1) 2bN−1(uj+1) cN−1(uj+1)
0 aN (uj+1) 2bN (uj+1)


N×N

. (30)

Теперь, используя любую начальную аппроксимацию (uj+1)(0), определим

(uj+1)(s+1) = (uj+1)(s) + ∆(uj+1)(s), s = 0, 1, 2, . . . , (31)

где ∆(uj+1)(s) — решение системы:

T∆(uj+1)(s) = −ψ(uj+1)(s), s = 0, 1, 2, . . . . (32)

Для компактного ньютоновского метода AGE рассмотрим случай, когда N — нечетное.
Разобьем матрицу T следующим образом: T = T1 + T2, где

T1 =



b1
∣∣ 0

b2 c2
a3 b3

. . .

0

∣∣∣∣∣ bN−1 cN−1

aN bN


N×N

,

(33)

T2 =



b1 c1
a2 b2

∣∣∣∣∣ 0

. . .

bN−2 cN−2

aN−1 bN−1

0
∣∣bN


N×N

.

Таким образом, компактный ньютоновский метод AGE можно задать следующим
образом:

(T2 + ω2I)∆(uj+1)(s+1) =
[
I − (ω1 + ω2)(T1 + ω1I)−1

]
(T2 − ω1I)∆(uj+1)(s)−

(ω1 + ω2)(T1 + ω1I)−1ψ(uj+1)(s), s = 0, 1, 2, . . . . (34)

Здесь ω1 > 0, ω2 > 0 — параметры релаксации, а (T1+ω1I) и (T2+ω2I) — невырожденные
матрицы. Поскольку (T1+ω1I) и (T2+ω2I) состоят из (2×2) подматриц, их легко можно
обратить. Далее матрицы (T2 +ω2I)−1(T1 +ω1I)−1(T2−ω1I) и (T2 +ω2I)−1(T1 +ω1I)−1

можно рассчитать способом, подходящим для параллельных вычислений. Для сходи-
мости компактного ньютоновского метода AGE достаточно, чтобы начальный вектор
(uj+1)(0) был близок к решению.
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4.2. Сходимость компактного метода AGE

Компактный итерационный метод AGE задается следующим образом:

(G2 + ω2I)u(s+1) = [I − (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1](G2 − ω1I)u(s) + (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1γ,

s = 0, 1, 2, . . . ,

или
u(s+1) = Twu

(s) + γw, s = 0, 1, 2, . . . ,

где
Tw = (G2 + ω2I)−1[(G2 − ω1I)− (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1(G2 − ω1I)]

и
γw = (ω1 + ω2)(G2 + ω2I)−1(G1 + ω1I)−1γ .

Матрица Tw называется компактной итерационной матрицей AGE.
Чтобы доказать сходимость метода, нам нужно доказать, что S(Tw) ≤ 1, где S(Tw)

обозначает спектральный радиус Tw.

Лемма 1. Пусть k ≤ h и λ = k/h2 ≤ 1/6ν, где ν = Re−1, Re — число Рейнольдса. Тогда
все собственные значения G1 и G2 являются вещественными.

Доказательство. Рассмотрим

al =
1
12

(1− 6νλ+ λP1) +
1
12

(hQ0 − λP2)

=
1
12

[
1 + λ

{
−6ν +

h2

2
(2Bxl − 2Q0Bl + Cl) −

h

4

(
12Bl + h2(Bxxl − 2Q0Bxl + 2Cxl − 2Q0Cxl)

)}
+ hQ0

]
=

1
12

[1 + λ{−6ν +O(h)}] =
1
12

[1− 6νλ+O(k/h)],

таким образом, al > 0 для k ≤ h и λ = k/h2 ≤ 1/6ν;

cl =
1
12

(1− 6νλ+ λP1)−
1
12

(hQ0 − λP2)

=
1
12

[
1 + λ

{
−6ν +

h2

2
(2Bxl − 2Q0Bl + Cl) +

h

4

(
12Bl + h2(Bxxl − 2Q0Bxl + 2Cxl − 2Q0Cxl)

)}
+ hQ0

]
=

1
12

[1 + λ{−6ν +O(h)}] =
1
12

[1− 6νλ+O(k/h)],

cl > 0 для k ≤ h и λ = k/h2 ≤ 1/6ν.

Поэтому мы имеем al+1cl > 0 для l = 1, 3, 5, . . . , N − 1.
Пусть λi, i = 1, 2, . . . N, — собственные значения G1. Тогда λi — корни квадратного

уравнения

λ2
i − (bi + bi+1)λi + (bibi+1 − ai+1ci) = 0. (35)
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Упростив это выражение, получим

λi =
1
2

[
(bi + bi+1)±

√
(bi − bi+1)2 + 4ai+1ci

]
. (36)

Определители этих квадратных уравнений следующие:

(bi − bi+1)2 + 4ai+1ci > 0, i = 1, 3, 5, . . . , N − 1.

Следовательно, собственные значения G1 являются вещественными.
Аналогичным образом можно показать, что собственные значения G2 — веществен-

ные.

Теперь введем условие, достаточное для сходимости компактного метода AGE.

Теорема 1. Пусть λi и µi, i = 1, 2, . . . , N, — собственные числа G1 и G2 соответ-
ственно. Если

ω1 > max{0,−λ1, . . . ,−λN}, (37)
ω2 > max{0,−µ1, . . . ,−µN}, (38)
ω2 − 2 min

i
λi < ω1 < ω2 + 2 min

i
µi, (39)

то компактный итерационный метод AGE сходится для системы (23).

Доказательство. ПустьD=diag
(
1,
c1
a2
,
c1c2
a2a3

, . . . ,
c1c2 . . . cN−1

a2a3 . . . aN

)
≡diag(d1, d2, d3, . . . , dN ).

Поскольку недиагональные элементы A положительны, имеем

al+1cl > 0, l = 1, 2, 3, . . . , N − 1 .

Поэтому диагональные элементы D — положительныe.
Компактная итерационная матрица AGE задается следующим образом:

Tw = (G2 + ω2I)−1[(G2 − ω1I)− (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1(G2 − ω1I)]

= (G2 + ω2I)−1[I − (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1](G2 − ω1I).

Определим:

T ∗w = (G2 + ω2I)Tw(G2 + ω2I)−1

= [I − (ω1 + ω2)(G1 + ω1I)−1](G2 − ω1I)(G2 + ω2I)−1,

D1/2T ∗wD
−1/2 = [I − (ω1 + ω2)(Ḡ1 + ω1I)−1](Ḡ2 − ω1I)(Ḡ2 + ω2I)−1,

где Ḡ1 = D1/2G1D
−1/2 и Ḡ2 = D1/2G2D

−1/2.
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Следовательно,

S(Tw) = S(T ∗w) = S(D1/2T ∗wD
−1/2) ≤

∥∥D1/2T ∗wD
−1/2

∥∥
2

≤
∥∥[I − (ω1 + ω2)(Ḡ1 + ω1I)−1]

∥∥
2

∥∥(Ḡ2 − ω1I)(Ḡ2 + ω2I)−1
∥∥

2
.

Легко убедиться в том, что Ḡ1 и Ḡ2 симметричны. Поэтому матрицы (Ḡ2−ω1I)×
(Ḡ2+ω2I)−1 и [I − (ω1 + ω2)(Ḡ1 + ω1I)−1] тоже симметричны. Следовательно,∥∥(Ḡ2 − ω1I)(Ḡ2 + ω2I)−1

∥∥
2

= max
µi∈σ(Ḡ2)

∣∣∣∣µi − ω1

µi + ω2

∣∣∣∣ ,∥∥[I − (ω1 + ω2)(Ḡ1 + ω1I)−1]
∥∥

2
=
∥∥[(Ḡ1 + ω1I)(Ḡ1 + ω1I)−1 − (ω1 + ω2)(Ḡ1 + ω1I)−1]

∥∥
2

=
∥∥[(Ḡ1 − ω2I)][(Ḡ1 + ω1I)−1]

∥∥
2
.

Кроме того, (Ḡ1 − ω2I)(Ḡ1 + ω1I)−1 симметрична. Поэтому∥∥(Ḡ1 − ω2I)(Ḡ1 + ω1I)−1
∥∥

2
= max

λi∈σ(Ḡ1)

∣∣∣∣λi − ω2

λi + ω1

∣∣∣∣ .
Мы имеем

S(Tw) ≤ max
λi∈σ(Ḡ1)

∣∣∣∣λi − ω2

λi + ω1

∣∣∣∣ max
µi∈σ(Ḡ2)

∣∣∣∣µi − ω1

µi + ω2

∣∣∣∣ .
Из уравнений (37), (38) имеем ω1, ω2 > 0 и λi + ω1 > 0 для i = 1, 2, 3, . . . , N . Следова-
тельно,

λi − ω2

λi + ω1
< 1, i = 1, 2, 3, . . . , N .

Кроме того, из (39) получим

ω2 < ω1 + 2 min
i
λi < ω1 + 2λi, i = 1, 2, 3, . . . , N,

− 1 <
λi − ω2

λi + ω1
, i = 1, 2, 3, . . . , N.

Мы можем заключить, что
∣∣∣∣λi − ω2

λi + ω1

∣∣∣∣ < 1, i = 1, 2, 3, . . . , N .

Таким образом, maxλi∈σ(Ḡ1)

∣∣∣∣λi − ω2

λi + ω1

∣∣∣∣ < 1.

Аналогичным образом мы можем доказать, что maxµi∈σ(Ḡ2)

∣∣∣∣µi − ω1

µi + ω2

∣∣∣∣ < 1. Следова-

тельно, S(Tw) < 1.
Отсюда следует сходимость компактного метода AGE (27).

5. Примеры

Мы решили три задачи для иллюстрации предлагаемых компактных итерационных
методов и демонстрации их вычислительной сходимости. Точные решения этих задач
известны. Функции в правой части, начальные и краевые условия могут быть получе-
ны с использованием точных решений. Мы также сравнили предложенный компактный
метод AGE с соответствующим методом AGE с двойной прогонкой (см. [2, 5, 6]). При ре-
шении нелинейных уравнений мы рассматривали только пять внутренних итераций. Во
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всех случаях (uj+1)(0) = 0, и итерации были прекращены, когда был достигнут допуск
ошибки. Для простоты в вычислениях |(uj+1)(s+1) − (uj+1)(s)| ≤ 10−10. Все вычисления
выполнялись с использованием программного обеспечения MATLAB.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (14), точное решение которого

u(x, t) =
1√

1 + 2νt
exp

(
− (x− ηt)2

2(1 + 2νt)

)
.

Среднеквадратичные (СК) ошибки, число итераций и время ЦПУ для компактного ме-
тода AGE и метода AGE с двойной прогонкой приведены в табл. 1 для фиксированных
k = 0.01, η = 10 и малых значений ν.

Таблица 1

h−1
Метод AGE Компактный метод AGE Ошибки

ωopt Итерации Время ЦПУ, c ωopt Итерации Время ЦПУ, c СК

ν = 0.002

10 21.11 06 0.211 20.81 05 0.146 0.17497·10−5

20 13.67 13 0.240 08.76 11 0.213 0.16899·10−7

30 50.10 17 0.367 59.86 06 0.319 0.26360·10−8

40 09.80 23 0.285 08.77 20 0.223 0.72841·10−8

50 11.61 26 0.328 13.20 13 0.207 0.97704·10−8

60 09.10 32 0.348 09.80 15 0.296 0.95141·10−8

ν = 0.001

10 41.65 06 0.404 41.39 05 0.174 0.3268·10−5

20 25.55 16 0.367 21.00 11 0.176 0.7988·10−6

30 21.51 24 0.515 14.18 16 0.196 0.7784·10−7

40 19.55 32 0.661 11.10 21 0.222 0.4822·10−7

50 17.71 37 0.360 09.68 24 0.229 0.2333·10−7

60 17.29 42 0.411 13.00 29 0.198 0.2009·10−7

Пример 2 (Уравнение Бюргерса).

v
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
, 0 < x < 1, t > 0. (40)

Уравнение Бюргерса (40) решается с использованием схемы (21) (где α = f = 0), точное
решение которого задается так:

u(x, t) =
2vπ sin(πx)e−vπ2t

2 + cos(πx)e−vπ2t
.

СК ошибки, число итераций и время ЦПУ для компактного ньютоновского метода AGE
и ньютоновского метода AGE приведены в табл. 2a и табл. 2б при t = 1.0 для фикси-
рованного k = 0.01 и различных значений v. График численных данных для v = 0.01 и
N = 69 приведен на рисунке.
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Таблица 2а

h−1 Ньютоновский метод AGE Компактный ньютоновский метод AGE Ошибки

ωopt Итерации Время ЦПУ, c ωopt Итерации Время ЦПУ, c СК

v = 0.1

50 3.69 06 0.409 2.30 05 0.267 0.9491·10−6

60 4.41 07 0.343 2.65 06 0.327 0.9476·10−6

70 5.94 08 0.544 5.88 06 0.345 0.9464·10−6

80 6.80 09 0.505 6.60 07 0.395 0.9456·10−6

90 7.66 11 0.625 7.37 08 0.404 0.9450·10−6

v = 0.01

50 0.62 03 0.324 0.27 03 0.257 0.2837·10−8

60 0.64 03 0.351 0.30 03 0.243 0.9417·10−9

70 0.67 03 0.369 0.35 03 0.280 0.5606·10−9

80 0.69 03 0.307 0.40 03 0.230 0.7564·10−9

90 0.73 03 0.291 0.46 03 0.227 0.9224·10−5

Таблица 2б

h−1 Ньютоновский метод AGE Компактный ньютоновский метод AGE Ошибки

ωopt Итерации Время ЦПУ, c ωopt Итерации Время ЦПУ, c СК

Re = 10

10 0.46 09 0.572 0.29 07 0.408 0.8947·10−5

20 0.41 09 1.162 0.27 07 0.783 0.5434·10−6

40 0.39 09 2.243 0.26 07 1.621 0.3372·10−7

80 0.38 09 4.132 0.25 07 3.044 0.2104·10−8

Re = 102

10 0.34 12 0.642 0.23 09 0.466 0.6771·10−5

20 0.32 14 1.389 0.22 11 0.933 0.4039·10−6

40 0.28 14 2.662 0.19 11 1.981 0.2519·10−7

80 0.27 14 4.618 0.19 11 3.355 0.1582·10−8

Re = 103

10 0.29 12 0.740 0.20 08 0.522 0.1709·10−6

20 0.27 13 1.682 0.18 10 1.217 0.1030·10−7

40 0.25 13 3.267 0.16 10 2.392 0.6352·10−9

80 0.24 13 5.282 0.15 10 4.014 0.3956·10−10

Re = 104

10 0.25 12 0.984 0.17 08 0.743 0.1917·10−8

20 0.24 12 1.966 0.16 10 1.487 0.1160·10−9

40 0.23 12 3.882 0.15 10 2.973 0.7155·10−11

80 0.22 13 5.924 0.15 10 4.521 0.4471·10−12
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Рис. Численные решения для примера 2, N = 69, v = 0.01

Пример 3 (Уравнение Бюргерса в полярных координатах).

ν

(
∂2u

∂r2
+
α

r

∂u

∂r
− α

r2
u

)
=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+ f(r, t), 0 < r < 1, t > 0 . (41)

Уравнение Бюргерса (41) в полярных координатах решается с использованием схе-
мы (21). Заменив x на r и подставив α = 1 и 2 в разностное уравнение (21), мы по-
лучим двухуровневое нелинейное разностное уравнение для численного решения урав-
нения (41). Уравнение решается с точным решением, задаваемым как u(x, t) = e−t cos(r).

СК ошибки, число итераций и время ЦПУ для компактного ньютоновского метода
AGE и ньютоновского метода AGE приведены в табл. 3 при t = 1.0 для фиксированных
k = 0.01, α = 1, 2 и различных значений Re = ν−1.

Скорость сходимости можно получить с использованием формулы

log(eh1)− log(eh2)
log(h1)− log(h2)

,

где eh1 и eh2 — максимальные абсолютные (МА) ошибки для двух значений ширины од-
нородной сетки: h1 и h2 соответственно. Чтобы рассчитать порядок сходимости предла-
гаемого метода, мы брали h1 = 1/40 и h2 = 1/80 для всех случаев. Результаты приведены
в табл. 4.
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Таблица 3

h−1 Ньютоновский метод AGE Компактный ньютоновский метод AGE Ошибки

ωopt Итерации Время ЦПУ, c ωopt Итерации Время ЦПУ, c СК

α = 1, Re = 10

10 1.37 09 1.122 1.07 07 0.825 0.1432·10−4

20 1.20 10 2.364 0.87 08 1.772 0.9761·10−6

40 0.92 10 4.524 0.76 08 3.320 0.6328·10−7

80 0.88 10 8.296 0.65 08 6.121 0.4024·10−8

α = 1, Re = 102

10 1.55 12 1.348 1.32 09 0.985 0.1240·10−4

20 1.42 12 2.877 1.03 09 1.904 0.6561·10−6

40 1.28 13 5.332 0.89 10 4.142 0.5556·10−7

80 1.21 14 9.207 0.81 10 7.119 0.3490·10−8

α = 2, Re = 10

10 2.19 10 0.740 1.83 07 0.522 0.1884·10−4

20 1.88 10 1.682 1.51 07 1.217 0.1197·10−5

40 1.75 10 3.267 1.27 07 2.392 0.7524·10−7

80 1.54 11 5.282 1.14 08 4.014 0.4715·10−8

α = 2, Re = 102

10 2.84 11 1.883 2.22 08 1.312 0.1214·10−4

20 2.33 11 2.912 1.88 08 2.183 0.1095·10−5

40 2.18 13 7.651 1.61 09 5.871 0.7466·10−7

80 1.93 15 11.720 1.37 11 8.779 0.4672·10−8

Таблица 4

Пример 1 Пример 3
Параметры Порядок Параметры Порядок
ν = 0.1 4.00 α = 1, ν = 0.1 3.98
ν = 0.01 3.99 α = 1, ν = 0.01 3.99
ν = 0.001 4.00 α = 2, ν = 0.1 3.99
ν = 0.0001 4.00 α = 2, ν = 0.01 3.99

6. Обсуждение и выводы

Проведено сравнение времени ЦПУ и числа итераций компактного метода AGE с
одной прогонкой с такими же параметрами стандартного метода AGE с двойной про-
гонкой. Временной шаг k = 1/100. Таким образом, чтобы достичь t = 1, нам пришлось
пройти 100 временных шагов и использовать итерационный метод на каждом времен-
ном шаге. Время ЦПУ, указанное в таблицах, — это общее время для достижения t = 1,
начиная с t = 0 и вычисляя ошибку на каждом временном шаге. Мы вычислили СК
ошибки, число итераций и время ЦПУ для различных значений N и т. д. при t = 1.0.
При t = 1.0 пусть ul и Ul будут приближенным и точным решениями u в точке сетки xl.
Предположим, что εl = ul − Ul — ошибка при xl (при отсутствии ошибок округления)

при t = 1.0. Тогда СК ошибка =
(

1
N

∑N
l=1 ε

2
l

)1/2

. СК ошибки вычисляются на каждом

временном шаге. Мы, однако, приводим результаты при t = 1.0. Поскольку мы делаем
вычисления для обычного численного метода с использованием как метода AGE, так и
компактного метода AGE, СК ошибки для них одни и те же. Сравним число итераций и
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время ЦПУ для AGE и компактного метода AGE. Численные результаты показывают,
что для компактного метода AGE требуется примерно на 20% меньше времени ЦПУ, чем
для метода AGE.

В данной статье, с использованием трех пространственных точек сетки, рассмотрен
компактный метод AGE и компактный ньютоновский итерационный метод AGE на ос-
нове разностной схемы с точностью O(k2 +h4) для численного решения уравнения Бюр-
герса и уравнения теплопроводности в полярных координатах. Предложенные методы
превосходят соответствующие методы AGE с двойной прогонкой по числу итераций и
времени ЦПУ, необходимых для достижения такой же точности. Кроме того, подроб-
но обсуждалась сходимость предложенного метода и было показано, что итерационный
метод сходится при больших числах Рейнольдса.
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