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The splitting method for the CABARET scheme approximating the non-uniform scalar conservation law
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Введение

В работе [1] в качестве одной из разностных схем, предназначенных для численного
решения одномерного линейного уравнения переноса, была рассмотрена трехслойная по
времени и двухточечная по пространству схема Upwind Leapfrog, которая имеет второй
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порядок аппроксимации на гладких решениях, является явной и условно устойчивой при
числах Куранта r ∈ (0, 1]. Детальный анализ этой схемы был проведен в работах [2, 3],
в которых с учетом кососимметричности своего пространственного шаблона она была
названа схемой CABARET. Основные достоинства этой схемы связаны с тем, что она
задана на компактном пространственном шаблоне, является обратимой по времени и
точной при двух различных числах Куранта: r = 0.5, 1, что наделяет ее уникальными
диссипативными и дисперсионными свойствами [3].

Для численного решения уравнений одномерной газовой динамики [4, 5] был раз-
работан балансно-характеристический вариант схемы CABARET [6], который с учетом
коррекции потоковых переменных (необходимой для монотонизации разностного реше-
ния на ударных волнах) показал высокую точность при расчете классического теста
Blast Wave [7]. Было показано, что разработанная в [6] схема в случае специальной ап-
проксимации начальных данных является монотонной [8] и сильно монотонной [9] при
числах Куранта r ∈ (0, 0.5].

В последнее время для численного моделирования пространственно многомерных га-
зодинамических течений [10] и мезомаcштабныx течений в океане [11] широко применя-
ется двухслойная по времени форма записи схемы CABARET [12]. Монотонность этой
схемы при аппроксимации линейного уравнения переноса в одномерном случае изуча-
лась в [13] и [14], а в двумерном — в [15]. Условия монотонности двухслойной по времени
схемы CABARET, аппроксимирующей однородный скалярный закон сохранения с вы-
пуклым потоком, исследовались в [16] и [17].

В настоящей работе предложен метод расщепления по физическим процессам для
схемы CABARET, аппроксимирующей неоднородный гиперболический скалярный закон
сохранения с выпуклой и монотонно возрастающей функцией потока. Показано, что на
первом шаге этого метода, когда аппроксимируется однородный закон сохранения, схема
CABARET является монотонной, что обеспечивает отсутствие в ее численных решени-
ях нефизических осцилляций на фронтах ударных волн. Приведены тестовые расчеты,
иллюстрирующие преимущества данной модификации схемы CABARET.

1. Стандартная схема CABARET

Рассмотрим задачу Коши для неоднородного гиперболического скалярного закона
сохранения

vt + f(v)x = g(v), v(x, 0) = v0(x), (1.1)

со строго монотонно возрастающей, строго выпуклой функцией потока f(v):

a(v) = f ′(v) > 0, a′(v) = f ′′(v) > 0

и непрерывной правой частью g(v). Аппроксимируем эту задачу двухслойной по времени
схемой CABARET, заданной на прямоугольной разностной сетке

{xj , tn} : xj = jh, tn+1 = tn + τn, t0 = 0, (1.2)

в которой h — постоянный шаг сетки по пространству, а τn — шаг сетки по времени,
определяемый из условия устойчивости
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τn = rh/max
j

∣∣anj+1/2

∣∣, (1.3)

где r ∈ (0, 1) — число Куранта, anj+1/2 = a
(
Un
j+1/2

)
. В этой схеме используются потоковые

unj = u(xj , tn) и консервативные Un
j+1/2 = u(xj+1/2, tn) переменные, заданные соответ-

ственно в целых xj и полуцелых xj+1/2 = xj + h/2 пространственных узлах разностной
сетки.

Пусть unj , U
n
j+1/2 — известное численное решение задачи (1.1) на n-м временно́м

слое tn, при n = 0 — сеточная аппроксимация начальной функции v0(x). Численное
решение un+1

j , Un+1
j+1/2 на (n+ 1)-м временно́м слое tn+1 находится по стандартной схеме

CABARET [12] в три этапа. На первом этапе по разностным уравнениям

U
n+1/2
j+1/2 − U

n
j+1/2

τn/2
+
fnj+1 − fnj

h
= gnj+1/2, (1.4)

где fnj = f(unj ), gnj+1/2 = g(Un
j+1/2), вычисляются значения консервативных переменных

U
n+1/2
j+1/2 = U(xj+1/2, tn+1/2) на полуцелом временно́м слое tn+1/2 = tn + τn/2. На втором

этапе путем экстраполяции
ūn+1
j+1 = 2U

n+1/2
j+1/2 − u

n
j (1.5)

находятся предварительные значения потоковых переменных ūn+1
j+1 , которые корректи-

руются по формуле
un+1
j+1 = F

(
ūn+1
j+1 ,m

n
j+1/2,M

n
j+1/2

)
, (1.6)

в которой

F (u,m,M) =


u, m ≤ u ≤M,

m, u < m,

M, u > M,

(1.7)

mn
j+1/2 = min

(
unj , U

n
j+1/2, u

n
j+1

)
+ τng

n+1/2
j+1/2 , (1.8)

Mn
j+1/2 = max

(
unj , U

n
j+1/2, u

n
j+1

)
+ τng

n+1/2
j+1/2 , (1.9)

где gn+1/2
j+1/2 = g(U

n+1/2
j+1/2 ).

На третьем, заключительном, этапе по разностным уравнениям

Un+1
j+1/2 − U

n+1/2
j+1/2

τn/2
+
fn+1
j+1 − f

n+1
j

h
= gn+1

j+1/2 = g
(
Un+1
j+1/2

)
(1.10)

вычисляются значения консервативных переменных Un+1
j+1/2 на (n + 1)-м временно́м

слое tn+1. Суммируя уравнения (1.4) и (1.10), получаем симметричное разностное урав-
нение

Un+1
j+1/2 − U

n
j+1/2

τn
+
fnj+1 + fn+1

j+1 − (fnj + fn+1
j )

2h
=
gnj+1/2 + gn+1

j+1/2

2
,

аппроксимирующее со вторым порядком дивергентное дифференциальное уравне-
ние (1.1).
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2. О монотонности схемы CABARET

С.К. Годунов ввел понятие монотонности разностной схемы [18], предполагающее, что
при аппроксимации задачи Коши для линейного уравнения переноса разностная схема
сохраняет монотонность любых монотонных сеточных начальных данных при переходе с
одного временно́го слоя на другой (далее такие схемы будем называть G-монотонными).
Обобщение этого понятия на линейные гиперболические системы уравнений приводит к
требованию сохранения монотонности разностного решения относительно всех инвариан-
тов аппроксимируемой системы. При аппроксимации линейных гиперболических уравне-
ний и линейных гиперболических систем уравнений G-монотонность разностной схемы
эквивалентна TVD-свойству схемы, введенному Хартеном [19]. Как показано в [20], в
случае аппроксимации квазилинейного однородного закона сохранения

vt + f(v)x = 0, (2.1)

точные решения которого, подобно решениям линейного уравнения переноса, также об-
ладают свойством сохранения монотонности начальных данных, TVD-свойство разност-
ной схемы усиливает свойство G-монотонности схемы.

В настоящее время TVD-свойство разностной схемы, а следовательно, и свойство
ее G-монотонности (с учетом их модификаций в рамках ENO-схем [20], NED-схемы [21],
WENO-схемы [22] и др.) является одним из основных требований, предъявляемым к раз-
ностным схемам сквозного счета, предназначенным для численного расчета обобщенных
решений квазилинейных гиперболических уравнений, в том числе и неоднородных (1.1).
Однако, в отличие от своего однородного аналога (2.1) и подобно квазилинейным гипер-
болическим системам, точное решение задачи Коши для неоднородного уравнения (1.1) с
произвольной правой частью g(v) в общем случае не сохраняет монотонность начальных
данных, не обладает TVD-свойством и, как следствие, не удовлетворяет принципу мак-
симума. Отсюда следует, что применение в стандартной схеме CABARET (1.4)–(1.10),
аппроксимирующей задачу Коши (1.1), коррекции потоков (1.6), основанной на разност-
ном аналоге принципа максимума (1.7) с учетом величин gn+1/2

j+1/2 в формулах (1.8), (1.9),
не является строго обоснованным, поскольку точное решение этой задачи в общем случае
принципу максимума не удовлетворяет.

С другой стороны, в работах [13, 16] показано, что при аппроксимации задачи Коши
для однородного закона сохранения (2.1) стандартная схема CABARET [12] не является
G-монотонной, т. е. всегда можно указать такие монотонные сеточные начальные данные,
при которых разностное решение, получаемое по этой схеме, теряет свойство монотон-
ности на следующих временны́х слоях. Как следует из результатов работы [8], для того,
чтобы стандартная схема CABARET, аппроксимирующая однородный закон сохране-
ния (2.1), сохраняла монотонность сеточных начальных данных, необходимо, чтобы эти
начальные данные имели специальный вид, например удовлетворяли условию

u0j = v0(xj), U0
j+1/2 =

u0j + u0j+1

2
. (2.2)

При этом для сохранения монотонности начальных данных (2.2) необходимо, чтобы рас-
четы по стандартной схеме CABARET проводились при числах Куранта r ∈ (0, 0.5].
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В настоящей работе для построения схемы CABARET, аппроксимирующей задачу
Коши (1.1), применяется метод расщепления по физическим процессам [23], идею кото-
рого проиллюстрируем на примере абстрактной дифференциально-разностной схемы

wn+1 − wn

τn
+ fn+1/2

x = gn+1/2, wn = w(x, tn),

аппроксимирующей неоднородное уравнение (1.1), где

fn+1/2 = f̂(wn), gn+1/2 = ĝ(wn, wn+1)

суть некоторые сеточные аппроксимации функций f(v) и g(v) в точке (x, tn+1/2). На
первом шаге этого метода решается однородное дифференциально-разностное уравнение

ŵn+1 − wn

τn
+ fn+1/2

x = 0 ⇔ ŵn+1 = wn − τnfn+1/2
x , (2.3)

аппроксимирующее однородное дифференциальное уравнение (2.1). В результате нахо-
дятся предварительные значения ŵn+1, которые используются на втором шаге метода

wn+1 − ŵn+1

τn
= gn+1/2 ⇔ wn+1 = ŵn+1 + τng

n+1/2 (2.4)

для нахождения величин wn+1.
На первом шаге (2.3) метода расщепления применяется G-монотонная модификация

схемы CABARET [16], обеспечивающая сохранение монотонности разностного решения
при аппроксимации однородного уравнения (2.1). На втором шаге (2.4) этого метода
используется неявная разностная схема второго порядка, которая не препятствует фор-
мированию новых локальных экстремумов в разностном решении, если такие экстрему-
мы возникают в точном решении неоднородного уравнения (1.1). Подробное описание
данной модификации схемы CABARET приводится в следующем пункте.

3. Модифицированная схема CABARET

Первый шаг метода расщепления, на котором схема CABARET аппроксимирует од-
нородное дивергентное дифференциальное уравнение (2.1), состоит из четырех этапов.
На первом этапе по разностным уравнениям

U
n+1/2
j+1/2 − U

n
j+1/2

τn/2
+
fnj+1 − fnj

h
= 0

определяются консервативные переменные Un+1/2
j+1/2 . На втором этапе по формуле (1.5)

находятся величины ūn+1
j+1 , используемые для определения предварительных значений

потоков
f̄
n+1/2
j+1 = f

(
ū
n+1/2
j+1

)
, ū

n+1/2
j+1 =

(
unj+1 + ūn+1

j+1

)
/2,

которые корректируются по формуле
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f̃
n+1/2
j+1 = F

(
f̄
n+1/2
j+1 ,mn

j+1,M
n
j+1

)
,

где

mn
j+1 = min

(
fnj+1/2, f

n
j+1

)
, Mn

j+1 = max
(
fnj+1/2, f

n
j+1

)
, fnj+1/2 = f(Un

j+1/2).

Если на n-м временно́м слое при j = k выполнены неравенства

Un
k−3/2 ≤ U

n
k−1/2 ≤ U

n
k+1/2 ⇔ fnk−3/2 ≤ f

n
k−1/2 ≤ f

n
k+1/2, (3.1)

то при помощи функции

F1 (u,M) =

{
u, u ≤M,

M, u ≥M,

ограничивающей сверху, проводится дополнительная коррекция потока f̃n+1/2
k по фор-

муле
f
n+1/2
k = F1

(
f̃
n+1/2
k , ϕn

k−1

)
,

где

ϕn
k−1 = fnk−1 +

Un
k−1/2 − u

n
k−1

zn
, zn =

τn
h
.

Если на n-м временно́м слое при j = k выполнены неравенства

Un
k−3/2 ≥ U

n
k−1/2 ≥ U

n
k+1/2 ⇔ fnk−3/2 ≥ f

n
k−1/2 ≥ f

n
k+1/2, (3.2)

то при помощи функции

F2 (u,m) =

{
u, u ≥ m,
m, u ≤ m,

ограничивающей снизу, дополнительная коррекция потока f̃ n+1/2
k проводится по фор-

муле
f
n+1/2
k = F2

(
f̃
n+1/2
k , ϕn

k−1

)
.

Если ни одно из двух условий (3.1) или (3.2) не выполнено, то коррекция потока f̃n+1/2
k

не проводится, т. е. полагается, что fn+1/2
k = f̃

n+1/2
k .

На третьем этапе из разностных уравнений

Û n+1
j+1/2 − U

n
j+1/2

τn
+
f
n+1/2
j+1 − fn+1/2

j

h
= 0

находятся предварительные значения Ûn+1
j+1/2 консервативной переменной. На четвертом

этапе по формулам

ũn+1
j = 2u

n+1/2
j − unj , u

n+1/2
j = f−1

(
f
n+1/2
j

)
,

где f−1 — функция, обратная к f , находятся вторые предварительные значения ũn+1
j

потоковых переменных, которые корректируются по формуле
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ûn+1
j =

 F
(
ũn+1
j ,mn+1

j ,Mn+1
j

)
, an+1

j−1/2 ≥ a
n+1
j+1/2,

1

2

(
Ûn+1
j−1/2 + Ûn+1

j+1/2

)
, an+1

j−1/2 < an+1
j+1/2,

(3.3)

где
mn+1

j = min
(
Ûn+1
j−1/2, Û

n+1
j+1/2

)
, Mn+1

j = max
(
Ûn+1
j−1/2, Û

n+1
j+1/2

)
. (3.4)

На этом завершается первый шаг (2.3) метода расщепления, в результате которого опре-
деляются предварительные значения ûn+1

j и Ûn+1
j+1/2 разностного решения на (n + 1)-м

временно́м слое. На втором шаге (2.4) метода расщепления по неявным формулам

un+1
j = ûn+1

j + τng

(
un+1
j + unj

2

)
, Un+1

j+1/2 = Ûn+1
j+1/2 + τng

(
Un+1
j+1/2 + Un

j+1/2

2

)
вычисляются окончательные значения разностного решения un+1

j и Un+1
j+1/2 на (n + 1)-м

временно́м слое.
Из результатов работ [16] и [17] следует, что на первом шаге метода расщепления

модифицированная схема CABARET является монотонной, т. е. удовлетворяет условиям

Un
j−1/2 ≤ u

n
j ≤ Un

j+1/2 ∀ j ⇒ Ûn+1
j−1/2 ≤ û

n+1
j ≤ Ûn+1

j+1/2 ∀ j,

Un
j−1/2 ≥ u

n
j ≥ Un

j+1/2 ∀ j ⇒ Ûn+1
j−1/2 ≥ û

n+1
j ≥ Ûn+1

j+1/2 ∀ j,

что обеспечивает отсутствие в ее разностных решениях численных осцилляций на линиях
сильных разрывов точного решения.

4. Численное моделирование пленочных течений

В качестве конкретного примера рассмотрим задачу Коши (1.1), в которой

f(v) = v3/3, g(v) = β/v, v > 0, β = const . (4.1)

Такая задача возникает при моделировании в рамках длинноволнового приближения
процесса стекания вязкой пленки по вертикальной стенке с учетом тепломассопереноса
на свободной поверхности [24–26]. При β > 0 на свободной поверхности стекающей плен-
ки жидкость конденсируется, а при β < 0 испаряется. Приводимые далее численные
расчеты двух различных задач Коши (1.1), (4.1) выполнены по стандартной и моди-
фицированной схемам CABARET, заданным на прямоугольной разностной сетке (1.2),
(1.3) с пространственным шагом h = 0.1 и числом Куранта r = 0.5. Сеточные начальные
данные задавались по формулам (2.2) или по формулам

U0
j+1/2 = v0(xj+1/2), u0j =

U0
j−1/2 + U0

j+1/2

2
. (4.2)

На рисунках 1 и 2 для трех последовательных моментов времени t = τ0, t = 0.25 и
t = 0.45 приведены результаты расчета по стандартной (кружочки) и модифицированной
(точки) схемам CABARET задачи Коши (1.1), (4.1) с кусочно-постоянной начальной
функцией

v0(x) =


1, x < 1,

3, 1 ≤ x < 3,

1, 3 ≤ x,
(4.3)
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имеющей в точке x = 1 неустойчивый сильный разрыв, переходящий при t > 0 в центри-
рованную волну разрежения, а в точке x = 1 — устойчивый сильный разрыв, переходя-
щий при t > 0 в ударную волну. Рис. 1а и 2а соответствуют случаю конденсации (β = 1),
а рис. 1б и 2б — случаю испарения (β = −1). Разностная сетка (1.1), (4.1) задавалась на
отрезке [0, X] оси x, где X = 10, что соответствует M = X/h = 100 пространственным
ячейкам сетки. Поскольку при функциях (4.1) характеристики уравнения (1.1) распро-
страняются в положительном направлении оси x, то на левой границе x = 0 расчетной
области ставилось граничное условие un0 = 1.

Рис. 1. Сравнение точного и численного решений задачи Коши (1.1), (4.1), (4.3) с сеточными
начальными данными (4.2) при параметрах β = 1 (a) и β = −1 (б) в моменты времени t = τ0,
t = 0.25 и t = 0.45. Сплошная линия — точное решение; кружочки — расчет по стандартной
схеме; точки — по модифицированной схеме
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Рис. 2. Сравнение точного и численного решений задачи Коши (1.1), (4.1), (4.3) с сеточными
начальными данными (2.2) при параметрах β = 1 (a) и β = −1 (б) в моменты времени t = τ0,
t = 0.25 и t = 0.45. Сплошная линия — точное решение; кружочки — расчет по стандартной
схеме; точки — по модифицированной схеме

Сплошными линиями на рис. 1 и 2 изображено точное решение, которое получается
на основе метода, изложенного в [26].

На рис. 1 показаны расчеты, в которых сеточные начальные данные задавались по
формуле (4.2). Из этого рисунка видно, что, в отличие от модифицированной схемы
CABARET, которая на первом шаге метода расщепления является G-монотонной, раз-
ностное решение, получаемое по стандартной схеме (которая свойством G-монотонности
не обладает), имеет на первых временны́х шагах паразитические осцилляции, достаточ-
но быстро затухающие с течением времени. Однако, если такие расчеты провести при
сеточных начальных данных (2.2), адаптированных к стандартной схеме CABARET, то
указанные осцилляции в ней будут отсутствовать (рис. 2). При этом численные значе-
ния, получаемые по стандартной и модифицированной схемам, получаются достаточно
близкими друг к другу.
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На рис. 3 на момент времени t = 0.4 черными кружочками показаны результаты рас-
чета по стандартной (рис. 3а) и модифицированной (рис. 3б) схемам CABARET задачи
Коши (1.1), (4.1) со следующими периодическими начальными данными:

v0(x) =

{ √
x(2− x) + 1, 0 ≤ x ≤ 2,

1, 2 ≤ x ≤ X, v0(x) = v0(x+X) ∀ x, (4.4)

где X = 2.4, моделирующими бесконечную последовательность стекающих капель жид-
кости. Разностная сетка (1.1), (4.1) задавалась на отрезке [0, X] оси x, где X = 7.2, что
соответствуетM = X/h = 72 пространственным ячейкам сетки. Поскольку расчеты про-
водились на отрезке длины периода, то на границах расчетной области ставилось условие
периодичности разностного решения un0 = unM . На рис. 3 штриховой линией изображена
функция начальных данных (4.4), а сплошной линией — точное решение, которое мо-
делируется численным расчетом по G-монотонной схеме CABARET на мелкой сетке с
пространственным шагом h = 0.01.

Рис. 3. Расчет по стандартной (а) и модифицированной (б) схемам CABARET задачи Коши
(1.1), (4.1), (4.4) с сеточными начальными данными (2.2) при параметрах β = 1 (линия 1) и
β = −1 (линия 2) в момент времени t = 0.4. Штриховая линия — начальные данные, сплошная
линия — точное решение, кружочки — численный расчет

Расчеты, приведенные на рис. 3, проводились при сеточных начальных данных (2.2),
адаптированных к стандартной схеме CABARET. Несмотря на это, из рис. 3 видно,
что стандартная схема, в отличие от модифицированной, допускает небольшие отклоне-
ния от точного решения в области волны повышения уровня жидкости, приводящие к
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тому, что в разностном решении не сохраняется выпуклость вверх профиля волны по-
вышения. Причем данная ситуация не меняется при измельчении сетки (в том числе,
при расчетах с числами Куранта r < 0.5), а при использовании сеточных начальных
данных, задаваемых по формуле (4.2), такое искажение профиля волны повышения ста-
новится более заметным. Объяснение этого эффекта следует из рис. 4, на котором по-
казаны точные (сплошная линия) и численные значения пространственной производной
vx(x, t) при β = 1 (рис. 4а) и β = −1 (рис. 4б). Численные значения, изображенные
кружочками для стандартной схемы, и точками для модифицированной схемы, опреде-
лялись по формуле (∆U)nj = (Un

j+1/2 − U
n
j−1/2)/h. Для наглядности на рис. 4 приведе-

ны значения vx = F (vx, w,W ) производной vx, ограниченной сверху и снизу, и значе-
ния ∆U = F2(∆U,w) численных производных ∆U , ограниченных снизу, где W = 1.5 и
w = −0.2. Как видно на рис. 4, разностные производные, получаемые по стандартной
схеме, имеют осцилляции на волне повышения уровня, которые отсутствуют в модифи-
цированной схеме.

Рис. 4. Сравнение точной и численной пространственных производных решения задачи (1.1),
(4.1), (4.4) при параметрах β = 1 (а) и β = −1 (б) в момент времени t = 0.4. Сплошная ли-
ния — пространственная производная точного решения, кружочки — расчет по стандартной
схеме CABARET, точки — по модифицированной схеме CABARET

Численные расчеты показали, что если в стандартную схему CABARET на послед-
нем этапе добавить коррекцию потоков (3.3), (3.4), то при расчете задачи Коши (1.1),
(4.1), (4.4) с сеточными начальными данными (2.2) осцилляции разностных производных
в ее численном решении полностью исчезают, и это решение становится очень близким к
разностному решению, получаемому по модифицированной схеме CABARET. Интерес-
но отметить, что положительный эффект введения двойной коррекции для увеличения
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точности расчетов стандартной схемы CABARET отмечался ранее в работе [27], где был
предложен другой, более сложный способ повторной коррекции переменных CABARET,
отличный от предложенного в настоящей работе.

Эволюция численного решения задачи Коши (1.1), (4.1), (4.4) показана на рис. 5, где
приведен расчет по модифицированной схеме CABARET с пространственным шагом
h = 0.01.

Рис. 5. Расчет по модифицированной схеме CABARET задачи Коши (1.1), (4.1), (4.4) с сеточ-
ными начальными данными (4.2) при параметрах β = 1 (а, б) и β = −1 (в) в моменты времени
t = 0, t = 0.2, t = 0.4 (а, б) и t = 0.4, t = 0.6, t = 1.6 (в)



Н.А. Зюзина, В.В. Остапенко, Е.И. Полунина 197

Решение этой задачи в случае конденсации (β = 1) приведено на рис. 5а и 5б, а в случае
испарения (β = −1) — на рис. 5в. На начальном этапе решения данной задачи на перед-
нем фронте каждой капли от ее основания начинает формироваться сильный разрыв.
Верхняя граница этого разрыва постепенно “поглощает” непрерывную волну понижения
на поверхности капли, и к моменту времени t = 0.4 (линия 3 на рис. 5а и 5в) волна пони-
жения полностью исчезает. С этого момента сильный разрыв на фронте капли начинает
распространяться по волне повышения на задней поверхности следующей капли.

5. Заключение

В отличие от стандартной схемы CABARET (1.4)–(1.10), предложенная в данной ра-
боте модифицированная схема, при построении которой использован метод расщепления
по физическим процессам (2.3), (2.4), является G-монотонной на первом шаге метода
расщепления при аппроксимации однородного уравнения (2.1), что обеспечивает отсут-
ствие в ней нефизических осцилляций и одновременно не препятствует формированию
новых локальных экстремумов в разностном решении, если такие экстремумы возника-
ют в точном решении неоднородного уравнения (1.1). Приведенные тестовые расчеты
подтверждают преимущество модифицированной схемы CABARET.
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