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Построена численная модель и выполнено исследование динамики цилиндрической локализованной 
области турбулентных возмущений в продольном горизонтально однородном сдвиговом потоке линейно 
стратифицированной жидкости. Результаты расчетов показали значительное порождение энергии турбулент-
ности за счет градиентов сдвигового течения. Также получено, что сдвиговое течение слабо влияет на генери-
руемые при эволюции зоны турбулентного смешения внутренние волны. 
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Введение 

Эволюция локализованных областей турбулизованной жидкости (пятен турбулент-
ности) оказывает определяющее влияние на формирование тонкой микроструктуры 
гидрофизических полей в океане [1]. Достаточно подробный анализ исследований 
динамики турбулентных пятен в покоящейся жидкости можно найти в работах [2−10]. 
В [2] было выполнено качественное экспериментальное исследование динамики плоской 
локализованной области турбулентных возмущений в линейно стратифицированной 
среде. Некоторые количественные экспериментальные данные были получены в однород-
ной [3] и стратифицированной [5] жидкостях. 

В работе [4] на основе построенной математической модели, включающей уравне-
ние баланса энергии турбулентности, было выполнено численное моделирование 
эволюции плоской локализованной области турбулентных возмущений в линейно 
стратифицированной среде. Если суммарная энергия турбулентности в зоне смешения 
в начальный момент времени достаточно велика, то динамика турбулентного пятна 
характеризуется первоначальным расширением как по вертикали, так и по горизонтали 
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(почти как в случае однородной жидкости). Через некоторое время под влиянием архи-
медовых сил рост зоны турбулентного смешения в вертикальном направлении прекра-
щается и наблюдается лишь ее расширение по горизонтали. Процесс эволюции зоны 
турбулентного смешения сопровождается активной генерацией внутренних волн. Пост-
роено автомодельное решение задачи о динамике турбулентного пятна в пассивно стра-
тифицированной среде. Показано, что турбулентная диффузия приводит к неполному 
перемешиванию жидкости в турбулентном пятне: жидкость в нем остается стратифи-
цированной, но со стратификацией, отличной от стратификации окружающей среды. 

В работе [6] с целью более детального описания процесса вертикального турбу-
лентного обмена применялась математическая модель турбулентности, включающая 
в себя дифференциальные уравнения переноса нормальных рейнольдсовых напряжений. 
Был изучен баланс энергии течения, показано, что во внутренние волны переходит лишь 
малая часть суммарной начальной энергии турбулентности. В работе было также осу-
ществлено моделирование течения по плотностному числу Фруда и продемонстрировано 
подобие течения при достаточно больших значениях этого параметра. Было показано, 
что при больших временах вырождения воздействие турбулентности на поле осреднен-
ной плотности прекращается и внутренние волны развиваются далее независимо от 
характеристик турбулентности. Результаты расчетов фазовой картины генерируемых 
при эволюции зоны турбулентного смешения внутренних волн для одного из моментов 
времени были сопоставлены с экспериментально измеренной фазовой картиной из 
работы [5] и получено удовлетворительное количественное согласование. Более деталь-
ное сопоставление представлялось затруднительным в связи с тем, что в опытах не фик-
сировалась начальная энергия турбулентности и в процессе эволюции турбулентного 
пятна турбулизующее устройство оставалось в зоне смешения. 

Распространение пассивной примеси от мгновенного локализованного источника 
в зоне турбулентного смешения численно исследовалось в работе [7]. Было показано, 
что как в однородной, так и в стратифицированной жидкости распределение осреднен-
ной концентрации пассивной примеси «помнит» об особенностях задания начальных 
данных для этой величины. 

В ряде работ, отметим среди них [8, 9], при изучении турбулентного следа за 
самодвижущимся телом в стратифицированной жидкости задача сводилась к модельной 
задаче об эволюции плоской зоны турбулентного смешения (турбулентного пятна). 
В исследовании [8] такое приближение обосновывалось путем проведения численных 
экспериментов с полуэмпирическими моделями второго порядка, включая модели 
с дифференциальными уравнениями переноса компонент тензора рейнольдсовых напря-
жений. Течение в следе рассчитывалось также и в полной постановке с применением 
параболизованной системы уравнений гидродинамики, замкнутой на основе выше-
упомянутых математических моделей. В [9] численные эксперименты осуществлялись 
на основе метода прямого численного моделирования (Direct Numerical Simulation, DNS). 

Динамика турбулентного пятна в пикноклине в отсутствие и при наличии попе-
речного сдвигового турбулентного течения экспериментально изучалась в работе [10]. 
Исследования проводились при числах Ричардсона Ri ≥ 1 по параметрам невозму-
щенного набегающего потока в центральной точке по вертикали. Было показано, 
что сдвиговое течение может существенно увеличивать размеры турбулентного пятна. 
Также были даны теоретические оценки полученных экспериментальных данных. Ука-
заны ситуации, в которых сдвиговое течение приводит к уменьшению размеров пятна. 

Двумерные турбулентные пятна, образующиеся при обрушении подветренных внут-
ренних волн (lee waves) при обтекании препятствия набегающим потоком линейно стра-
тифицированной жидкости с постоянной скоростью, исследовались на основе метода DNS 
в работе [11]. Типичные турбулентные числа Рейнольдса, определяемые по высоте об-
ласти перемешанной жидкости и скорости набегающего потока, оказались порядка 6000. 
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Было показано, что сформировавшееся турбулентное течение является развитым, про-
цессы порождения, диссипации и переноса в нем близки к квазистационарному состоя-
нию в значимом интервале времени. 

Динамика плоской локализованной зоны турбулентного смешения в однородном 
линейном поперечном сдвиговом потоке однородной и линейно стратифицированной 
среды изучалась в работах [12−14] на основе полуэмпирических моделей второго порядка. 
Было получено, что поперечное сдвиговое течение приводит к значительному искаже-
нию границы зоны турбулентного смешения и картины генерируемых внутренних волн 
в стратифицированной среде. Также было показано, что и в однородной и в стратифици-
рованной жидкостях оно приводит к существенному порождению энергии турбулент-
ности и продлевает существование турбулентного пятна. 

Динамика цилиндрической области турбулентных возмущений в продольном сдви-
говом потоке однородной и пассивно стратифицированной жидкости исследовалась 
в работе [15]. Была построена основанная на двухпараметрической полуэмпирической 
модели турбулентности численная модель течения. Результаты расчетов показали значи-
тельное порождение энергии турбулентности за счет сдвигового течения, при этом зона 
турбулентного смешения деформировалась несущественно. 

Анализ результатов известных работ по динамике цилиндрической зоны турбулент-
ного смешения в сдвиговом потоке позволяет сделать вывод об отсутствии исследова-
ний динамики течения в продольном сдвиговом потоке линейно стратифицированной 
среды. В настоящей работе построена основанная на модифицированной двухпарамет-
рической модели турбулентности и методе расщепления по физическим процессам 
численная модель течения и представлены результаты расчетов, демонстрирующие по-
рождение энергии турбулентности за счет сдвигового течения. Параметры генерируемых 
при эволюции зоны турбулентного смешения внутренних волн при этом изменяются 
незначительно. 

1. Математическая модель динамики  цилиндрической области 
    турбулентного смешения 

Рассматривается модельная нестационарная задача о динамике области турбулент-
ных возмущений в продольном сдвиговом потоке линейно стратифицированной жид-
кости. В начальный момент времени турбулизованная область представляет собой на-
правленный вдоль оси x бесконечно длинный цилиндр. Сечение цилиндра плоскостью (y, z) 
приведено на рис. 1. Здесь же показаны направленное вдоль оси цилиндра линейное 
сдвиговое течение и линейная стратификация. 

Для описания течения используется система осредненных уравнений гидродина-
мики в приближении Обербека−Буссинеска, где искомые функции не зависят от пере-
менной x: 

' ' ' ' ,U U UV W u v u w
t y z y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                (1) 

1 2

0

1 ,
pV V VV W v v w

t y z y y zρ
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′+ + = − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                       (2) 

 
 

Рис. 1. Схема течения в начальный момент времени. 
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1 ,
pW W WV W v w w g

t y z z y z
ρ

ρ ρ
∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′+ + = − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                      (3) 

1 1 1 ,sd
V W W v w

t y z dz y z
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′+ + + = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                       (4) 

0,V W
y z

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                              (5) 

здесь U, V, W ⎯ компоненты скорости осредненного движения в направлении осей x, y, z 
соответственно, 1p  ⎯ отклонение давления от гидростатического, обусловленного 

стратификацией s ;ρ  g ⎯ ускорение силы тяжести, 1ρ  ⎯ осредненный дефект плот-

ности, где 1 s s s, ( )zρ ρ ρ ρ ρ= − = 0 (1 )azρ= −  ⎯ плотность невозмущенной жидкости 
(при s 0d dzρ ≤  наблюдается устойчивая стратификация); 0 s (0);ρ ρ=  штрихом обозна-
чены пульсационные компоненты, символ 〈 〉 означает теоретико-вероятностное осред-
нение [1]. Плотность жидкости линейно зависит от температуры, стратификация пред-
полагается слабой. Слагаемые с молекулярной вязкостью и диффузией в правых частях 
уравнений (1)−(4) опущены в предположении малости. Система уравнений (1)−(5) не-
замкнута. Ниже изложена математическая модель, которая вместе с этими уравнениями 
образует замкнутую модель течения. 

В рассматриваемой математической модели величины рейнольдсовых напряжений 

i ju u′ ′  (кроме 2 3 ),u u v w′ ′ ′ ′=  турбулентных потоков iu ρ′ ′  и дисперсии флуктуаций 

плотности 2ρ′  находятся из известных алгебраических соотношений [16, 17] 

32

1 1

112 2 2 ,
3 3 3

i j ij ij
ij ij ij

u u P Gcc P G
e c c

δ δ δ
ε ε ε ε

′ ′ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−−
= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                     (6) 

2
2

1 0
(1 ) ,i i

i i k T k
T k k

U geu u u c u
c x x

ρ
ρ ρ ρ

ε ρ
⎡ ∂ ⎤∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = + − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

                    (7) 

2 2 ,k
T k

e u
c x

ρ
ρ ρ

ε
∂

′ ′ ′= − ⋅
∂

                                            (8) 

( )
0

,

1 , ( , , 1, 2,3);

j i
ij i k j k

k k

ij i j j i

U U
P u u u u

x x

G u g u g i j kρ ρ
ρ

∂⎧ ⎫∂⎪ ⎪′ ′ ′ ′= − +⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

′ ′′ ′= + =

                         (9) 

1 2 3 1 2 3( , , ) (0,0, ), 2 , 2 , , , .ii iig g g g g P P G G U U U V U W= = − = = = = =
r  Упростим выра-
жения (6)−(9) с учетом физических особенностей рассматриваемого течения. При этом 
представляющие интерес слагаемые порождения и работы сил плавучести (9) заменяются 
соотношениями 

11 2 ,U UP u v u w
y z

⎛ ⎞∂ ∂′ ′ ′ ′= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
  P22 = P33 = 0, 2

12 ,UP v
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∂′= −
∂

  2
13 ,UP w

z
∂′= −
∂

 

11 11 222, 0,P P G G= = =  

33
33 12 13

0 0
2 , 0, , .

2
Gg gG w G G u Gρ ρ

ρ ρ
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Алгебраические представления (6)−(8) упрощаются следующим образом: 
2

2

1

1
,y

e vc U Uu v K
c y yε

′− ∂ ∂′ ′− = ⋅ ⋅ =
∂ ∂

                                         (10) 

( )
2

2 3 2
2

1 0
2

3
1 2

1 1 0

(1 )(1 )1
,

(1 )1

T

T
z

T

c c e gc e w w
c U Uu w K

z zc g ec
c c z

ρ
ε ρ

ρ
ε

ρ ε

⎡ ⎤− −′ ′ ′− − ⋅ ⋅⎢ ⎥
∂ ∂⎣ ⎦′ ′− = ⋅ =
∂ ∂⎛ ⎞∂−

− ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

          (11) 

2 2 2
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∂
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                             (15) 

2
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v ev K
c y yρ

ρ ρ
ρ
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′ ∂ ∂
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∂ ∂
                                      (16) 

2 2
2

1 0
(1 )T

T

e gw w c
c z

ρ
ρ ρ

ε ρ
⎡ ∂ ⎤

′ ′ ′ ′− = + − =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

2

2
2

1 2
1 0

.
11 2

z
T

T
T T

e w
K
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ρ
ρ ρ

ρ
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ρ ε

′ ∂ ∂
= ⋅ =

∂ ∂⎛ ⎞∂−
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                       (17) 

Соотношение (15) используется при получении (11). Неизвестные величины энергии 
турбулентности e, скорости диссипации ε и касательного рейнольдсова напряжения v w′ ′  
находятся путем численного интегрирования дифференциальных уравнений: 

,ey ez
e e e e eV W K K P G
t y z y y z z

ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                      (18) 
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            (19) 
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂
′ ′∂∂ ′ ′+ + − + − −

∂ ∂

                     (20) 

2 2
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⎛ ⎞∂ ∂′ ′= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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.gG v ρ
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Коэффициенты турбулентной вязкости в уравнениях (18)−(20) равны: ,ey yK K= ,ez zK K=  

/ , / .y ey z ezK K K Kε εσ σ= =  Величины 1 22,2, 0,55,c c= =  3 10,55, 3, 2,Tc c= =  c2T = 0,5, 

cT = 1,25, 1 1,44,cε = 2 1,92, 1,3cε σ= =  относятся к общепринятым эмпирическим кон-
стантам [16]. Представленная математическая модель ⎯ одна из рассмотренных в рабо-
тах [8, 18]. 

При 0t t=  задаются следующие начальные условия: 
2 2 2

0 1 0 2( , , ) ( ), ( , , ) ( ), , 0 ,e t y z r t y z r r y z rε= Θ = Θ = + ≤ < ∞  

s 0( ) ,U U z z e Dα= =  1 00, , , ,V W v w y z t tρ ′ ′= = = = −∞ < < ∞ −∞ < < ∞ =  здесь 

1( )rΘ  и 2 ( )rΘ ⎯ функции, согласующиеся с лабораторными экспериментальными дан-
ными Линя и Пао [19, 20] в безымпульсном турбулентном следе в однородной жидкости 
на расстоянии / 8,x D = const,α =  D ⎯ диаметр зоны турбулентного смешения в началь-
ный момент времени, 0 0( ,0,0).e e t=  

При r →∞  ставятся условия невозмущенного потока: 

s 1 0( ) 0, .U U z e v w V W t tε ρ′ ′− = = = = = = = ≥                         (21) 

При численном решении задачи нулевые краевые условия, соответствующие ,r →∞  
сносятся  на границы достаточно большого прямоугольника. Из соображений симметрии 
решение отыскивается в первом квадранте плоскости (y, z). Граничные условия на осях 
симметрии  принимаются следующими: 

1 0, 0, 0,W U ev w V y z
y y y y y
ρ ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ = = = = = = = = ≥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

1 0, 0, 0.V ev w W U z y
z z z

ερ ∂ ∂ ∂′ ′ = = = = = = = = ≥
∂ ∂ ∂

 

Переменные задачи могут быть обезразмерены с применением масштаба длины D, масш-
таба скорости 0 0U e=  и плотности 0.aDρ  При этом в обезразмеренных уравнениях 

вместо g появляется величина 2 2
d4 F ,π  где dF  ⎯ плотностное число Фруда, определяемое 

равенством d 0F ;U T D=  2 1 ;T ag Nπ= =  T, N ⎯ период и частота Брента−Вяйсяля, 

( )( )0 s1 .a d dzρ ρ= −  В дальнейшем обезразмеренные величины будут, как правило, 
обозначаться знаком * сверху. 

В задаче присутствует также характерное время ( ) 1
s s 0 ,T dU dz D eα−= =  кото-

рому соответствует частота s s1 .N T=  Тогда характерный параметр сдвигового течения 
в устойчиво стратифицированной среде ⎯ число Ричардсона Ri ⎯ выражается через 
указанные параметры следующим образом: 2 2 2

sRi 4 .N Nπ=  
Алгоритм решения задачи основан на применении конечно-разностных методов 

расщепления по физическим процессам и пространственным переменным. Подробное 
его изложение и тестирование на основе сопоставления с экспериментальными данными 
Линя и Пао [19, 20] приведено в работе [18]. 

2. Результаты расчетов 

С целью анализа влияния горизонтально однородного продольного сдвигового 
течения выполнены численные эксперименты, соответствующие Ri 3,16=  ( )0,119 ,α =  
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Ri = 0,79 (α = 0,238). Для сравнения рассчитывался также бессдвиговый поток (Ri = ∞). 
Число Фруда полагалось равным dF 29,7.=  

Рисунок 2 иллюстрирует динамику зоны турбулентного смешения и генерируемых 
при ее эволюции внутренних волн в отсутствие сдвига (рис. 2а, 2c, 2e) и одного из ва-
риантов сдвигового течения при 0,238,α =  Ri 0,79= (рис. 2b, 2d, 2f). Изолинии дефекта 
плотности и производной 1 constyρ∂ ∂ =  свидетельствуют о слабом влиянии сдвиго-
вого течения на генерируемые внутренние волны (в отличие от варианта поперечного 
сдвига [12−14]). Сдвиговое течение приводит к некоторому увеличению размеров области 
турбулентного смешения, которые все же существенно меньше, чем для варианта попе-
речного сдвига. 

Изменение энергии турбулентности c( ,0,0) ( )e t e t=  для случая отсутствия сдвига и 
двух вариантов сдвигового течения представлено на рис. 3. Поведение энергии турбу-
лентности сильно зависит от величины α  и, следовательно, числа Ричардсона. С ростом α 
(соответственно уменьшением числа Ричардсона) и времени энергия турбулентности 
убывает значительно медленнее. Прямая штриховая линия характеризует закон убыва-
ния энергии турбулентности в центре зоны турбулентного смешения в однородной жид-
кости в отсутствие сдвигового течения [15, 21]. 

 
 

Рис. 2. Изолинии энергии турбулентности *
c/e e∗ = const, дефекта плотности 1ρ

∗ = const 

и производной 1 yρ∗ ∗∂ ∂ = const для α = 0 (а, c, e) и α = 0,238 (b, d, f) при t/T = 3. 
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Графики суммарных энергий турбулентности * * * *
t

0 0

E e dy dz
∞∞

= ∫ ∫  и энергии внутрен-

них волн 
2 2 2** * 2 1* * *

t 2
d0 0

4
2 2

V WP dy dz
F

ρπ∞∞⎛ ⎞
+⎜ ⎟= +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  в зависимости от времени приведены 

на рис. 4. Прямая линия 1 здесь соответствует закону убывания суммарной энергии тур-
булентности в однородной жидкости [15]. Суммарная энергия внутренних волн слабо 
зависит от величины α, что согласуется с результатами, представленными на рис. 2. 
Аналогичная ситуация наблюдалась и в случае поперечного сдвига [13, 14], однако 
при этом близость интегральных характеристик не согласовывалась с распределением 
волновых характеристик (изолинии 1 const,ρ =  1 const) :yρ∂ ∂ =  в случае поперечного 
сдвига наблюдались «поворот» фазовой картины, нарушение симметрии течения 
относительно вертикальной оси координат, а также уменьшение числа гребней и впадин 

 
 

Рис. 3. График функции e(t, 0, 0) в случае 
отсутствия сдвига (α = 0) и двух вариантов 
сдвигового течения (α = 0,119, Ri = 3,16; 

α = 0,238, Ri = 0,79). 
t−1,54 (1), α = 0 (2), 0,119 (3), 0,238 (4). 

 
 

Рис. 4. Графики суммарной энергии 
турбулентности *

tE и энергии внутренних 

 волн *
tP  в зависимости от времени 

и величины α (числа Ричардсона). 

t−1,03 (1), остальные обозначения см. на рис. 3. 

 
 

Рис. 5. График функции дефекта плотности 
* * * *
1 1 1( , , )t y zρ  при *

1 5,t = *
1 4,17z =  

для α = 0 (1), 0,238 (2), 0,119 (3). 
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внутренних волн. Поведение суммарной энергии турбулентности согласуется с поведе-
нием значений ( , 0, 0).e t  Увеличение энергии турбулентности за счет сдвигового течения 
при Ri 0,79=  приводит к неубыванию суммарной энергии турбулентности при / 2.t T ≥  

В дополнение к рис. 2 и 4 на рис. 5 представлена линия 1 1 1( , , )t y zρ  для t1 = 5T, z1 = 
= 4,17D. Можно видеть, что сдвиговое течение слабо влияет на величину дефекта 
плотности, что также согласуется с результатами на рис. 2. 

Результаты численных экспериментов, выполненных при числах Фруда Fd = 14,85 и 5,0 
показали справедливость моделирования течения по плотностному числу Фруда при 
фиксированном числе Ричардсона и достаточно большом числе Фруда в смысле, ука-
занном в работах [6, 8]. При этом имело место подобие по плотностному числу Фруда. 
Аналогичная ситуация наблюдалась в случае поперечного сдвига скорости [13, 14]. 

Заключение 

Основные результаты работы сводятся к следующему. Построена основанная на 
алгебраической модели рейнольдсовых напряжений и потоков математическая модель 
и выполнено численное моделирование динамики цилиндрической зоны турбулентного 
смешения в продольном горизонтально однородном сдвиговом потоке линейно страти-
фицированной жидкости. Результаты расчетов продемонстрировали значительное порож-
дение энергии турбулентности за счет градиентов сдвигового течения, приводящее 
к продлению жизни турбулентного пятна. Показано, что сдвиговое течение слабо влияет 
на генерируемые областью турбулентных возмущений внутренние волны. 
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