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С использованием теории малых трещин Хаддада, модифицированной теории Шабоша
и формулы для скорости распространения трещины с учетом ее закрытия разработана
модель долговечности титанового сплава TC4. Проведено сравнение результатов, по-
лученных с использованием предложенной модели, и результатов экспериментов при
циклическом нагружении сплава.
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Введение. Сплав TC4 представляет собой двухфазный (α+β) титановый сплав, изго-
товленный в Китае. Сплав TC4 широко используется при изготовлении лопастей газовых
турбин. Такие лопасти работают в экстремальных условиях при сложном нагружении, по-
этому в них возможно образование трещин, что приводит к разрушению. Это обусловли-
вает необходимость разработки надежной модели прогнозирования долговечности сплава

для оценки целостности и безопасности инженерных сооружений.
Общая долговечность сплава включает время зарождения в нем трещины и время

ее распространения [1]. Теория кумулятивных (накапливаемых) усталостных поврежде-
ний в основном используется для прогнозирования возникновения трещин. Долговечность
может быть определена с использованием линейной и нелинейной теорий кумулятивных

усталостных повреждений [2]. Классической линейной теорией кумулятивных усталост-
ных повреждений является теория Майнера [3]. Эта теория является простой, но она не
учитывает влияние пути нагружения на долговечность, что может привести к существен-
ному различию прогнозируемой долговечности и экспериментальных данных. Поэтому
разработан ряд нелинейных моделей кумулятивных усталостных повреждений. В рабо-
тах [4–6] с использованием модели Шабоша [7] получены уравнения теории кумулятивных
повреждений и изучена эволюция усталостных повреждений в лопастях компрессора, а
также определена их долговечность.

Теория кумулятивных усталостных повреждений не может быть использована для

определения характера распространения усталостных трещин. Для изучения роста уста-
лостных трещин применяются теории механики разрушения. В линейной механике разру-
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шения коэффициент интенсивности напряжений (КИН) характеризует поле напряжений
в вершине трещины [8]. В работе [9] предложена формула для скорости роста усталост-
ной трещины, в которую в качестве управляющего параметра входит КИН. B [10–12] на
основе формулы, полученной в [9], построены модифицированные формулы для скорости
роста усталостных трещин. В работе [13] предложена формула для скорости роста трещи-
ны, учитывающая изменение радиуса кривизны вершины трещины. В [14] создана модель
эволюции повреждений, учитывающая микроскопические пластические эффекты и дина-
мику дефектов. В [15] разработан метод прогнозирования долговечности конструкционных
материалов, основанный на концепции кинетики разрушения. Следует отметить, что до
момента, в который достигается предельная нагрузка, верхний и нижний берега трещины
контактируют. В работе [16] впервые предложена теория закрытия трещины. В теории,
учитывающей закрытие трещины, в качестве силы, вызывающей рост трещины, исполь-
зуется эффективный диапазон ∆Keff КИН. Эта теория достаточно точно описывает рост
как коротких, так и длинных трещин [17, 18]. В работе [19] предложена модель упруго-
пластического деформирования материала в вершине трещины, в которой скорость роста
трещины зависит от параметров нагружения и КИН при закрытии трещины. При ис-
следовании скорости роста усталостной трещины с использованием модели ее закрытия

необходимо определить напряжение, при котором происходит раскрытие трещины. С по-
мощью метода весовой функции в работе [20] получено выражение для напряжения, при
котором происходит раскрытие трещины. В [21] для прогнозирования долговечности пла-
стин из алюминиевого сплава использована формула Пэриса.

Закономерности роста коротких и длинных трещин существенно различаются, поэто-
му, как правило, возникновение и распространение коротких и длинных трещин изучается
по отдельности.

В работе [22] в формулу для вычисления КИН к фактической длине трещины до-
бавлена ее характерная длина, зависящая от материала, что позволило использовать для
определения долговечности конструкций линейную механику разрушения. В работе [23]
формула, предложенная в [22], использована для определения скорости роста коротких
трещин в материалах, из которых изготавливаются роторы авиационного двигателя.

В работах [24–26] установлено, что в двухфазном (α+β) титановом сплаве образуются
короткие трещины, закономерности распространения которых не совпадают с закономер-
ностями распространения длинных трещин [27]. В ряде работ для прогнозирования воз-
никновения трещины и долговечности материала были предложены модели, учитывающие
закрытие трещины.

В данной работе с использованием модифицированной модели Шабоша и формулы

для скорости роста трещины с учетом ее закрытия предложена универсальная модель для

прогнозирования возникновения трещины и долговечности материала. Применимость и
точность модели проверяются путем сравнения с результатами экспериментальных ис-
следований.

1. Теоретические модели. Ниже излагаются некоторые модели усталостной повре-
жденности материала.

1.1. Модель Шабоша. В работе [28] скорость усталостного повреждения определена
следующим образом:

dD

dN
= [1− (1−D)1+β]α

σa

M0(1− b0σm)(1−D)
. (1)

Здесь D — усталостная поврежденность; N — число циклов при циклическом нагруже-
нии (долговечность); σa — амплитуда циклической нагрузки; σm — среднее напряжение
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циклической нагрузки; β, M0, b0 — константы материала;

α = 1−H
〈σmax − σ1(σm)

σu − σmax

〉
;

H — параметр материала; σu — предел прочности при растяжении;

σ1(σm) = σm + σ−1(1− b0σm);

σ−1 — предел усталости материала при симметричном циклическом нагружении.
При D = 0 повреждения в конструкции отсутствуют, при D = 1 конструкция полно-

стью разрушена. Интегрируя уравнение (1) от 0 до 1, получаем выражение для усталост-
ной долговечности конструкции

Nf =
1

1− α

1

1 + β

(M0(1− b0σm)

σa

)β
.

1.2. Модифицированная модель Шабоша. Вследствие возникновения в металлических
материалах пластических деформаций в зонах с большими напряжениями долговечность

материала, определяемая на основе модели Шабоша, отличается от результатов экспери-
ментов по симметричному циклическому нагружению. В работе [6] с целью учета упру-
гопластического деформирования в формулу для изменения среднего напряжения введен

коэффициент

γ′ = − n′ + 1

a1n′(λeb + λpc)

(n′, b, c — константы, характеризующие усталостные деформации материала; a1 — кон-
станта, зависящая от вида кривой σ−N ; λe — весовой коэффициент упругой деформации;
λp — весовой коэффициент пластической деформации). В модифицированной модели Ша-
боша выражение для долговечности имеет вид

Nf =
1

1− α

1

1 + β

(M0(1− b
1+2/γ′

0 σm)

σa

)β
. (2)

1.3. Формула для скорости роста трещины с учетом ее закрытия. В работе [16]
получена формула для скорости роста трещины с учетом ее закрытия

da

dN
= Cp(∆Keff )n, (3)

где Cp, n — константы материала; ∆Keff — эффективный диапазон значений КИН:

∆Keff = Kmax −Kopen = u ∆K,

Kmax — максимальное значение КИН; Kopen — значение КИН при раскрытии трещины;
∆K — изменение КИН; u — параметр закрытия:

u =
σmax − σopen

σmax − σmin
=

1− σopen/σmax

1−R
,

σopen — напряжение при раскрытии трещины [27]:

σopen

σmax
=

{
A0 + A1R + A2R

2 + A3R
3, R > 0,

A0 + A1R, R < 0,
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A — функция степени стеснения δ и отношения σmax/σ0:

A0 = (0,825− 0,34δ + 0,05δ2)[cos (πσmaxY/(2σ0))]
1/δ, A1 = (0,415− 0,071δ)σmaxY/σ0,

A2 = 1− A0 − A1 − A3, A3 = 2A0 + A1 − 1,

Y — коэффициент, зависящий от краевых условий; σ0 — среднее арифметическое предела

прочности при растяжении σu и предела текучести σy.
2. Модифицированная модель долговечности. В формулу для вычисления КИН

вводится характерная длина трещины as, зависящая от свойств материала. Изменение
КИН вычисляется по формуле

∆K = ∆σ Y
√

π(a + as) , (4)

где ∆σ — изменение напряжения при циклическом нагружении. Тогда уравнение (3) при-
нимает вид

da

dN
= Cp(u ∆σ Y

√
π(a + as) )n. (5)

Интегрируя уравнение (5) от начальной длины трещины a0 до длины трещины при раз-
рушении ac, получаем выражение для долговечности

Np =

ac∫
a0

1

Cp(u ∆σ Y
√

π(a + as) )n
da.

Если значение a0 близко к нулю, то можно считать, что долговечность трещины совпадает
с долговечностью конструкции:

Np

∣∣
a0→0

= Nf .

Подставляя (2), (4) в (5), получаем

1

1− α

1

1 + β

(
M0

1− b
1+2/γ′

0 σm

σa

)β
=

ac∫
0

1

Cp(u ∆σ Y
√

π(a + as) )n
da. (6)

Интервал интегрирования [0, ac] разбивается на m равных интервалов, после чего выра-
жение (6) аппроксимируется выражением

1

1− α

1

1 + β

(
M0

1− b
1+2/γ′

0 σm

σa

)β
=

m∑
i=0

ai+1∫
ai

1

Cp(u ∆σ Y
√

π(a + as) )n
da. (7)

В предположении, чтоm — очень большое число, а длина интервалов [ai, ai+1] мала, можно
считать, что величина Y постоянна в интервале [ai, ai+1]. В результате уравнение (7)
приводится к виду

Cp(∆σ)nπn/2(1− n/2)

(1− α)(1 + β)

(
M0

1− b
1+2/γ′

0 σm

σa

)β
=

=
m∑

i=0

u−n
i Y −n

i [(ai+1 + as)
1−n/2 − (ai + as)

1−n/2] =

=
m−1∑
i=0

(u−n
i Y −n

i − u−n
i+1Y

−n
i+1)(ai+1 + as)

1−n/2 +

+ u−n
m Y −n

m (am+1 + as)
1−n/2 − u−n

0 Y −n
0 (a0 + as)

1−n/2. (8)
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В предположении, что a0 = 0, Y −n
i ≈ Y −n

i+1, am+1 � as, поскольку константа материа-
ла n, как правило, больше двух, уравнение (6) записывается следующим образом:

Cp(∆σ)nπn/2(1− n/2)

(1− α)(1 + β)

(
M0

1− b
1+2/γ′

0 σm

σa

)β
= −u−n

0 Y −n
0 a

1−n/2
s .

Следовательно, выражение для характеристической длины трещины as имеет вид

as =
[ 1

1− α

1

1 + β

(
M0

1− b
1+2/γ′

0 σm

σa

)β
Cpu

n
0Y n

0 (∆σ)nπn/2
(n

2
− 1

)]1/(1−n/2)
.

После подстановки (8) в (4) выражение для долговечности в соответствии с модифи-
цированной моделью принимает следующий вид:

N =

ac∫
a0

Cp

[
u∆σ Y

(
π
{

a +
[ 1

1− α

1

1 + β

(
M0

1− b
1+2/γ′

0 σm

σa

)β
×

× Cpu
n
0Y n

0 (∆σ)nπn/2
(n

2
− 1

)]1/(1−n/2)})1/2]−n

da. (9)

В формуле (9) содержится 11 параметров: параметры b0, β, M0, Cp, n зависят от свойств
материала и определяются с использованием экспериментальных данных, полученных при
различных видах нагружения; параметры u, u0, α, γ′ зависят от отношения максимально-
го напряжения к минимальному при циклическом нагружении; параметры Y , Y0 зависят

только от формы образца и не зависят от свойств материала, из которого он изготовлен.
Пять параметров b0, β, M0, Cp, n определяются феноменологически на основе экспери-
ментальных данных, параметры Y , Y0 — в независимых экспериментах. Соотношения
между параметрами u, u0, α, γ′ и отношением напряжений строятся на основе данных
независимых экспериментов.

3. Результаты исследования. Параметры модели Шабоша и характеристики тита-
нового сплава TC4, определенные с использованием экспериментальных данных [29], имели
следующие значения: σ−1 = 346 MПa, σu = 973 MПa, σy = 869 MПa, E = 1,1 · 105 MПa,
H = 0,4838, b0 = 0,001 15, β = 0,56, M0 = 6,9231 · 109.

Значения параметров H, b0, β, M0 определены феноменологически с использованием

экспериментальных данных, приведенных в справочнике [29]. Параметры σ−1, σu, E —
характеристики титанового сплава TC4. Параметры усталостной деформации титанового
сплава TC4 имели следующие значения: n′ = 0,07, K ′ = 1420 MПa, b = −0,07, c = −0,96.

На основе экспериментальных данных для титанового сплава TC4 уравнение кривой
σ−N принято в виде N = Cσ−a1 , где a1 = 37,05. Константы для сплава TC4, содержа-
щиеся в формуле для скорости роста трещины, взяты из работы [30]: Cp = 4,058 · 10−14,
n = 3,42.

3.1. Прогнозирование усталостной долговечности. В экспериментах на усталостную
долговечность при R = −1 и R = 0,1 использовались круглые цилиндрические образцы из
титанового сплава TC4. Экспериментальные данные взяты из работы [29]. Поправочный
коэффициент для формы образца получен с использованием результатов, приведенных
в [31].

Теоретические и экспериментальные зависимости максимального напряжения от чис-
ла циклов при R = −1,0; 0,1 представлены на рис. 1.

Результаты сопоставления долговечности, определенной с использованием предложен-
ной модели (Np

f ) и в эксперименте [29] (Ne
f ), приведены на рис. 2.
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Рис. 1. Теоретическая (линия) и экспериментальная (точки) зависимости мак-
симального напряжения от числа циклов:
а — R = −1,0, б — R = 0,1
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Рис. 2. Сопоставление значений долговечности, определенных с использованием
предложенной модели и в эксперименте [29]:
а — R = −1,0, б — R = 0,1; область между штриховыми линиями — интервал раз-
броса экспериментальных данных, на логарифмической шкале равный двум, область
между штрихпунктирными линиями— интервал разброса экспериментальных данных,
равный трем
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Из результатов, представленных на рис. 1, следует, что значения долговечности, опре-
деленные с использованием предложенной модели, согласуются с экспериментальными
данными. В случае циклического нагружения при большой амплитуде напряжений рас-
четы по предложенной модели дают заниженное значение долговечности. В случае цик-
лического нагружения при небольшой амплитуде напряжений разброс эксперименталь-
ных данных достаточно большой, но и в этом случае теоретические значения усталост-
ной прочности, полученные с использованием предложенной модели, хорошо согласуются
с экспериментальными данными. При R = −1,0 доля теоретических данных, попадаю-
щих в интервал разброса, равный двум, составляет 51 %, доля теоретических данных,
попадающих в интервал разброса, равный трем, — 70 %. При R = 0,1 доля теорети-
ческих данных, попадающих в интервал разброса, равный двум, составляет 67 %, доля
теоретических данных, попадающих в интервал разброса, равный трем, — 73 %. Таким
образом, предложенную модель, учитывающую закрытие трещины, можно использовать
для прогнозирования усталостной прочности титанового сплава TC4.

3.2. Прогнозирование долговечности коротких трещин. Испытывались образцы из

титанового сплава TC4 с односторонним надрезом. Экспериментальные данные для слу-
чаев циклического нагружения при R = −1,0 и R = 0,1 взяты из работы [32], поправочный
коэффициент для формы образца — из работы [33]. Зависимости долговечности трещи-
ны небольшого размера от половины длины трещины при R = −1,0; 0,1 приведены на

рис. 3. Результаты сопоставления долговечности коротких трещин, определенной с ис-
пользованием предлагаемой модели и моделей Элбера [16] и Пэриса [9], представлены на
рис. 4. Результаты расчетов с использованием предложенной модели согласуются с экспе-
риментальными данными. Результаты расчетов с использованием предложенной модели
и модели Элбера находятся в интервале разброса, равном двум. Однако результаты, по-
лученные с использованием предложенной модели, ближе к экспериментальным данным.
Наиболее существенно от экспериментальных данных отличаются результаты, получен-
ные с использованием модели Пэриса.
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Рис. 3. Зависимость долговечности короткой трещины от половины длины тре-
щины a′:
а — R = −1,0, б — R = 0,1; точки — экспериментальные данные, линии — результаты

расчетов (1 — предлагаемая модель, 2 — модель Элбера [16], 3 — модель Пэриса [9])



Х.-С. Ли, Ю.-Б. Лю, С. Хэ, В.-Т. Инь 135

Nf .10
-3e

642 8

à

1

2

4

6

8

Nf .10
-3p

Nf .10
-4e987654 20103

4

8
9

10

20

5

6

7

Nf .10
-4p

á

1
2
3

Рис. 4. Сопоставление значений долговечности коротких трещин, определенной
по различным моделям:
а — R = −1,0, б — R = 0,1; 1 — предлагаемая модель, 2 — модель Элбера [16],
3 — модель Пэриса [9]; область между штриховыми линиями — интервал разброса

экспериментальных данных, на логарифмической шкале равный двум

Таким образом, предложенная модель, учитывающая закрытие трещины, может быть
использована для определения долговечности титанового сплава TC4 при наличии корот-
ких трещин.

Заключение. Предложена модель для оценки долговечности титанового сплава TC4
на основе модифицированной модели Шабоша и формулы для скорости роста трещины с

учетом ее закрытия. Сопоставление полученных результатов и экспериментальных дан-
ных показывает, что предложенная модель может быть использована для оценки времени
зарождения и распространения трещины. Проведенное исследование позволяет сделать
следующие выводы.

Результаты экспериментов по циклическому нагружению с постоянной амплитудой

напряжения круглых цилиндрических образцов из титанового сплава TC4 показывают,
что предложенная модель может быть использована для оценки долговечности сплава TC4
как при симметричном цикле нагружения (R = −1), так и при асимметричном (R = 0,1).
При больших напряжениях предложенная модель дает заниженную оценку долговечности,
при R = 0,1 оценка является достаточно точной.

Результаты экспериментов с образцами с односторонним надрезом свидетельствуют

о том, что предложенную модель можно использовать для оценки долговечности тита-
нового сплава TC4 при наличии трещин в случае как симметричного (R = −1), так и
асимметричного (R = 0,1) циклического нагружения.

Предложенная модель является теоретической основой для анализа повреждений и

прогнозирования долговечности лопастей компрессора, изготовленных из титанового спла-
ва TC4.
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