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Экспериментально и теоретически обоснована возможность использования уравнений
кинетической теории ползучести Работнова со скалярным параметром поврежденно-
сти для описания процессов деформирования (вплоть до разрушения) металлических
материалов в условиях ползучести без ограничений на значения деформаций ползуче-
сти и диссипации энергии в момент разрушения. При определении функциональных
зависимостей в уравнениях ползучести и повреждаемости параметр поврежденности
определяется величиной удельной нормированной диссипации энергии в процессе пол-
зучести материала при необходимом условии подобия исходных кривых ползучести для
постоянных напряжений и температур в нормированных переменных.

Ключевые слова: кинетическая теория ползучести, разрушение, скалярный пара-
метр поврежденности, эквивалентные напряжения, удельная нормированная диссипация
энергии.

Введение. В современном машиностроении применяются новые ресурсосберегающие
технологии формообразования с изменяющимися температурно-скоростными параметра-
ми процесса. Для использования в промышленности нетрадиционных методов обработки
материалов давлением при медленных режимах нагружения, которые реализуются пре-
имущественно за счет деформаций ползучести и последующей релаксации, и получения
оценки остаточного эксплуатационного ресурса деталей после стадии изготовления необ-
ходимо провести исследования процессов ползучести и разрушения материалов.

Интервалы температур эксплуатационных режимов работы элементов конструкций

обычно задаются таким образом, чтобы в этих диапазонах материал был по возможности
структурно-стабильным. Изучение особенностей деформационно-прочностного поведения
в условиях ползучести современных металлических материалов, широко используемых в
авиа- и судостроении, энергетическом и общем машиностроении, представляет интерес
как при решении технологических задач обработки материалов давлением при медленных
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режимах деформирования включая режимы сверхпластичности, так и при оценке работо-
способности элементов конструкций.

Деформационно-прочностные свойства конструкционных материалов существенно за-
висят от исходного состояния материала, температуры, скорости нагружения (деформи-
рования) и вида напряженного состояния. При этом различие поведения материалов может
быть не только количественным, но и качественным. При быстром упругопластическом
нагружении материал может быть изотропным, а при медленном нагружении в условиях
ползучести вести себя как анизотропный материал с различными свойствами при растя-
жении и сжатии [1]. Так, при деформировании материалов в режиме сверхпластичности
установившееся течение происходит практически без стадий упрочнения и разупрочне-
ния вплоть до разрушения, а в режимах, близких к режиму сверхпластичности, материал
может вести себя как разупрочняющаяся среда с начальным упрочнением или без него.

Как правило, в технологических режимах, совмещенных с термообработкой сплавов,
при температурах старения, возврата, отжига [2] процесс деформирования материала
включает длительную установившуюся стадию и непродолжительную стадию разупроч-
нения, предшествующую разрушению.

Применительно к технологическим задачам обработки материалов давлением, в част-
ности формообразования корпусных элементов изделий, в [2, 3] показано, что исходный
текстурированный материал заготовки (прокатанные плиты различной толщины, листы),
как правило, является существенно анизотропным материалом с различными свойствами
при растяжении и сжатии. Наиболее интенсивно процесс ползучести происходит в образ-
цах, вырезанных из плит под углом 45◦ к нормали к плите.

В работе [4] для материалов, у которых отсутствует стадия упрочнения при ползуче-
сти, показана принципиальная возможность описания процессов деформирования вплоть
до разрушения с использованием кинетических уравнений с параметром поврежденности

материала ω = ε/ε∗, ε∗ 6= const [5].
1. Основные соотношения и гипотезы энергетического варианта кинети-

ческих теорий ползучести и повреждаемости. Ниже рассматривается неупрочняю-
щийся материал в рамках энергетического варианта теории ползучести, когда в качестве
меры интенсивности процесса ползучести принимается мощность рассеяния энергии при

ползучестиW = ε̇cijσij [6]. В случае одноосной ползучести и повреждаемости со скалярным
параметром поврежденности q кинетические уравнения Работнова, записанные в энерге-
тических величинах, имеют вид [8]

dA

dt
=

f(σ)

(1− q)µ
,

dq

dt
=

Φ(σ)

(1− q)k
(0 6 q 6 1), (1)

где A =

t∫
0

W dt =

εc∫
0

σij dε
c
ij — диссипация энергии при ползучести; функции f , Φ и

коэффициенты µ, k зависят от температуры T . Вводя при произвольном напряженном
состоянии приведенное время

τ = (k + 1)

t∫
0

Φ(σ) dt,

перейдем к новым обозначениям при условии k + 1 > µ:

1− ω = (1− q)k−µ+1 (0 6 ω 6 1). (2)
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С использованием полученного соотношения система исходных уравнений (1) принимает
вид

dA

dt
=
f(σ)

ψ(ω)
,

dω

dt
=
ϕ(σ)

ψ(ω)
(0 6 ω 6 1), (3)

где ψ(ω) = (1−ω)m — функция разупрочнения; ϕ(σ) = (k−µ+1)Φ(σ); m = µ/(k−µ+1) —
коэффициент разупрочнения. С учетом введенных обозначений имеем уравнение единой

кривой

(1− ω)m+1 = 1− τ (0 6 τ 6 1), (4)

которое единообразно описывает экспериментальные данные. Учитывая функциональную
связь ω с исходным параметром поврежденности q (2), о поврежденности материала можно
судить по параметру ω. В дальнейшем будем рассматривать параметр ω как параметр
поврежденности и записывать определяющие уравнения для описания процесса ползучести

и длительной прочности в виде (3) с одними и теми же коэффициентами разупрочнения m
в обоих уравнениях [6–10].

Для вычисления констант, определяющих функции в системе (3), анализируются экс-
периментальные данные о ползучести при постоянных значениях напряжения и темпера-
туры. Разделив первое уравнение в (3) на второе и проинтегрировав полученное диффе-
ренциальное уравнение, имеем

A =
f(σ)

ϕ(σ)
ω, A∗ =

f(σ)

ϕ(σ)
, ω =

A

A∗
(0 6 ω 6 1).

Таким образом, в случае одноосного деформирования параметр поврежденности ω есть
отношение текущей работы рассеяния A к ее значению в момент разрушения A∗, т. е.
нормированная работа.

Проинтегрировав второе уравнение в (3), из (4) получаем

τ = t/t∗, t∗ = [(m+ 1)ϕ(σ)]−1,

ω = 1− [1− (m+ 1)ϕ(σ)t]1/(m+1).

Таким образом, нормированное время (0 6 τ 6 1) представляет собой отношение текущего
времени к времени разрушения t∗.

Следует отметить, что в ряде работ (см. [11–13]) в (1) априори полагается µ = k
или путем замены (2) исходная система приводится к виду (3). Однако сначала необхо-
димо проверить справедливость гипотезы единой кривой для экспериментальных кривых

ползучести, построенных в нормированных координатах t − ω, а затем использовать си-
стему (3) для определения аппроксимационных коэффициентов уравнений и выполнения
расчетов.

Приведем аналогичные соотношения при постоянной температуре, в которых исполь-
зуются одни и те же функции при параметре поврежденности ω в уравнениях ползучести
и повреждаемости для материалов с упрочнением.

По аналогии с [14] для материалов, имеющих три стадии ползучести, примем функцию
повреждаемости в виде ψ(ω) = ωα(1− ωα+1)m, где α — параметр упрочнения.

Проинтегрировав уравнение повреждаемости при постоянных значениях напряжения

для заданной температуры, получаем

1∫
ω

ωα(1− ωα+1)m dω =

t∗∫
t

ϕ(σ) dt,
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следовательно, ((α+1)(m+1))−1(1−ωα+1)m+1 = ϕ(σ)(t∗−t). При интегрировании функции
повреждаемости вплоть до разрушения:

1∫
0

ωα(1− ωα+1)m dω =

t∗∫
0

ϕ(σ) dt

получаем t∗ = ((α+ 1)(m+ 1)ϕ(σ))−1. Тогда выражение для приведенного времени имеет
вид

τ̄ = t/t∗, τ̄ = (α+ 1)(m+ 1)ϕ(σ)t.

В этом случае уравнение единой кривой повреждаемости записывается в следующем виде:

(1− ωα+1)m+1 = 1− τ̄ . (5)

Таким образом, для материалов, имеющих три стадии ползучести, из решения систе-
мы кинетических уравнений ползучести и длительной прочности

dA

dt
=

f(σ)

ωα(1− ωα+1)m
,

dω

dt
=

ϕ(σ)

ωα(1− ωα+1)m
, A =

t∫
0

σε̇c dt (6)

при постоянных температурах и напряжениях в условиях одномерного напряженного со-
стояния следуют аналитические выражения для определения аппроксимационных зависи-
мостей с соответствующими параметрами для получения характеристик материала при

растяжении и сжатии:

ω =
A

A∗
, τ̄ =

t

t∗
, εc =

A

σ
. (7)

Здесь

A =
f(σ)

ϕ(σ)

[
1− (1− (α+ 1)(m+ 1)ϕ(σ)t)1/(m+1)

]1/(α+1)
, A∗ =

f(σ)

ϕ(σ)
.

Аналогичные соотношения имеют место для сдвиговых характеристик, получаемых
с использованием метода характеристических параметров [15] в случае кручения круг-
лых тонкостенных образцов при малых деформациях и сплошных образцов при больших

деформациях [16]. При этом соотношения записываются с использованием касательных

напряжений τ̂ и сдвиговых деформаций ползучести ˆ̇γc в характеристической точке, либо
может быть применен другой приближенный подход, основанный на использовании сред-
ней по объему тела энергии диссипации [17, 18] в предположении равенства работ внешних
и внутренних сил.

Полученные аналитические решения (7), описывающие процессы ползучести и дли-
тельной прочности материалов, имеющих три стадии ползучести, с использованием ска-
лярного параметра поврежденности, определяемого нормированной работой рассеяния
энергии при ползучести, а также проведенные в последнее время экспериментально-
теоретические исследования, посвященные обоснованию энергетического варианта теории
длительной прочности (ЭВТДП) [6, 8, 17] и его проверке в случае нарушения энергетиче-
ского критерия разрушения, позволили конкретизировать кинетические уравнения Работ-
нова в энергетической форме [7] с использованием одних и тех же функций повреждаемости
в обоих уравнениях и разработать методику определения функций, входящих в определя-
ющие уравнения ползучести и повреждаемости.

Предложенный простейший вариант кинетических уравнений в энергетической фор-
ме [18, 19] для материалов, у которых исходные кривые ползучести при постоянных
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напряжениях подобны в координатах t − ω, позволяет обобщить ЭВТДП О. В. Сосни-
на [6, 8, 17] на случай, когда энергетическое условие длительной прочности не выполняет-
ся: A∗(σ) 6= const. Для построения единой кривой ползучести при одноосном нагружении
(деформировании) нормирование исходных диаграмм ползучести осуществляется путем
деления текущих экспериментальных значений εc на экспериментальные значения в мо-
мент разрушения t∗.

Считая, что работа внутренних напряжений при деформировании в процессе ползу-
чести затрачена на разрушение материала, согласно [17] будем полагать, что поврежден-
ность материала равна нормированной удельной работе рассеяния: ω = A/A∗. Не выясняя,
какой из механизмов (ползучесть или разрушение) является определяющим, для построе-
ния феноменологической теории примем следующие гипотезы.

1. В условиях ползучести материал считается несжимаемым вплоть до разрушения:
ε̇cijδij = 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 (δij — символы Кронекера).

2. Процессы ползучести и разрушения происходят одновременно и влияют друг на

друга.
3. Интенсивность процесса ползучести оценивается величиной удельной мощности

рассеяния энергии W = σij ε̇
c
ij , в качестве меры поврежденности материала принимает-

ся величина нормированной удельной диссипации энергии

ω =

t∫
0

σij ε̇
c
ij dt

/ t∗∫
0

σij ε̇
c
ij dt.

4. Считается, что при постоянной температуре и напряженном состоянии одного вида
исходные кривые ползучести, представленные в нормированных координатах, сводятся в
единую кривую, т. е. подобны в координатах t− ω.

5. В соответствии с ЭВТДП интенсивность процесса деформирования металлических
материалов определяется двумя кинетическими уравнениями с одной и той же функцией

повреждаемости

W ≡ dA

dt
=
f(σэ)

ψ(ω)
,

dω

dt
=
ϕ(σ∗э)

ψ(ω)
.

Здесь σэ — эквивалентное напряжение, которое при различных напряженных состояниях
обеспечивает одно и то же значение мощности рассеяния энергии в начальный момент (на
установившейся стадии ползучести (при ее наличии)Wmin); эквивалентное напряжение σ∗э
определяется как функция напряженных состояний, при которых в стационарных условиях
нагружения скорость накопления повреждений и длительность до разрушения t∗ одни и те
же. Условие справедливости гипотезы единой кривой для исходных кривых ползучести при
одноосном нагружении, представленных в нормированных координатах τ̄ − ω, определяет
область применимости кинетических уравнений ползучести и повреждаемости с одними

и теми же функциями повреждаемости в обоих уравнениях.
6. Предполагается справедливым ассоциированный закон течения вплоть до разруше-

ния ε̇cij = λ ∂σэ/∂σij .
Следует отметить, что при постоянных напряжениях в экспериментах при одноосном

нагружении ω = A/A∗ (ω ≡ εc/εc∗), при формальной замене A на εc приведенные выше
рассуждения справедливы для уравнений в обозначениях деформация — напряжение [4].
Таким образом, экспериментальную проверку непротиворечивости полученных уравнений
следует проводить в нормированных переменных ω = A/A∗ (ω ≡ εc/εc∗), τ̄ = t/t∗.

2. Экспериментально-теоретическая проверка основных гипотез. С исполь-
зованием гипотезы единой кривой для анализа экспериментальных кривых ползучести при
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постоянных напряжениях в нормированных координатах τ̄−ω (или в координатах t−ω)
проводится экспериментальное обоснование записи кинетических уравнений в виде (5).

Для предлагаемой системы кинетических уравнений ползучести и повреждаемости

с одними и теми же функциями при параметре поврежденности в обоих уравнениях (5)
разработана единая методика определения функциональных зависимостей [20]. Указанная
система уравнений использована в расчетах типовых элементов конструкций с неодно-
родным напряженно-деформированным состоянием [15, 18–21] для материалов, свойства
ползучести которых в нормированных координатах τ̄ − ω описываются единой кривой.
При ползучести в случае одноосного нагружения единые кривые, используемые для опре-
деления свойств материала при растяжении, сжатии и кручении, описываются выражени-
ем (5).

В работах [17–29] представлены результаты исследования деформирования для раз-
упрочняющихся материалов АК4-1Т, В95пчТ2, Д16Т, 1161, 1163Т, ОТ-4, ВТ-20, ВТ-9,
Ст. 45, ВЛ-1Д, 1X18H10T, алюмолитиевых сплавов 1420, 1450 при различных температу-
рах старения, возврата, отжига, закалки, сверхпластичности и материалов с упрочнением,
а именно титановых сплавов 3В и 17. Выполнен расчет деформирования типовых элемен-
тов конструкций (изгиб балок, тавров, кручение валов, пластин и оребренных панелей
одинарной и двойной кривизны), проведено сравнение полученных результатов с экспери-
ментальными данными, которое показало, что они удовлетворительно согласуются.

Уравнения (6) обобщаются на случай пространственного напряженного состояния пу-
тем замены σ на эквивалентное напряжение σэ (функция инвариантов тензора напряжений
и тензора анизотропии свойств ползучести), но эквивалентные напряжения в уравнениях
ползучести и повреждаемости различны.

Экспериментально подтверждена непротиворечивость градиентного закона течения

ε̇ckl = λ ∂σэ/∂σkl. При описании процессов ползучести и разрушения материалов в энерге-
тических величинах система уравнений может быть представлена в виде

dA

dt
=

f(σэ, T )

ωα(1− ωα+1)m
, A =

t∫
0

σij ε̇
c
ij dt, ε̇ckl = λ

∂σэ
∂σkl

,

dω

dt
=

f(σэ∗, T )

ωα(1− ωα+1)m
.

(8)

Вычислим параметры функциональных зависимостей определяющих уравнений пол-
зучести со скалярным параметром поврежденности при растяжении для изотропного раз-
упрочняющегося материала с одними и теми же свойствами при растяжении и сжатии.

На рис. 1 приведены результаты экспериментов на растяжение образцов из стали

марки Ст. 45, вырезанных в осевом направлении из прутка диаметром 42 мм при темпе-
ратурах, приведенных в табл. 1. При T = 740 ◦C накопление повреждений ω в материа-
ле происходит почти без его упрочнения и разупрочнения вплоть до начала разрушения

(m = 0,5, α = 0).
На рис. 2–5 представлены результаты экспериментов на растяжение образцов из раз-

упрочняющегося титанового сплава ВТ-9 (пруток диаметром 50 мм) в диапазоне темпе-
ратур, близких к температуре сверхпластичности. Точки соответствуют эксперименталь-
ным значениям, линии — результаты аппроксимации по уравнениям (5), (6) при значе-
ниях параметров, приведенных в табл. 2. При больших деформациях, превышающих 2 %,
в экспериментах после каждого приращения осевой деформации на величину ∆ε ≈ 0,5 %
с использованием условия несжимаемости материала при ползучести определялась пло-
щадь сечения образца и корректировалась осевая нагрузка для поддержания напряжения

постоянным.
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Рис. 1. Экспериментальные (точки) и аппроксимационные (линии) диаграммы
ползучести при растяжении для стали марки Ст. 45 при σ = const, T = const:
а— T = 725 ◦C (1 — σ = 40 МПа, 2 — σ = 44 МПа, 3 — σ = 55 МПа, 4 — σ = 60 МПа),
б— T = 740 ◦C (1 — σ = 30 МПа, 2 — σ = 45 МПа, 3 — σ = 50 МПа, 4 — σ = 60 МПа),
в— T = 750 ◦C (1 — σ = 50 МПа, 2 — σ = 55 МПа, 3 — σ = 60 МПа, 4 — σ = 70 МПа),
г— T = 850 ◦C (1 — σ = 35 МПа, 2 — σ = 40 МПа, 3 — σ = 45 МПа, 4 — σ = 50 МПа);
звездочки — моменты разрушения образцов

Т а б л и ц а 1

Характеристики ползучести стали марки Ст. 45

T , ◦C BA, МПа−n· c−1 Bω, МПа−k· c−1 n k α m

725 7,97 · 10−13 1,78 · 10−13 4,40 4,20 0 1,30
740 2,13 · 10−17 2,74 · 10−16 7,26 6,67 0 0,50
750 1,27 · 10−16 8,26 · 10−16 6,36 6,05 0,531 1,47
850 9,97 · 10−20 9,69 · 10−17 8,71 6,96 0,849 2,83
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Та бли ц а 2

Характеристики ползучести титанового сплава ВТ-9

Номер рисунка T , ◦C BA, МПа−n· c−1 Bω, МПа−k· c−1 n k α m

2,а 700 1,73 · 10−18 5,70 · 10−15 5,60 4,25 0 2,0
2,б 800 2,39 · 10−14 1,55 · 10−10 4,58 2,90 0 2,5
2,в 900 1,02 · 10−12 1,99 · 10−9 4,10 3,23 0 1,7
2,г 1000 6,12 · 10−9 1,68 · 10−8 4,30 3,93 0 0,2
3,а 750 5,85 · 10−15 2,86 · 10−12 4,60 3,40 0 2,0
3,б 950 8,78 · 10−10 7,87 · 10−9 4,30 3,30 0 1,6
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Рис. 2. Экспериментальные (точки) и аппроксимационные (линии) диаграммы
ползучести при растяжении для титанового сплава ВТ-9 при σ = const, T =
const:
а — T = 700 ◦C (1 — σ = 200 МПа, 2 — σ = 250 МПа, 3 — σ = 270 МПа, 4 —
σ = 300 МПа), б — T = 800 ◦C (1 — σ = 65 МПа, 2 — σ = 80 МПа, 3 — σ = 100 МПа,
4 — σ = 150 МПа), в — T = 900 ◦C (1 — σ = 20 МПа, 2 — σ = 27 МПа, 3 —
σ = 35 МПа, 4 — σ = 40 МПа), г — T = 1000 ◦C (1 — σ = 8 МПа, 2 — σ = 10 МПа,
3 — σ = 11,5 МПа, 4 — σ = 14 МПа); звездочки — моменты разрушения образцов
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Рис. 3. Экспериментальные (точки) и расчетные (линии) диаграммы ползуче-
сти при растяжении для титанового сплава ВТ-9 при σ = const, T = const:
а — T = 750 ◦C (1 — σ = 130 МПа, 2 — σ = 160 МПа, 3 — σ = 200 МПа), б —
T = 950 ◦C (1 — σ = 15 МПа, 2 — σ = 18 МПа, 3 — σ = 22 МПа); звездочки —
моменты разрушения образцов
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Рис. 4. Зависимости параметров n (1), k (2), m (3) от температуры для тита-
нового сплава ВТ-9
Рис. 5. Экспериментальные (точки) и расчетные (линии) зависимости A(t) для
титанового сплава ВТ-9 при различных значениях σ, T :
1 — T = 700 ◦C, σ = 300 МПа, перегрузка при t1 = 15 мин (T = 950 ◦C, σ = 18 МПа);
2 — T = 750 ◦C, σ = 150 МПа, перегрузка при t2 = 62 мин (T = 950 ◦C, σ = 18 МПа);
3 — T = 700 ◦C, σ = 200 МПа, перегрузка при t3 = 108 мин (T = 950 ◦C, σ = 15 МПа)
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Рис. 6. Экспериментальные (точки) и расчетные (линии) зависимости A(t) (а,в)
и ω(τ̄) (б, г) для стали марки ЖС6У при T = 925 ◦C:
а, б — в случае растяжения (1 — σ = 470 МПа, 2 — σ = 520 МПа), в, г — в случае

сжатия (1 — σ = 450 МПа, 2 — σ = 480 МПа, 3 — σ = 530 МПа, 4 — σ = 580 МПа);
звездочки — моменты разрушения образцов

Т а б л и ц а 3

Характеристики ползучести стали марки ЖС6У

Напряженное состояние BA, МПа−n· c−1 Bω, МПа−k· c−1 n k α m

Растяжение 2,18 · 10−36 1,95 · 10−37 13,4 13,4 0,6 0,55
Сжатие 4,31 · 10−34 3,11 · 10−33 12,5 11,5 0,4 1,20
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Рис. 7. Разрушение образцов при различных напряженных состояниях:
а — растяжение, б — сжатие, в — кручение

Из приведенных на рис. 2, 3 результатов следует, что при постоянных T , σ и больших
деформациях, достигающих 100 %, также существует единая кривая при напряжениях,
не превышающих предела упругости σe, т. е. исходные кривые ползучести подобны в

координатах t−ω. На рис. 4 точками показаны зависимости параметров n, k, m от T при
постоянном значении σ, на рис. 5 — экспериментальные и расчетные зависимости A(t)
для титанового сплава ВТ-9 при различных значениях σ, T .

На рис. 6 представлены зависимости работы рассеяния от времени и параметра по-
врежденности от приведенного времени для стали марки ЖС6У при T = 925 ◦C в слу-
чае растяжения и сжатия образцов. Из этих зависимостей следует, что единые кривые
при растяжении и сжатии различны. Для материалов с различным видом разупрочнения
при растяжении и сжатии, подобных стали марки ЖС6У, следует продолжить моделиро-
вание процессов ползучести и разрушения и провести сравнение полученных результатов

с экспериментальными данными.
В табл. 3 приведены значения аппроксимационных коэффициентов при растяжении и

сжатии стали марки ЖС6У при T = 925 ◦C.
На рис. 7 показаны образцы, разрушенные при растяжении, сжатии и кручении.
3. Выводы. Полученная уточненная система определяющих уравнений в виде (8),

вообще говоря, накладывает достаточно жесткие требования на область их применимости.
Необходимо проверять подобие исходных кривых деформирования материала в условиях

ползучести вплоть до разрушения в переменных время — поврежденность материала.
Процесс деформирования в режиме ползучести должен полностью определяться текущими

значениями напряжения и параметра поврежденности материала.
Возможность использования уточненной системы уравнений с одним скалярным па-

раметром поврежденности должна быть проверена в широком температурно-временном
диапазоне для различных материалов.
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