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Аннотация. В статье разработан новый метод построения доверительных интер-
валов. Используется формула, полученная на основе неравенства Чебышева, которая 
в случае неизвестной дисперсии применяется в рекуррентном методе. Предложен но-
вый метод описания прямой и обратной функций Лапласа. Разработанные методы мо-
гут применяться не только для нормального распределения, но и для любого другого, 
а также в случае, когда вид закона распределения случайной величины неизвестен. 
Практическая реализация показана на конкретном примере вычисления доверитель-
ного интервала для балла учащегося, полученного по результатам тестирования.
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Abstract. The article presents a new method for constructing confidence intervals. 
A  formula obtained on the basis of Chebyshev's inequality is used, it is applied in the 
recurrent method in the case of unknown variance. A new method for describing the direct 
and inverse Laplace functions is proposed. The developed methods can be used not only 
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for normal distribution, but also for any other, as well as in the case when the type of 
distribution law of a random variable is unknown. The practical implementation is shown 
by a concrete example of calculating the confidence interval for the student's score obtained 
from the test results.

Keywords: sampling, accuracy, reliability of estimation, volume of representativeness, 
error function, Laplace function
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Введение

Несмотря на то, что методы построения доверительных интервалов 
разработаны достаточно давно, эта проблема остается по-прежнему важ-
ной и актуальной. О важности данной проблемы свидетельствует наличие 
ГОСТов по статистическим методам определения доверительных, толе-
рантных, предикционных интервалов. Актуальность проблемы подтверж-
дается многочисленными современными научными публикациями в Рос-
сии и за рубежом.

Основными направлениями современных исследований методов по-
строения доверительных интервалов являются:

– построение доверительных интервалов не только для нормального 
закона распределения, но и для других видов распределений, например, 
дискретных [19], биномиального [15], бета [8], гипергеометрического [5], 
экспоненциального [10] и т.д., а также композиции законов распределения 
[7];

– определение интервальных оценок не только для математических 
ожиданий, дисперсий, средних квадратических отклонений, но и для ме-
дианы [9], частот и долей [3] условных вероятностей [6], параметров по-
ложения и масштаба распределений [11];

– разработка многочисленных практических приложений интерваль-
ных оценок в биологии и медицине [16, 17], экологии [18], образовании [4] 
и других областях.

Важными вопросами использования статистических методов являют-
ся минимизация объема репрезентативности – числа наблюдений, необхо-
димых для получения интервальных оценок заданного качества (точности 
и надежности) [1], определение оптимального сочетания доверительного 
интервала и доверительной вероятности [13], использование неравенства 
Чебышева [2, 14] и рекуррентных способов построения доверительных ин-
тервалов [12].

Цель данной работы – разработка метода для оценки объема репрезен-
тативности на основе неравенства Чебышева и рекуррентных соотноше-
ний. Для реализации поставленной цели решены следующие задачи:

1) разработан новый метод описания функции Лапласа и обратной к 
ней, на основе этого показан новый метод построения доверительного ин-
тервала для математического ожидания нормального закона распределения 
(ЗР) случайной величины при известной и неизвестной дисперсии;
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2) данный метод распространен для задачи построения доверительного 
интервала и оценки объема репрезентативности для любого ЗР при извест-
ной и неизвестной дисперсии;

3) приведен алгоритм реализации разработанного метода.

1. Метод построения доверительного интервала 
для математического ожидания случайной величины 

при известной дисперсии с использованием 
неравенства Чебышева

Пусть X  – случайная величина, имеющая произвольный закон рас-
пределения, mx и Dx – ее математическое ожидание и дисперсия соответ-
ственно. Над этой случайной величиной производится n опытов, x1, …, xn – 
соответствующая выборка, причем до опытов каждая xi рассматривается 
как случайная величина ( ),iX i i n=  с математическим ожиданием mx и Dx. 
Будем считать X1,  …,  Xn независимыми случайными величинами. Пусть 

1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ .

Из неравенства Чебышева следует, что

	
( ) [ ]

21 ,x

D x
P m xβ = − ≤ ε ≥ −

ε  
 21 ,xD

n
β ≥ −

ε  
 2 ,xDn− ≥ −

ε α
	 (1)

где α =1 – β, β – надежность, ε – точность интервальной оценки.

Потребуем, чтобы 1 2 ,xD
n

α ≥
ε

 где α1 – число, удовлетворяющее условию 

α < α1 < 1. Оценка α1 будет получена позже. Тогда

	
2

1

,xDn ≥
ε α

	 (2)

	
2

1

,xDbn b≥
ε α

	 (3)

где b – действительное число, такое, что bα > α1, т.е. b > 1. Оценка b будет 
определена в дальнейшем.
Из (1) и (3) получаем

	
2

1

1( 1) .xD bn b
 

− ≥ − ε α α 
	 (4)

Из (4) следует, что

	
02

1

1 1 .
( 1)

xD bn n
b

 
≥ − = − ε α α 

	 (5)

Вычислим производную 1
0 2 2

1 ,
( 1)b

xDn
b

α −α′ =
αα − ε

 т.е. n0 > 0 и n0 – возрас-

тающая функция относительно b, при этом n0 = 0, когда 1b α
=
α

, т.е. если 
n0 > 0, то 1b α

=
α

 и наоборот.
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Предположим, что для данных Dx, ε, α объем репрезентативности, опре-
деляемый для построения доверительного интервала с точностью ε и на-
дежностью 1 – α = β, известен и равен n1 + 1. Представим n1 в виде

	
2

1 2 .xDn t=
ε

	 (6)

Пусть 1, tα  и 1t  удовлетворяют условию

	
1

1

1 1 .t t> > >
α α

	 (7)

Тогда 1
1 .t>
α

Требуем, чтобы выполнялось условие

	
1 02 2 ,x xD Dt n t< <

ε ε
т.е.

	
1

1

1 1 .
1

bt t
b

 
< − < − α α 

	 (8)

Обозначим через y выражение 

	 1

1 1 .
1

b
b

 
− − α α 

	 (9)

С учетом (7) неравенство (8) преобразуется к виду (с учетом левой ча-
сти):

	

( )
( )

1 1
0

1 1

1
.

1
t

b b
t

α −α
= <
α −α

	 (10)

Правая часть неравенства (8) представляет собой верное неравенство 

для любого b > 0, так как 
1

1 1 .t< <
α α

Очевидно, левая часть (10) больше, чем 1α
α

, и является возрастающей 

функцией относительно t1, т.е. чем больше t1, тем больше b и больше n0, тог-
да n0 будет приближаться слева к объему репрезентативности n1. Поэтому t1 

должно быть близко к 
1

1
α

, но меньше его.

Не нарушая общности, рассмотрим пример нормального распределе-
ния.

Предположим, что точность вычислений задана до 0,0001 долей. Тог-
да промежуточные вычисления округляются до 0,00001. Например, если 

β = 0,8890 и α = 0,1010, ε = 0,1; Dx = 1; n1 = 269, то t = 2,68960 и 1
t

 = 0,37180. 

Отсюда α1 > 0,3718. Будем считать, что α1 отличается от 1
t

 на 0,0001. Точ-
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ность вычислений рассматривается до 0,0001. Поэтому в качестве значения 

α1 можно взять число 0,3719. Тогда, согласно (7), 1
1

1 2,68889.t < =
α

 В каче-

стве t1 можно взять значение 2,68879, т.е. на 0,0001 меньше, чем 
1

1
α

. При 

этих данных из (10) получаем b0 = 68774,59177.
Таким образом, при b  =  b0  +  0,0001  =  68774,59187 выражение 

1

1 1
1

by
b

 
= − = − α α 

 2,6888 будет отличаться от t на величину 0,0008. При 

этом 0 2 2,6888 1XDn  = + ε 
, здесь знак     означает целую часть числа. Объ-

ем репрезентативности n1 + 1 = 2 2,6896 1xD
+

ε
. Относительная погрешность 

замены t на y и n1 на n0 составляет 0,029 %.
В общем виде пусть α, α1, t и t1 удовлетворяют (6)–(8). Обозначим че-

рез o число 0,0001. Положим 1
1 ,o
t

α = +  1
1

1t o= −
α

, т.е. 1
1

1
t o

t o
= −

+
. Тогда 

приближенно можно считать, что o
t
α
⋅ + 2o o

t
α

α ⋅ ≈ ⋅ , и после преобразова-

ний получаем

	
0

1 .to t ob
o

+ − α +α
=

α

Отсюда 0
11 1 .to tb b o

o
+ − α

− = + − =
α

Положим 
1

1 1 .
1

by
b

 
= − − α α 

 Тогда 
2 2

2 2 2 .
1 2

t t o t t o oy
to t o t t o

+ − α + α −
=

+ + − α − α

Допустим, t – y = Δ. Отсюда получаем выражение для Δ:

	

3 2 3 2

2 2 2 .
1 2
t o t o t o t o o

to t o t t o
− α + − α +

∆ =
+ + − α − α

	 (11)

При этом t является функцией α.
Смысл Δ: это погрешность в определении множителя t объема репрезента-

тивности 2 .xD t
ε

Из (11) получаем уравнение для t:

	
3 2(1 ) (1 ) ( 2 ) 0.t o t o t o o o−α + −∆ +α∆ + α∆ −α − ∆ + −∆ = 	 (12)

Принимая значения α из промежутка [α(1), α(2)] для заданной таблично 
или функционально зависимости Δ = Δ(α), находим соответствующее зна-
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чение Δ и t из уравнения (12). Умножая найденное t на заданное выражение 

2
xD

ε
, получаем приближенно с точностью Δ(α) соответствующий объем ре-

презентативности 2 1,xD t  + ε 
 здесь x    означает целую часть числа x.

Таким образом, имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Для данных надежности α ∈ [α(1), α(2)], точности ε, диспер-

сии Dx и уравнения погрешности Δ = Δ(α) при выполнении (7) объем ре-
презентативности для любого закона распределения равен приближенно 

2 1,xD t  + ε 
 где t находится из уравнения (12) с заданной погрешностью Δ(α).

Известно, что при данных Dx и ε, чем меньше α, тем больше объем ре-
презентативности, а поэтому больше t. Следовательно, t и Δ являются убы-
вающими функциями от α.

Функция Δ задается, исходя из накопленного опыта оценки погрешно-
стей в отыскании объема репрезентативности, из целесообразности той 
или иной оценки. 

Например, Δ = δ/α, где δ – const (δ > 0) на участке задания α. В общем 
случае Δ – это убывающая функция. Как будет показано далее, для нор-
мального распределения ∆  изменяется по убывающей экспоненте. Значе-
ние Δ может быть задано минимум в семи точках для достаточно точного 
описания ее уравнения регрессии. Может быть задана не Δ, а объем репре-

зентативности в семи точках. Тогда объем делится на 2
xD

ε
 – находится t. За- 

тем по заданной вероятности α  и найденному значению t по формуле (11) 
находится Δ.

Рассмотрим аппроксимацию Δ по прямой линии. Здесь возможны два 
варианта: для данных α(1) и α(2) заданы соответствующие значения Δ(1) и Δ(2) 
и второй вариант – эти значения не заданы, но заданы объемы репрезента-
тивности n(1) и n(2). Не нарушая общности, рассмотрим второй вариант.

Пусть α(1) = 0,05; α(2) = 0,4. Большие значения α не имеет смысла брать, 
так как в этом случае надо переходить к противоположному событию и 
вместо α рассматривать β = 1 – α. Допустим, что для α(1) и α(2) известны объ-
емы репрезентативности n(1) и n(2), причем n(1) > n(2) (при заданных Dx и ε). 

Поделим n(1) и n(2) на 2 ,xD
ε

 получим значения t(1) и t(2) соответственно, при 

этом t(1) > t(2). Из формулы (11) находим Δ(1) = Δ(α(1)), Δ(2) = Δ(α(2)).
Рассмотрим, для примера, линейную зависимость Δ от α и запишем 

уравнение прямой линии, проходящей через точки (α(1), Δ1), (α(2), Δ2):

	

(1) (2) (1)

(1) (2) (1)

( ) .∆ α −∆ ∆ −∆
=

α −α α −α
	 (13)

Отсюда находим

	

(2) (1) (1)
(1)

(2) (1)

( )( )( ) .∆ −∆ α −α
∆ α = ∆ +

α −α
	 (14)
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Заметим, что если погрешность Δ задана по семи и более точкам, то 
объем репрезентативности будет не менее 7. Если Δ задана непрерывной 
функцией, например, исходя из предыдущей практики описания подобных 
событий или ситуаций, то в этом случае объем репрезентативности может 
быть любым, в том числе принимать значения 1, 2, 3 и т.п.

2. Новый метод описания прямой и обратной 
функции Лапласа

Для нормального закона распределения функция u t=  с погрешно-
стью Δ(α) описывает обратную функцию Лапласа. Погрешность находится 
из уравнения (15):

	
0,0630,0012 ,e− α∆ = 	 (15)

представляющего собой эконометрическую модель, построенную по 12 
значениям α и Δ согласно табл. 1 с точностью R2 = 0,9609. График зависи-
мости Δ от α показан на рис. 1.

Из (12) находим α:

	

3 2 2

3 2

2 .t o t o t o to o
t o t o t to

+ − ∆ − ∆ + −∆
α =

− ∆ − ∆ +
	 (16)

Данная зависимость с погрешностью Δ описывает функцию Лапласа. 
График зависимости Δ от t представлен на рис. 2.

Рис. 1. График зависимости Δ от α
Graph of dependence Δ from α

Рис. 2. График зависимости Δ от t
Graph of dependence Δ from t
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Итак, имеем следующее утверждение.
Теорема 2. С погрешностью Δ(t) функция Лапласа выражается из урав-

нения (16) при заданных значениях o = 0,0001 и t = u2, где u – заданная об-
ратная функция Лапласа.

С погрешностью Δ(t) из уравнения (12) находится t = u2 при заданным 
o = 0,0001 и α.

Предложенное описание отличается достаточной обозримостью, по 
сравнению с таблицами Лапласа и представлением функции Лапласа по-
средством интегрирования рядов. Кроме того, такое представление веро-
ятностной и обратной к ней функции отличается универсальностью и при-
годно для любого распределения, в том числе когда закон неизвестен.  

Таким образом, функция Лапласа и обратная к ней являются частным 
случаем множества функций, отличающихся заданной погрешностью Δ 
(при одних и тех же точности ε и дисперсии Dx).

3. Построение доверительного интервала 
для математического ожидания случайной величины 

при неизвестной дисперсии

Теперь рассмотрим случай построения доверительного интервала при 
неизвестной Dx случайной величины. Тогда для Dx рассматривается ее то-

чечная оценка 2 2

1

1 ( ) .
1

n

x i
i

S x x
n =

= −
− ∑

Пусть надежность такой замены равна ε1, т.е.

	
2

1.x xD S− < ε 	 (17)

Для проверки выполнения неравенства

	

2 2
1 1

02 21 1x xS Sn
   − ε + ε

+ ≤ ≤ +   ε ε   
	 (18)

организуется рекуррентная процедура. Сначала полагаем n = n0 = 2. Про-
веряем неравенство при числе испытаний n0. Если неравенство выполня-
ется, то объем репрезентативности равен n0, в противном случае полагаем 
n0 = n0 + 1 и добавляем из генеральной совокупности еще один элемент, 
который выбирается случайным образом. И весь процесс повторяется, т.е. 
используется рекуррентный метод. 

Приведем алгоритм решения задач данного типа.
Исходные данные: ε, Sx

2, α, n0 = 2, Δ = Δ(α).
1. Проводим n0 испытаний.
2. Находим соответствующие значения x  и Sx

2.
3. Находим t из уравнения (12).

4. Находим значения 
2

1
2 1xSI

 − ε
= + ε 

ë  и 
2

1
2 1.xSI

 + ε
= + ε 

ï
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5. Сравниваем полученные значения с n0. Если неравенство (18) не вы-
полняется, то полагаем n0 = n0 + 1 и переходим на шаг 1 алгоритма (т.е. про-
водим еще одно испытание). Если неравенство выполняется, то объем ре-
презентативности с погрешностью Δ равен найденному значению n0.

Алгоритм решения задач данного типа рассмотрим в части практиче-
ской реализации на конкретном примере.

4. Пример расчетов

В качестве практической реализации рассмотрим пример определения 
объема репрезентативности для любого распределения при неизвестной 
дисперсии.

Допустим, речь идет о балле учащегося по тестированию, когда балл 
за каждое задание изменяется от 0 до 10. Баллы учащегося по тестиро-
ванию приведены в табл.  1. Надо определить минимальное количество 
заданий (объем репрезентативности), при котором средний балл выборки 
будет отличаться от истинного среднего балла не более, чем на ε с надеж-
ностью α.

Таблица 1
Балл учащегося по тестированию

Student score on testing

4 3 5 6 5 7 6 7 5 8 9 6 5 5 4 7 4 8 6 9

Пусть заданы значения: ε = 0,5; ε1 = 0,5; α = 0,1; n = 20, n0 = 2, o = 0,001, 
функция погрешности Δ = 0,001/α.

Алгоритм заключается в следующем.
1. Первоначально n0 = 2. Из опыта определяем баллы за первое и второе 

задания: x1 и x2. Пусть, например, x1 = 4 и x2 = 3.
2. Находим ,53x =  и 2 0,5xS = .
3. Находим 2

1 ,50 0,5 0xS − ε = − =  и 2 0,01 1xS + = .
4. Из (12) находим t при Δ = 0,01. Получаем 1,7180.
5. Вычисляем:

	

2
1

2 1,7180,5 0,51 1 1,
0,25

xSI t
 − ε − = + = + =   ε   

ë

	

2
1

2 1,710,5 0,011 1 78 .
0,25

xSI t
 + ε + = + = + =   ε   

ï

6. Проверяем выполнение неравенства (18). Оно не выполняется, пола-
гаем n0= n0+1=3 и переходим на шаг 1 алгоритма.

Порядок вычислений приведен в табл. 2.
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Таблица 2
Порядок вычислений

Calculation Order

n0 x 2
xS x 2

1xS + ε 2
1xS − ε 2 2

1( )xS + ε ε 2 2
1( )xS − ε ε Iп Iл

1 4
2 3 0,5000 3,5000 1,0000 0,0000 4,0000 0,0000 7 1
3 5 1,0000 4,0000 1,5000 0,5000 6,0000 2,0000 11 4
4 6 1,6667 4,5000 2,1667 1,1667 8,6667 4,6667 15 9
5 5 1,3000 4,6000 1,8000 0,8000 7,2000 3,2000 13 6
6 7 2,0000 5,0000 2,5000 1,5000 10,0000 6,0000 18 11
7 6 1,8095 5,1429 2,3095 1,3095 9,2381 5,2381 16 9
8 7 1,9821 5,3750 2,4821 1,4821 9,9286 5,9286 18 11
9 5 1,7500 5,3333 2,2500 1,2500 9,0000 5,0000 16 9

10 8 2,2667 5,6000 2,7667 1,7667 11,0667 7,0667 20 13

Для рассмотренного примера неравенство (18) выполняется при n0 = 9.

Заключение

Дальнейшим развитием разработанного в статье метода является его 
развитие для моды, медианы и других параметров законов распределения, 
а также построение интервальных оценок для нечетких данных.

Разработанный авторами метод может применяться в социально-эконо-
мических, военных, технических, медицинских, экологических, биологи-
ческих и других системах, а также при решении задач квалиметрии, метро-
логии, стандартизации и сертификации продукции.
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