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Ôîð ìó ëè ðó þò ñÿ ðå êî ìåí äà öèè ïî ïî ñòðî å íèþ íå ïà ðà ìåò ðè ÷å ñêèõ îöå íîê
ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè, ìè íè ìè çè ðó þ ùèõ èí òåã ðà ëü íóþ ñðåä íå êâàä ðà òè÷ -
íóþ îøèá êó îöå íè âà íèÿ.

Äàí íóþ ðàáîòó ñëå äó åò ðàñ ñìàò ðè âàòü êàê ðàñ øè ðåí íûé êîì ìåí òà ðèé ê
ðà áî òå [1], â êî òî ðîé íå ïà ðà ìåò ðè ÷å ñêàÿ îöåí êà íå èç âå ñò íîé ïëîò íî ñòè âå -
ðî ÿò íî ñòè èñ ïî ëü çó åò ñÿ â çà äà ÷àõ âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ñòî õà ñòè ÷å ñêèõ çà âè -
ñèìî ñòåé è ðàñ ïî çíà âà íèÿ îá ðà çîâ. Âå ëè ÷è íà W p x2 ( ( )),  îïðå äå ëåí íàÿ â [1,
ñ. 56] è íà çâàí íàÿ ñðåä íå êâàä ðà òè÷ íûì îò êëî íå íè åì îöåí êè p x( ) ïëîò íî ñòè
âå ðî ÿò íî ñòè p x( ), ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé íå ÷òî èíîå, êàê èí òåã ðà ëü íóþ ñðåä -
íå êâàä ðà òè÷ íóþ îøèá êó (ÈÑÊÎ), ò. å. ñðåä íþþ (ïî àí ñàì á ëþ ðå à ëè çà öèé)
îøèá êó, èç ìå ðÿ å ìóþ â ìåò ðè êå ïðî ñòðàí ñò âà L2 ( , ):-¥ ¥

W p x p x p x dx2
2( ( )) [ ( ) ( )] .= -

-¥

¥

ò (1)

Äàëåå áó äóò ïðè âå äå íû íå êî òî ðûå ñî îá ðà æå íèÿ, êà ñà þ ùè å ñÿ íå ïà ðà -
ìåò ðè ÷å ñêî ãî îöå íè âà íèÿ ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè p x( ). Ó÷è òû âàÿ êðè òå ðèé
(1) êà ÷å ñò âà îöåí êè ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè [1], ñôîð ìó ëè ðó åì ðå êî ìåí äà -
öèè, íà ïðàâ ëåí íûå, âî-ïåð âûõ, íà óìå íü øå íèå îøèá êè îöå íè âà íèÿ ôóí ê -
öèè p x( ), èç ìå ðÿ å ìîé â ìåò ðè êå ïðî ñòðàí ñò âà L2 ( , ),-¥ ¥  è, âî-âòî ðûõ, íà
ñî êðà ùå íèå îáú å ìà âû ÷èñ ëå íèé, âå äó ùèõ ê èñ êî ìîé ñòà òè ñòè ÷å ñêîé îöåí êå, 
à òàê æå êî ðîò êî îá ñóäèì íå êî òî ðûå âî ïðî ñû, êà ñà þ ùè å ñÿ ñõî äè ìî ñòè îöå -
íîê ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè â ìåò ðè êå ïðî ñòðàí ñò âà íå ïðå ðûâ íûõ ôóí ê öèé 
C( , ).-¥ ¥

Ôîð ìó ëè ðó å ìûå ðå êî ìåí äà öèè ïî ñó ùå ñò âó ñâî äÿò ñÿ ê èñ ïî ëü çî âà íèþ
òàê íà çû âà å ìûõ äî ïó ñ òè ìûõ (â èç âå ñò íîì ñìûñ ëå íåó ëó÷ øà å ìûõ) îöå íîê
ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè. ×òî æå êà ñà åò ñÿ îöå íîê, íå ÿâ ëÿ þ ùèõ ñÿ äî ïó ñ òè ìû -
ìè, òî èõ ïðè ìå íå íèå íå èç áåæ íî ïðè âî äèò ê çà âû øåí íûì çíà ÷å íè ÿì ÈÑÊÎ,
ïî ý òî ìó ñ ñà ìî ãî íà ÷à ëà èõ ñëå äó åò èñê ëþ ÷èòü èç ðàñ ñìîò ðå íèÿ, ïî ñêî ëü êó
èç á ðàí íûì íàìè êðè òå ðè åì êà ÷å ñò âà îöåí êè ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè ÿâ ëÿ åò -
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ñÿ âå ëè ÷è íà (1). Îáî çíà ÷å íèÿ îöå íîê ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè è äðó ãèõ ìà òå -
ìà òè ÷å ñêèõ îáú åê òîâ â äàí íîé ðàáîòå íå áó äóò ñîâ ïà äàòü ñ îáî çíà ÷å íè ÿ ìè â
ðà áîòå [1].

Èòàê, ïóñòü X X X n1 2, , ... ,  – âû áîð êà èç n íå çà âè ñè ìûõ íà áëþ äå íèé ñëó -
÷àé íîé âå ëè ÷è íû X ñ íå èç âå ñò íîé ïëîò íî ñòüþ âå ðî ÿò íî ñòè p x( ). Êàê è â ðà -
áî òàõ [2–5], îãðà íè ÷èì ñÿ ðàñ ñìîò ðå íè åì ÿäåð íîé îöåí êè ôóí ê öèè p x( ), êî -
òî ðàÿ îïðå äå ëÿ åò ñÿ ñî îò íî øå íè åì
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ãäå h h n= ( ) – íå êî òî ðàÿ ïî ñëå äî âà òå ëü íîñòü ïî ëî æè òå ëü íûõ ÷è ñåë, ñòðå ìÿ -
ùà ÿ ñÿ ê íóëþ (íî íå ñëèø êîì áû ñò ðî) ïðè n ® ¥ ,  à K x( ) – íå êî òî ðàÿ ÷åò íàÿ
îãðà íè ÷åí íàÿ ôóí ê öèÿ, óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùàÿ óñëî âè ÿì K x dxò =( ) 1 è K x( )Î

Î -¥ ¥L2 ( , )  (ò. å. K x dx2

ò < ¥( ) ). Çäåñü (è äà ëåå) èí òåã ðàë áåç óêà çà íèÿ ïðå -

äå ëîâ îáî çíà ÷à åò èí òåã ðè ðî âà íèå â ïðå äå ëàõ îò - ¥ äî + ¥.
Ïî íÿ òèå äî ïó ñ òè ìî ñòè âå ñî âîé ôóí ê öèè K x( ) âïåð âûå ââå äå íî â [6]. Âå -

ñî âàÿ ôóí ê öèÿ K x( ) (à âìå ñ òå ñ íåé è îöåíêà ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè (2)) íà -
çû âà åò ñÿ äî ïó ñ òè ìîé, åñëè åå ïðå îá ðà çî âà íèå Ôó ðüå Y( ) exp( ) ( )t itx K x dx= ò
íå îò ðè öà òå ëü íî è íå ïðå âîñ õî äèò 1 äëÿ âñåõ t ÎR (âå ùå ñò âåí íîñòü ôóí ê öèè 
Y( )t  ñëå äó åò èç ÷åò íî ñòè ïðå îá ðà çó å ìîé ôóí ê öèè K x( )). Åñëè ôóí ê öèÿ K x( )
äî ïó ñ òè ìà â ñìûñ ëå [6], òî ÈÑÊÎ ïî ëó ÷à å ìîé ñ åå ïî ìî ùüþ îöåí êè (2) íå
ìî æåò áûòü óìå íü øå íà îä íî âðå ìåí íî (ñ ïî ìî ùüþ îä íîé è òîé æå âå ñî âîé
ôóí ê öèè K x* ( )) äëÿ âñåõ ïëîò íî ñòåé âå ðî ÿò íî ñòè p x( )  è äëÿ âñåõ n è h èç îá -
ëà ñ òè èõ çíà ÷å íèé. Åñëè æå âå ñî âàÿ ôóí ê öèÿ K x( ) íå ÿâ ëÿ åò ñÿ äî ïó ñ òè ìîé,
òî âñå ãäà åñòü âîç ìîæ íîñòü óìå íü øèòü ÈÑÊÎ ïî ëó ÷à å ìîé ñ åå ïî ìî ùüþ
îöåí êè (2) îä íî âðå ìåí íî äëÿ âñåõ ïëîò íî ñòåé âå ðî ÿò íî ñòè p x( ) è äëÿ âñåõ
íà òó ðà ëü íûõ n.

Äà ëåå ïî íà äî áèò ñÿ ïî íÿ òèå ïî ðÿä êà âå ñî âîé ôóí ê öèè K x( ). Êàê è â ðà áî -
òàõ [4, 5], ïî ðÿä êîì âå ñî âîé ôóí ê öèè K x( ) áó äåì íà çû âàòü íàè ìåíü øåå ÷åò -

íîå ÷èñ ëî r ³ 2,  äëÿ êî òî ðî ãî x K x dxr

ò ¹( ) .0  Î÷å âèä íî, ôóí ê öèÿ K x( ) çíà êî -

ïå ðå ìåí íà, åñëè r > 2.  Õî ðî øî èç âå ñò íî, ÷òî ïðè äî ñòà òî÷ íî áî ëü øèõ n (à â
ðÿäå ñëó ÷à åâ è ïðè íå î÷åíü áî ëü øèõ n) ïðè ìå íå íèå âå ñî âûõ ôóíêöèé âû -
ñøèõ ïî ðÿä êîâ (ò. å. ïîðÿä êîâ r > 2) ïî çâî ëÿ åò ñó ùå ñò âåí íî óìåíü øèòü
îøèá êó îöå íè âà íèÿ (èç ìå ðÿ å ìóþ âî ìíî ãèõ ñî âåð øåí íî ðàç íûõ ìåò ðè êàõ),
åñëè òî ëü êî îöå íè âà å ìàÿ ïëîò íîñòü âå ðî ÿò íî ñòè p x( ) ÿâ ëÿ åò ñÿ äî ñòà òî÷ íî
ãëàä êîé (ìíî ãî êðàò íî äèô ôå ðåí öè ðó å ìîé) ôóí ê öèåé. Ñ ó÷å òîì ýòî ãî îá ñòî -
ÿ òå ëü ñò âà ïðåä ëîæèì âå ñî âûå ôóí ê öèè K x( ) íå òî ëü êî ìè íè ìàëü íî ãî (âòî -
ðî ãî) ïî ðÿä êà, íî è ïî ðÿä êîâ r > 2.

Äî ïó ñ òè ìû ìè âå ñî âû ìè ôóí ê öè ÿ ìè âòî ðî ãî ïî ðÿä êà ÿâ ëÿ þò ñÿ ôóí ê öèè 
èç [3, 7] ñî îò âåò ñò âåí íî:
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×òî æå êà ñà åò ñÿ äî ïó ñ òè ìûõ âå ñî âûõ ôóí ê öèé âû ñøèõ ïî ðÿä êîâ, òî îíè
ìî ãóò áûòü íàé äå íû â ðà áî òàõ [4, ðàçä. 1] è [5, ðàçä. 1]. Âñå ïðåä ëî æåí íûå â
íèõ âå ñî âûå ôóí ê öèè K x( ) ÿâ ëÿ þò ñÿ ëè íåé íû ìè êîì áè íà öè ÿ ìè B-ñïëàé íîâ
Øåí áåð ãà, ïðåä ñòàâ ëÿþùèõ çíà ÷è òå ëü íûé èí òå ðåñ íå òî ëü êî äëÿ íå ïà ðà ìåò -
ðè ÷å ñêîé ñòà òè ñòè êè, íî è äëÿ òå î ðèè èí òåð ïî ëè ðî âà íèÿ [8–10]. Ïðè ýòîì
âñå âå ñî âûå ôóí ê öèè K x( ) èç [5] îá ëà äà þò åùå îä íèì áëà ãî ïðè ÿò íûì ñâîé -
ñò âîì: îíè äèô ôå ðåí öè ðó å ìû. Â ýòîì ñëó ÷àå ñ ïî ìî ùüþ âå ñî âîé ôóí ê öèè 
K x( ) ìî æåò áûòü ïî ñòðî å íà îöåí êà, êî òî ðàÿ ïðè n ® ¥ ñõî äèò ñÿ ê îöå íè âà å -
ìîé ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè p x( ) íå òîëü êî â ìåò ðè êå L2 ( , ),-¥ ¥  íî è â ìåò -
ðè êå ïðî ñòðàí ñò âà íå ïðå ðûâ íûõ ôóíê öèé C( , )-¥ ¥  (åñëè òî ëü êî îöå íè âà å -
ìàÿ ïëîò íîñòü âå ðî ÿò íî ñòè p x( ) íå ïðå ðûâ íà). Îò ìå òèì, ÷òî âå ñî âàÿ
ôóí ê öèÿ âòî ðî ãî ïî ðÿä êà (4) òàê æå äèô ôå ðåí öè ðó å ìà.

Çà ìå ÷à íèå 1. Ñëå äó åò èìåòü â âèäó, ÷òî áà çî âàÿ âå ñî âàÿ ôóí ê öèÿ W x6 ( ),
âõî äÿ ùàÿ â íå êî òî ðûå èç ôóí ê öèé K x( ) â êà ÷å ñò âå îä íî ãî èç ñëà ãà å ìûõ, ïðè -
âå äå íà â ðà áî òå [5] ñ îïå ÷àò êîé: â îä íîé èç øåñ òè ôîð ìóë, îïðå äå ëÿ þ ùèõ
ôóí ê öèþ W x6 ( ) äëÿ êàæ äî ãî èç øåñ òè ñìåæ íûõ èí òåð âà ëîâ åäè íè÷ íîé äëè -
íû, çíà ÷å íèå íîð ìè ðó þ ùå ãî äå ëè òå ëÿ, ñëå äó þ ùå ãî çà çíà êîì «/» ïî ñëå êðóã -
ëîé ñêîá êè, íå ñêî ëü êî çà âû øå íî. Ïðà âèëü íîå çíà ÷å íèå íîð ìè ðó þ ùå ãî äå -
ëè òå ëÿ âî âñåõ øåñ òè ôîð ìó ëàõ, îïðåäåëÿþùèõ ôóí ê öèþ W x6 ( ), îäíî è òî
æå: 39916800.

Çà ìå ÷à íèå 2. Àëãîðèòìû â ðà áî òàõ [4, 5] ïî çâî ëÿ þò ñòðî èòü äî ïó ñ òè ìûå
(íåó ëó÷ øà å ìûå â ìåò ðè êå L2 ( , ))-¥ ¥  îöåí êè íå òî ëü êî ñà ìîé ïëîò íî ñòè âå -
ðî ÿò íî ñòè p x( ), íî è åå ïðî èç âîä íûõ äî òðå òüå ãî ïî ðÿä êà âêëþ ÷è òå ëü íî. Íå -
îá õî äè ìîñòü ñòà òè ñòè ÷å ñêî ãî îöå íè âà íèÿ ïðî èç âîä íûõ ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò -
íî ñòè âîç íè êà åò ïðè ðå øå íèè ìíî ãèõ çà äà÷ îá ðà áîò êè ðå çó ëü òà òîâ íà áëþ äå -
íèé [11, ðàçä. 3.6].

Íà êî íåö, çà ìå òèì, ÷òî íî ñè òå ëåì êàæ äîé èç ïðåä ëà ãà å ìûõ íàìè âå ñî âûõ 
ôóí ê öèé K x( ) ÿâ ëÿ åò ñÿ êî íå÷ íûé èí òåð âàë. Ýòî ïî ñëåä íåå îá ñòî ÿ òå ëü ñò âî
ñó ùå ñò âåí íî óñêî ðÿ åò âû ÷èñ ëå íèå îöåí êè (2) ïëîò íî ñòè âå ðî ÿò íî ñòè: ïðè
äî ñòà òî÷ íî áî ëü øèõ n ïðà âàÿ ÷àñòü ôîð ìó ëû (2) áó äåò ðå à ëü íî çà âè ñåòü
ëèøü îò íå áî ëü øîé äîëè èñ õîä íûõ íà áëþ äå íèé X i.
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