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С использованием формализованного подхода к построению определяющих соотноше-
ний сложных сред при конечных деформациях записано уравнение состояния для спла-
ва с памятью формы. Полученные соотношения протестированы на связанных упруго-
неупругих краевых задачах о деформировании образца из материала с памятью формы
при прямом и обратном мартенситных превращениях.
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Введение. В работах [1–6] предложен подход к построению моделей, описывающих
поведение сложных сред при конечных деформациях и структурных изменениях в ма-
териалах и удовлетворяющих принципам термодинамики и объективности. С использо-
ванием процедуры наложения малых деформаций на конечные деформации описана ки-
нематика термоупруго-неупругого процесса. Термоупруго-неупругий процесс трактуется
как упругий процесс с напряженной отсчетной конфигурацией, в качестве которой при-
нимается промежуточная упругая конфигурация, близкая к текущей и получающаяся из
нее при малой упругой разгрузке. Для формального описания указанной близости в век-
тор перемещения, определяющий положение точек в текущей конфигурации относительно
промежуточной конфигурации, вводится малый положительный параметр. Это позволяет
представить все кинематические величины в виде рядов по данному малому параметру,
в которых удержаны только линейные слагаемые, и в результате построить для любо-
го закона упругости определяющие уравнения с начальными напряжениями и функциями

отклика материала на малые упругие деформации относительно промежуточной конфигу-
рации. Предельным переходом при стремлении промежуточной конфигурации к текущей
это определяющее уравнение сводится к точному эволюционному уравнению с объективной

производной, следующей из этого предельного перехода.
В рамках указанного подхода в настоящей работе строятся корректные определяю-

щие уравнения для конечных упруго-неупругих деформаций материалов, претерпевающих
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мартенситно-аустенитный переход в процессе деформирования и изменения температуры.
Тестирование этих уравнений осуществляется на связанных упруго-неупругих краевых
задачах о деформировании тонкостенных конструкций. Считается, что изменение однород-
ной температуры окружающей среды происходит достаточно медленно, поэтому в любой
момент времени температура материала также является однородной и равна температуре

окружающей среды. Это позволяет не рассматривать процесс установления температуры
(уравнение теплопроводности не приводится).

1. Основные соотношения. В данном пункте приводятся общие определяющие и
кинематические соотношения, которые конкретизируются для сплавов с памятью формы.

1.1. Определяющее соотношение. Среди эквивалентных форм представления опреде-
ляющих соотношений для простого материала [1, 2], удовлетворяющих принципу объек-
тивности [7], выберем форму

T = J−1F · g̃(CE ,Θ, q) · F т. (1.1)

Здесь T — тензор истинных напряжений; g̃(CE ,Θ, q) — функция отклика материала (тен-
зор второго ранга); CE = F тE · FE — мера Коши — Грина упругих деформаций; FE —
упругий градиент места; F — полный градиент места; J = I3(F ) — третий инвариант F
(якобиан, определяющий относительное изменение объема); Θ — абсолютная температу-
ра; q — скалярный параметр процесса (в сплавах с памятью формы (СПФ) — доля мар-
тенситной фазы в объеме материала, зависящая от температуры). В представлении (1.1)
тензор g̃, известный как второй (симметричный) тензор напряжений Пиолы — Кирхгофа,
зависит от физико-механических свойств материала, характеризует его отклик на чистую
деформацию, описываемую мерой деформации Коши — Грина CE , определяется на эле-
ментарной площадке недеформированной начальной конфигурации и выражается через

упругий потенциал W (CE ,Θ, q) с помощью соотношения g̃ = 2(∂W (CE ,Θ, q)/∂CE). При
этом от величин Θ и q зависят только параметры функционального соотношения W (CE).
Например, выражение для упрощенного потенциала Мурнагана с параметрами a и b за-
писывается в виде W = a(Θ, q)[I1(CE) − 3] + b(Θ, q)[I2(CE) − 3]. Преобразование правой
части (1.1) позволяет определить тензор T в текущей конфигурации. Свойства среды зави-
сят от структуры материала и могут изменяться при деформировании и действии других

физических полей. Элементарная ориентированная площадка определяется только кине-
матикой процесса.

В работах [1, 2] вводятся начальная κ0, промежуточная κ∗ и текущая (актуальная) κ
конфигурации, причем конфигурации κ∗ и κ близки. Эта близость характеризуется малым
параметром ε, являющимся удобным средством формализации малости не только вектора
перемещений, но и других величин, определяемых через перемещения. В работе [3] пока-
зано, что относительно промежуточной конфигурации κ∗ соотношение (1.1) с точностью
до линейных по ε слагаемых представляется в виде

T = T∗ + εT ′,

T ′ = −I1(e)T∗ + h · T∗ + T∗ · hт + θ(T,Θ)∗ + q′(T,q)∗ + LIV
∗ · · eE .

(1.2)

Здесь T∗ — тензор истинных напряжений в промежуточной конфигурации; h = (
∗
∇ u)т —

градиент вектора малых полных перемещений;
∗
∇ — оператор Гамильтона относительно

промежуточной конфигурации; e = (h + hт)/2, eE — тензоры малых полных и упругих

деформаций относительно промежуточной конфигурации; u — вектор перемещений из

промежуточной конфигурации в близкую текущую; I1(e) — первый инвариант e; θ —
приращение температуры (Θ = Θ∗ + εθ); q′ — приращение q (q = q∗ + εq′); (T,α)∗ ≡
(∂T/∂α)∗; величины с индексом “∗” соответствуют промежуточной конфигурации; LIV

∗ —
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тензор четвертого ранга, определяющий отклик материала на малые упругие деформации
относительно промежуточной конфигурации (см. [3]):

LIV
∗ = 4J−1

∗ F∗ ·
(
F∗

3◦ ∂
2W (CE ,Θ∗, q∗)

∂C2
E

∣∣∣
CE=CE∗

2∗ F т∗
)
· F т∗ , (1.3)

A
3◦ BIV — операция скалярного умножения слева тензора второго ранга A на третий ба-

зисный вектор тензора четвертого ранга BIV; BIV 2∗ A — операция скалярного умножения

справа тензора второго ранга A на второй базисный вектор тензора четвертого ранга BIV.
Тензор малых упругих деформаций представляется через тензор малых температурных

деформаций eΘ и тензор малых фазовых деформаций ePh:

eE = e− eΘ − ePh. (1.4)

1.2. Кинематические соотношения. Согласно [3, 5] кинематические тензоры опреде-
ляются выражениями

F = FE · FPh · FΘ; (1.5)

FE = [g + ε(eE + dE)] · FE∗ = (g + εhE) · FE∗; (1.6)

FPh = [g + εF−1
E∗ · (ePh + dPh) · FE∗] · FPh∗ = (g + εF−1

E∗ · hPh · FE∗) · FPh∗; (1.7)

FΘ = [g + εF−1
Ph∗ · F

−1
E∗ · (eΘ + dΘ) · FE∗ · FPh∗] · FΘ∗ =

= (g + εF−1
Ph∗ · F

−1
E∗ · hΘ · FE∗ · FPh∗) · FΘ∗. (1.8)

Здесь F — полный градиент места; FPh — неупругий градиент места, зависящий от
фазовых деформаций; FΘ — градиент места, зависящий от температурных деформаций;
g — единичный тензор; hE , hPh, hΘ — градиенты вектора малых упругих, фазовых и
температурных перемещений; dE , dPh, dΘ — тензоры малых упругих, фазовых и темпера-
турных поворотов относительно промежуточной конфигурации. В работе [4] показано, что
градиенты места FPh и FΘ должны соответствовать чистым деформациям без вращений:
FPh = UPh, FΘ = UΘ, т. е. в полярных разложениях FPh = RPh · UPh, FΘ = RΘ · UΘ

ортогональные тензоры RPh и RΘ должны быть единичными: RPh = RΘ = g.
Как известно, тензор деформации скорости D = (l + lт)/2 (l = Ḟ · F−1 = (∇̃v)т; v —

скорость перемещения; ∇̃ — оператор Гамильтона относительно текущей конфигурации)
связан с тензором деформаций Альманси Ẽ = (g−A)/2 (A = F−т ·F−1 — мера деформаций

Альманcи) соотношением D = ẼCR, где ẼCR = ˙̃E + lт · Ẽ + Ẽ · l — объективная произ-
водная Коттера — Ривлина. Используя эти соотношения, можно показать, что тензору
деформации скорости DE соответствует тензор деформации Альманси ẼE = (g − ÃE)/2,
где ÃE = AE = F−т

E ·F−1
E . Тензор DPh соответствует тензору ẼPh, который определяется

следующим образом:

ẼPh = (g − ÃPh)/2,

ÃPh = F−т
E∗ · APh · F−1

E∗ , APh = F−т
Ph · F

−1
Ph .

(1.9)

Аналогично тензор DΘ соответствует тензору ẼΘ:

ẼΘ = (g − ÃΘ)/2,

ÃΘ = F−т
E∗ · F

−т
Ph∗ · AΘ · F−1

Ph∗ · F
−1
E∗ , AΘ = F−т

Θ · F−1
Θ .



А. А. Роговой, О. С. Столбова 151

В качестве примера рассмотрим соотношения (1.9). Выражение для тензора, обрат-
ного FPh, следует из (1.7) и имеет вид F−1

Ph = F−1
Ph∗ · (g − εF−1

E∗ · hPh · FE∗), что нетрудно

проверить (FPh ·F−1
Ph = F−1

Ph ·FPh = g с точностью до линейных слагаемых относительно ε).
С учетом этого выражения, сохраняя в (1.9) только линейные члены по ε, получаем

ÃPh = ÃPh∗ − εhтPh · ÃPh∗ − εÃPh∗ · hPh. (1.10)

Представляя это соотношение в виде ÃPh − ÃPh∗ ≡ ∆ÃPh = −∆hтPh · ÃPh∗ − ÃPh∗ ·∆hPh

(вместо ε использовано обозначение ∆ — приращение соответствующей величины), де-
ля его на время перехода из промежуточной конфигурации в текущую ∆t и устремляя
промежуточную конфигурацию к текущей, имеем

˙̃APh = −lтPh · ÃPh − ÃPh · lPh. (1.11)

При этом учтено, что ÃPh∗ → ÃPh, ∆ÃPh/∆t→ ˙̃APh и ∆hPh/∆t→ lPh. Так как

ẼCR
Ph = ˙̃EPh + lтPh · ẼPh + ẼPh · lPh,

то, подставляя в это равенство выражения для ẼPh из (1.9) и ˙̃EPh = − ˙̃APh/2 из (1.11),
получаем

DPh = ẼCR
Ph = (lPh + lтPh)/2.

Таким образом, сформулированное выше соответствие доказано. Заметим, что соглас-
но [3, 4] lPh = FE · ḞPh · F−1

Ph · F
−1
E = (∇̃vPh)т.

Используя соотношение (1.10), тензор фазовых деформаций Альманси ẼPh в (1.9),
согласованный с тензором деформаций скорости DPh, целесообразно представить в виде

ẼPh = ẼPh∗ + ε(hтPh · ÃPh∗ + ÃPh∗ · hPh)/2, (1.12)

где ÃPh∗ = F−т
E∗ ·APh∗·F−1

E∗ ; APh∗ = F−т
Ph∗·F

−1
Ph∗. В случае малых деформаций промежуточная

конфигурация совпадает с начальной. В результате ÃPh∗ = g, тензор ẼPh∗ становится
нулевым и соотношение (1.12) принимает известный вид ẼPh = εePh = ε(hтPh + hPh)/2.

1.3. Сплавы с памятью формы. Как отмечено в работе [8], термомеханическое поведе-
ние СПФ характеризуется рядом эффектов и явлений, связанных с происходящими в этих
материалах фазовыми и структурными превращениями: эффект накопления деформаций
при прямом (мартенситном) превращении, явление ориентированного превращения, моно-
тонная, реверсивная и обратимая память формы, резкое изменение при фазовых переходах
упругих модулей и внутреннего трения, выделение или поглощение достаточно больших
количеств латентного тепла фазовых превращений. Различные варианты моделей СПФ

предложены в работах [9–18] (см. также библиографию к ним). Эти модели позволяют
с различной степенью полноты описать указанные выше эффекты и явления. В данной
работе используется наиболее полная модель, предложенная в работах [14–18].

Вводится скалярная внутренняя переменная q, трактуемая как доля низкотемпера-
турной (мартенситной) фазы в объеме материала (при q = 0 материал находится пол-
ностью в аустенитном состоянии (высокотемпературная фаза), при q = 1 — полностью

в мартенситном). Для того чтобы аппроксимировать диаграмму фазового перехода (зави-
симости объемной доли мартенситной фазы от температуры и напряжений при прямом

A→ M (аустенит — мартенсит) и обратном M → A (мартенсит — аустенит) превраще-
ниях (рис. 1)), используем следующие соотношения [17]:
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Рис. 1. Зависимость объемной доли мартенситной фазы от температуры при

прямом и обратном превращениях:
I–V — области мартенситного и аустенитного состояний при прямом и обратном пре-
вращениях

q = ψ(ξ), ψ(ξ) =


0, ξ 6 0,

ψ(ξ), 0 < ξ < 1, ψ(ξ) = (1− cos (πξ))/2,
1, ξ > 1;

(1.13)

ξ =
Mσ

s −Θ

Ms −Mf
, Mσ

f 6 Θ 6 Mσ
s (A→M, dq > 0),

ξ = 1 +
Aσ

s −Θ

Af − As
, Aσ

s 6 Θ 6 Aσ
f (M → A, dq < 0).

(1.14)

Здесь Ms, Mf , As, Af — температуры начала и завершения прямого и обратного мартен-
ситных превращений в свободном от напряжений материале; Mσ

s , Mσ
f , Aσ

s , Aσ
f — темпера-

туры начала и завершения прямого и обратного мартенситных превращений в нагружен-
ном материале. При прямом переходе A→M (см. рис. 1) материал находится полностью
в аустенитном состоянии в области III∪ IV ∪V; область II переходная: в ней существуют
и мартенситная, и аустенитная фазы с различными объемными долями; в области I мате-
риал находится полностью в мартенситном состоянии. При обратном переходе (M → A)
материал находится полностью в мартенситном состоянии в области I ∪ II ∪ III; область
IV переходная; в области V материал находится полностью в аустенитном состоянии.

Будем использовать линейные зависимости характерных температур от интенсивно-
сти напряжений

Mσ
s = Ms + k σi, Mσ

f = Mf + k σi,

Aσ
s = As + k σi, Aσ

f = Af + k σi,
(1.15)

где k — материальная константа (для СПФ в задачах, рассматриваемых в п. 2, k =

0,1 К/МПа); σi =
√

(3/2)S · ·S — интенсивность напряжений; S = T − I1(T )g/3 — девиа-
тор тензора истинных напряжений. Тогда, представляя выражения для q, ξ, Θ, σi в виде

q = q∗ + εq′, ξ = ξ∗ + εξ′, Θ = Θ∗ + εθ, σi = (σi)∗ + εσ′i, (1.16)

где штрихом отмечены приращения соответствующих величин при переходе из промежу-
точной конфигурации в близкую к ней текущую (для приращения температуры использо-
вано обозначение θ), при 0 < ξ < 1 из (1.13)–(1.15) получаем
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q∗ = 0,5(1− cos (πξ∗)), q′ = 0,5πξ′ sin (πξ∗),

ξ∗ =


Ms + k(σi)∗ −Θ∗

Ms −Mf
, A→M, q′ > 0,

1 +
As + k (σi)∗ −Θ∗

Af − As
, M → A, q′ < 0,

ξ′ = ξ,Θθ + ξ,σiσ
′
i,

(1.17)

ξ,Θ = − 1

Ms −Mf
, ξ,σi =

k

Ms −Mf
, A→M, q′ > 0,

ξ,Θ = − 1

Af − As
, ξ,σi =

k

Af − As
, M → A, q′ < 0.

Представляя девиатор тензора напряжений в виде S = S∗+εS′, подставляя это выражение
в соотношение для интенсивности напряжений, разлагая полученное соотношение в ряд
по ε и сохраняя только линейные относительно этого параметра слагаемые, имеем

(σi)∗ =
√

(3/2)S∗ · ·S∗, σ′i =
3S∗ · ·S′

2(σi)∗
=

3S∗ · ·T ′

2(σi)∗
, (1.18)

где S∗ = T∗−I1(T∗)g/3 и учтено, что S∗ ··S′ = S∗ ·· [T ′−I1(T ′)g/3] = S∗ ··T ′ (определение T∗
и T ′ см. в (1.2)).

Уравнения, описывающие развитие фазовых деформаций (без учета реверсивного эф-
фекта памяти формы при обратных превращениях), приведены в [15] для малых дефор-
маций. Обобщая эти соотношения на конечные деформации с учетом выражений, приве-
денных в конце подп. 1.2, имеем

DPh = ėPh = (βg + c0S + a0ẼPh)q̇, q̇ > 0; (1.19)

DPh = ėPh =
( a0Ẽ

(0)
Ph

exp (a0q0)− 1
+ a0ẼPh

)
q̇, q̇ < 0. (1.20)

Здесь β, c0, a0 — параметры материала (для СПФ в задачах, рассматриваемых в п. 2,
β = 1,17 · 10−3, c0 = 0,283 · 10−3 МПа−1, a0 = 0,718); ẼPh — текущая фазовая дефор-

мация, определяемая соотношением (1.12); q0, Ẽ
(0)
Ph — значения параметра мартенситной

фазы и фазовой деформации в начальной точке процесса обратного превращения. Соот-
ношения (1.19), (1.20) являются корректными: во-первых, они удовлетворяют принципу
объективности, во-вторых, кинематические тензоры DPh и ẼPh, содержащиеся в этих со-
отношениях, согласованы. В терминах малых, но конечных величин соотношения (1.19),
(1.20) представляются в виде

εePh = (βg + c0S∗ + a0ẼPh∗)εq
′, q′ > 0; (1.21)

εePh =
( a0Ẽ

(0)
Ph

exp (a0q0)− 1
+ a0ẼPh∗

)
εq′, q′ < 0 (1.22)

и определяют одну из составляющих в выражении (1.4). Для еще одной составляющей в
выражении (1.4) — тензора малых температурных деформаций— примем закон линейного

температурного расширения eΘ = βΘθg, где βΘ — коэффициент линейного температурного

расширения.
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В соотношения (1.6)–(1.8) входят не только тензоры малых упругих eE , фазовых ePh

и температурных eΘ деформаций, но и тензоры малых упругих dE , фазовых dPh и тем-
пературных dΘ поворотов относительно промежуточной конфигурации. Согласно [5] для
определения dPh используем соотношение

K∗ · dPh + dPh ·K∗ = K∗ · ePh − ePh ·K∗, K∗ = F∗ · F тE∗, (1.23)

которое позволяет выразить dPh через ePh. В результате получаем dE = d− dPh, так как
в соответствии с работой [5] dΘ = 0, если eΘ определяется законом линейного температур-
ного расширения.

Упругое поведение материала будем описывать упрощенным законом Синьори-
ни [19, 20], используемым при умеренных упругих деформациях, которые могут иметь
место, в частности, в металлах. В этом законе второй (симметричный) тензор напряже-
ний Пиолы — Кирхгофа PII, имеющий смысл функции упругого отклика материала g̃
в (1.1), принимает вид

PII ≡ g̃ =
√
I3(CE) [(k1 + k2)C

−1
E − k2C

−2
E ], (1.24)

где

k1 = Λ(3− I1(C
−1
E ))/2 + (Λ +G)(3− I1(C

−1
E ))2/8,

k2 = G− (Λ +G)(3− I1(C
−1
E ))/2,

(1.25)

I3 — третий главный инвариант соответствующего тензора; Λ, G — параметры матери-
ала, имеющие смысл параметра Ламе и модуля сдвига линейной упругости.

В работах [11, 21] на основе гипотезы об аддитивном представлении потенциала Гиб-
бса, слагаемые которого пропорциональны объемным долям мартенситной и аустенитной
фаз, зависимости упругих модулей от q (0 6 q 6 1) определяются соотношениями

1

E(q)
=

q

EM
+

1− q

EA
,

1

G(q)
=

q

GM
+

1− q

GA
,

из которых следует

E(q) =
EA

1 + (γE − 1)q
, γE =

EA

EM
,

G(q) =
GA

1 + (γG − 1)q
, γG =

GA

GM
.

Здесь EM , GM , EA, GA — значения модуля Юнга и модуля сдвига для материала в

мартенситном и аустенитном состояниях соответственно.
В настоящей работе используется зависимость упругих модулей от q

Z(q) =


ZA, q = 0,

ZA − (ZA − ZM )(1− cos (πq))/2, 0 < q < 1,
ZM , q = 1

(1.26)

(Z = E или Z = G), которая имеет непрерывную производную по q. При этом не использу-
ется гипотеза аддитивности потенциала. В общем случае ZA при q = 0 и ZM при q = 1
являются функциями температуры. Представляя выражение для Z в виде

Z = Z∗ + εZ ′, (1.27)

где штрихом отмечено приращение Z при переходе из промежуточной конфигурации

в близкую текущую, при 0 < q < 1 из (1.26) получаем
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Z∗ = ZA − (ZA − ZM )(1− cos (πq∗))/2, Z ′ = (Z,q)∗q
′,

(Z,q)∗ = π(ZA − ZM ) sin (πq∗)/2.
(1.28)

Используя известное представление параметра Ламе Λ через E и G, с учетом (1.27), (1.28)
имеем

Λ = Λ∗ + εΛ′, Λ∗ = Λ(q∗) =
[E(q∗)− 2G(q∗)]G(q∗)

3G(q∗)− E(q∗)
, Λ′ = (Λ,q)∗q

′,

(Λ,q)∗ =
[(E,q)∗ − 2(G,q)∗]G∗

3G∗ − E∗
+ Λ∗

(G,q)∗
G∗

+ Λ∗
[(E,q)∗ − 3(G,q)∗]G∗

3G∗ − E∗
.

(1.29)

Поскольку в выражении для тензора напряжений, определенного в (1.24), парамет-
ры материала Λ и G зависят от температуры и объемной доли мартенситной фазы q
(см. (1.26), (1.29)), а q в свою очередь зависит от температуры и интенсивности напряже-
ний (см. (1.13)–(1.15)), учитывая зависимость (1.4), определяющее соотношение (1.2) для
СПФ запишем в виде

T = T∗ + εT ′,

T ′ = −I1(e)T∗ + h · T∗ + T∗ · hт + θ[Y∗(T, a(q),Λ,Θ) + Y∗(T, a(q), G,Θ)] +

+ σ′i[Y∗(T, 0,Λ, σi) + Y∗(T, 0, G, σi)] + LIV
∗ · · (e− ePh − eΘ). (1.30)

Здесь Y∗(Φ, a, x, y) = (Φ,x)∗[a(q∗)(x,Θ)∗ + (x,q)∗(q,y)∗] — тензорная функция тензорного ар-
гумента Φ (тензор второго ранга) и скалярных аргументов a(q∗), x, y, причем первое

слагаемое в квадратных скобках учитывает зависимость от температуры величины x при
неизменном параметре q∗ (q∗ = 0 или q∗ = 1 в (1.26)): a(q∗) = 1 при q∗ = 0 или q∗ = 1 и
a(q∗) = 0 при 0 < q∗ < 1, а второе слагаемое учитывает зависимость величины x от q∗ при
0 < q∗ < 1. Принимая во внимание выражения (1.3), (1.24), (1.25), свертку LIV

∗ · · eE можно
представить в виде

LIV
∗ · · eE = [(k1)∗ + (k2)∗][(C1 · · eE)C1 − 2C1 · eE · C1]−

− (k2)∗[(C2 · · eE)C1 + (C1 · · eE)C2 − 2C1 · eE · C2 − 2C2 · eE · C1] +

+ (Λ∗ +G∗)(C2 · · eE)C2, (1.31)

где C1 = F∗ · C−1
E∗ · F

т
∗ ; C2 = F∗ · C−2

E∗ · F
т
∗ .

В соотношении (1.30) приращениe напряжения T ′ зависит от величины σ′i, которая
в соответствии с (1.18) в свою очередь зависит от T ′. Эту связь можно учесть, подстав-
ляя в (1.18) выражение для T ′ из (1.30), в которое входит величина σ′i, зависящая от
свертки S∗ · ·T ′. В результате получаем уравнение для определения этой свертки. Тогда
предпоследнее слагаемое в выражении для T ′ в (1.30) принимает вид

σ′iA∗(T ) =
3A∗(T )

2(σi)∗ − 3S∗ · ·A∗(T )
S∗ · · [−3S∗I1(e) + h · T∗ + T∗ · hт +

+ θB∗(T ) + LIV
∗ · · (e− ePh − eΘ)], (1.32)

где A∗(T ) = Y∗(T, 0,Λ, σi) + Y∗(T, 0, G, σi); B∗(T ) = Y∗(T, a(q∗),Λ,Θ) + Y∗(T, a(q∗), G,Θ).
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Получим рекуррентные выражения типа (1.30) для производных T,Λ и T,G, содержа-
щихся в тензорной функции Y∗ в (1.30). Заметим, что g̃,Λ = g̃ при Λ = 1, G = 0 и g̃,G = g̃
при Λ = 0, G = 1. Следовательно, в (1.30) Y∗(Φ, a(q∗), x, y) = 0. Тогда

T,Λ = [1− εI1(e)](T,Λ)∗ + εh · (T,Λ)∗ + ε(T,Λ)∗ · hт + ε(LIV
,Λ )∗ · · (e− ePh − eΘ),

(LIV
,Λ )∗ = LIV

∗
∣∣
Λ=1, G=0

;
(1.33)

T,G = [1− εI1(e)](T,G)∗ + εh · (T,G)∗ + ε(T,G)∗ · hт + ε(LIV
,G)∗ · · (e− ePh − eΘ),

(LIV
,G)∗ = LIV

∗
∣∣
Λ=0, G=1

.
(1.34)

2. Вариационная постановка и решения краевых задач. Применяя стандарт-
ную процедуру Галеркина к уравнениям равновесия и граничным условиям в напряжени-
ях, а также учитывая связи, наложенные на перемещения на поверхности Su, получаем
известную слабую (вариационную) постановку задачи в лагранжевой формулировке для
текущей конфигурации в любой момент времени t∫

S

Q · δU dS +

∫
V

ρK · δU dV −
∫
V

T · · ∇̃δR dV = 0. (2.1)

Здесь Q — вектор поверхностных сил, заданных в текущей конфигурации на части по-
верхности S, ограничивающей объем V ; K — вектор массовых сил; U = R− r — вектор

перемещений из начальной конфигурации в текущую; R, r — радиус-векторы положения
точек тела в текущей и начальной конфигурациях соответственно; δ — символ вариации.

Поверхность S и объем V в текущей конфигурации в общем случае неизвестны. По-
этому уравнение (2.1) следует переформулировать по отношению к какой-либо известной
конфигурации. В частности, по отношению к начальной конфигурации (2.1) имеет вид∫

S0

Q0 · δU dS0 +

∫
V0

ρ0K · δU dV0 −
1

2

∫
V0

PII · · δC dV0 = 0. (2.2)

Здесь C = F т · F — мера Коши — Грина полных деформаций; Q0 = J
√

n · C−1 · n Q —
вектор сил, отнесенных к единичной площади поверхности S0, ограничивающей объем V0

в начальной конфигурации; n — внешняя единичная нормаль к поверхности в начальной

конфигурации.
При отсутствии массовых и поверхностных сил вариационное уравнение (2.2) сводится

к равенству ∫
V0

PII · · δC dV0 = 0. (2.3)

Учитывая, что PII = JF−1 · T · F−т, из соотношений (1.30), (1.32) получаем

PII = PII∗ + ε
{
θB∗(PII) +

3A∗(PII)

2(σi)∗ − 3S∗ · ·A∗(T )
[−2(σi)

2
∗I1(e) + 2S∗ · · (T∗ · hт) +

+ θ S∗ · ·B∗(T ) + S∗ · ·LIV
∗ · · (e− ePh − eΘ)] + J∗F

−1
∗ · (LIV

∗ · · (e− ePh − eΘ)) · F−т
∗

}
.

В этом соотношении одним из аргументов тензорных функций A∗ и B∗ являются произ-
водные PII,Λ и PII,G, которые нетрудно получить из выражений (1.33), (1.34):

PII,Λ = (PII,Λ)∗ + εJ∗F
−1
∗ · [(LIV

,Λ )∗ · · (e− ePh − eΘ)] · (F−
∗ )т, (LIV

,Λ )∗ = LIV
∗

∣∣
Λ=1, G=0

,

PII,G = (PII,G)∗ + εJ∗F
−1
∗ · [(LIV

,G)∗ · · (e− ePh − eΘ)] · (F−
∗ )т, (LIV

,G)∗ = LIV
∗

∣∣
Λ=0, G=1

.
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С использованием соотношений (1.5)–(1.8) мера полных деформаций Коши — Грина от-
носительно промежуточной конфигурации с точностью до квадратичных по ε слагаемых
представляется в виде

C = C∗ + 2εF т∗ · e · F∗ + ε2F т∗ · hт · h · F∗.

Тогда

δC = 2εF т∗ · δe · F∗ + ε2F т∗ · δhт · h · F∗ + ε2F т∗ · hт · δh · F∗.

В результате при переходе из промежуточной конфигурации в близкую текущую вариаци-
онное уравнение (2.3), записанное относительно приращения вектора полного перемеще-
ния, связывающего промежуточную и текущую конфигурации, принимает вид∫

V0

J∗T∗ · · δe dV0 +

∫
V0

J∗(T∗ · hт) · · δh dV0 + θ

∫
V0

J∗B∗(T ) · · δe dV0 +

+

∫
V0

J∗
3A∗(T )

2(σi)∗ − 3S∗ · ·A∗(T )
[−2(σi)

2
∗I1(e) + 2S∗ · · (T∗ · hт) + θ S∗ · ·B∗(T ) +

+ S∗ · ·LIV
∗ · · (e− ePh − eΘ)] dV0 +

∫
V0

J∗(L
IV
∗ · · (e− ePh − eΘ)) · · δe dV0 = 0. (2.4)

Здесь δe = (
∗
∇ δu + (

∗
∇ δu)т)/2; δh = (

∗
∇ δu)т.

Приведем решения трех задач, которые являются тестовыми при верификации пред-
ложенных формулировок и описании эффектов, возникающих при использовании СПФ.
Задача 1. Две пластины одинаковой длины l = 0,1 м (одна пластина толщиной

h1 = 0,5·10−3 м изготовлена из бериллиевой бронзы БрБ2, другая толщиной h2 = 10−3 м—
из СПФ (равноатомного никелида титана)) скреплены по длине без натяга. Двухслойная
пластина находится в условиях плоской относительно ширины деформации при темпера-
туре ΘA, соответствующей полностью аустенитному состоянию СПФ. Один торец образца
закреплен (на нем задаются нулевые перемещения), остальные поверхности свободны от
нагрузок. Сначала образец охлаждается до температуры ΘM , соответствующей полно-
стью мартенситному состоянию СПФ, а затем вновь нагревается до температуры ΘA.
Таким образом, в СПФ происходит сначала прямое мартенситное превращение, а затем
обратное.
Задача 2. До скрепления двух пластин (см. задачу 1) пластина из СПФ толщи-

ной h2 = 10−3 м при температуре ΘA, соответствующей полностью аустенитному со-
стоянию этого материала, подвергается одноосному однородному растяжению по длине

напряжением 100 МПа. Это напряжение соответствует данным эксперимента, описанного
в работе [22], в котором груз массой 1 кг растягивает пластину с поперечным сечени-
ем 3 мм × 40 мкм. Затем пластина охлаждается до температуры ΘM , соответствующей
полностью мартенситному состоянию СПФ, после чего нагрузка снимается. Пластины,
имеющие одинаковую длину l = 0,05 м, скрепляются по длине без натяга при темпе-
ратуре ΘM . Полагается, что при этой температуре пластина из бронзы имеет толщину
h1 = 0,5 · 10−3 м. Полученная двухслойная пластина, находящаяся в условиях плоской
относительно ширины деформации, закрепляется по одному из торцов (на нем задаются
нулевые перемещения), при этом остальные поверхности свободны от нагрузок. Пластина
нагревается до температуры ΘA, соответствующей полностью аустенитному состоянию

СПФ, а затем охлаждается до температуры ΘM .
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Механические и теплофизические характеристики материалов

Материал ρ · 10−3,
кг/м3

E,
ГПа

ν G,
ГПа

βΘ · 106,
K−1

cT · 103,
МДж/
(кг ·К)

λ · 105,
МВт/
(м ·К)

αS · 106,
МВт/
(м ·К)

Ms, К
(As, К)

Mf , К
(Af , К)

Источник

Бериллиевая

бронза (БрБ2) 8,2 135 0,35 50 16,6 0,38 17,0 18,0 — — [23–25]
Сплав с па-
мятью формы:
Мартенсит 6,5 28 0,3 28 6,6 0,5 1,0 18,0 313 293 [12, 15–18]
Аустенит 6,5 84 0,3 84 11,0 0,5 1,0 18,0 323 343 [12, 15–18]

Прим е ч а н и е. Значения теплоемкости, теплопроводности и коэффициента теплопередачи осред-
нены по двум фазам (мартенсит и аустенит).

Задача 3. Пластина из СПФ длиной l = 0,05 м и толщиной h = 1,5 · 10−3 м закрепля-
ется по одному из торцов и при температуре ΘA, находясь в условиях плоской относитель-
но ширины деформации, изгибается касательным напряжением 20 МПа, приложенным к
другому торцу, и охлаждается до температуры ΘM , после чего нагрузка снимается. По-
лученная изогнутая пластина вновь нагревается до температуры ΘA.

Механические и теплофизические характеристики материалов, для которых решаются
указанные три задачи, приведены в таблице (ρ — плотность, E — модуль Юнга, ν —
коэффициент Пуассона,G— модуль сдвига, βΘ — коэффициент линейного температурного

расширения, Ms, Mf , As, Af — температуры фазовых переходов). В таблице приведены
также значения теплоемкости cT , теплопроводности λ и коэффициента теплопередачи αS ,
которые в настоящей работе не используются.

Размеры h1 и h2 в задачах 1 и 2 выбираются из указанного в работах [23, 24] усло-
вия максимального прогиба двухслойной пластины. В [23, 24] угол изгиба при нагрева-
нии (охлаждении) пластины длиной l, состоящей из двух слоев толщиной h1, h2 с мо-
дулями Юнга E1, E2 и температурными коэффициентами линейного расширения β1,
β2, определяется соотношением ϕ = k0l∆θ, где ∆θ — приращение температуры; ко-
эффициент k0 зависит от h1, h2, E1, E2, β1, β2 и принимает наибольшее значение

max k0 = (3/2)(β1 − β2)/(h1 + h2) при условии E1h
2
1 − E2h

2
2 = 0, из которого следует, что

h1/h2 =
√
E2/E1. Задавая для E1 значение модуля Юнга для бронзы, а для E2 значение

модуля Юнга для мартенситной фазы СПФ, получаем h1/h2 = 0,455 ≈ 0,5, откуда следу-
ет, что h1 = 0,5h2. Длина l выбиралась из условия получения достаточно большого угла
ϕ и соответствующего ему достаточно большого перемещения w свободного конца двух-
слойной пластины. При наибольшем k0 угол и перемещение определяются соотношениями

ϕ = 3 ∆ε l/(2(h1 + h2)), w = ϕl/2, где ∆ε = (β1 − β2) ∆θ. Согласно данным работы [23]
наибольшее значение β1 − β2 для биметаллов, используемых в реальных приборах и кон-
струкциях, составляет 20·10−6 K−1; при∆θ = 100 K значение∆ε становится равным 0,002,
т. е. 0,2 %. Для биметалла, рассматриваемого в настоящей работе, наибольшее значение
β1−β2 равно 10−5 K−1, а интервал температур фазового перехода ∆θ (∆θ = Ms−Mf или

∆θ = Af − As) составляет примерно 30 K (см. таблицу). Следовательно, температурная
деформация ∆ε ≈ 0,03 %. При этом, как показано ниже, фазовые деформации могут быть
на два порядка больше.

Вернемся к соотношениям (1.19), (1.20), которые при малых деформациях имеют вид

dePh = (βg + c0S + a0ePh) dq, dq > 0; (2.5)

dePh =
( a0e

(0)
Ph

exp (a0q0)− 1
+ a0ePh

)
dq, dq < 0. (2.6)
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Поскольку далее рассматриваются только фазовые деформации, для упрощения индекс Ph
опускается. Рассмотрим прямолинейный стержень из СПФ, находящийся в одноосном
напряженном состоянии (ОНС) при постоянных напряжениях. Орт k направлен по оси

стержня. Тогда напряжение равно T = T̃kk, а его девиаторная часть — S = −(1/3)T̃ (ii+
jj) + (2/3)T̃kk, причем T̃ и S постоянны в процессе фазового перехода. В этом случае
уравнения (2.5), (2.6) имеют простое решение. Из уравнения (2.5) для компоненты, соот-
ветствующей диаде kk, следует равенство

dek

β + 2c0T̃ /3 + a0ek
= dq ⇒ ek =

β + 2c0T̃ /3

a0
[exp (a0)− 1], (2.7)

для компонент, соответствующих диадам ii и jj, — равенства

dei

β − c0T̃ /3 + a0ei
= dq ⇒ ei =

β − c0T̃ /3

a0
[exp (a0)− 1]. (2.8)

Здесь интегрирование по фазовым деформациям осуществляется от 0 до ek или ei, а по
параметру q — от 0 до 1. При отсутствии напряжений соотношения (2.7) и (2.8) совпадают.
Из уравнения (2.6) следует равенство

en =
e
(0)
n

exp (a0q0)
[exp (−a0)− 1] + e

(0)
n exp (−a0), n = i, j, k, (2.9)

где интегрирование по фазовым деформациям осуществляется от e
(0)
n до en, а по параметру

q — от q0 до 0; q0, e
(0)
n — значения q и en в начальной точке процесса обратного мартен-

ситного превращения. Задавая для e
(0)
n деформации ek (2.7) или ei (2.8) и полагая q0 = 1,

из (2.9) получаем en = 0, т. е. в процессе прямого превращения возникают деформации,
причем при отсутствии напряжения они одинаковы, а в процессе обратного превращения
они исчезают.

Используя соотношение (2.7) и константы для СПФ (см. (1.15), (1.19), (1.20)), вы-
числим осевую деформацию ek, возникающую в процессе полного прямого превращения.
При отсутствии напряжения имеем ek = 0,0017, что сопоставимо с температурными
деформациями при изменении температуры на 100 K. При растягивающем напряжении
T = 100 МПа имеем ek = 0,029, что приблизительно в 100 раз больше сопровождающих
этот процесс температурных деформаций.

Полученные выше оценки справедливы при малых перемещениях и деформациях, но
позволяют обосновать выбор толщины каждого слоя пластины и ее длину.

Для решения всех трех задач используются лагранжевы (материальные) координаты.
Представим алгоритм решения этих задач. Процесс охлаждения (нагревания) разбивается
на ряд достаточно малых шагов. Величины с индексом “∗” известны из решения зада-
чи на предыдущем шаге. Задается изменение температуры θ. Численное решение уравне-
ния (2.4) осуществляется методом конечных элементов. В результате определяем прираще-

ние вектора перемещений u на данном шаге. Зная u, строим поля h = (
∗
∇ u)т, e и d.Исполь-

зуя (1.21), (1.22), определяем ePh, по известному значению θ получаем eΘ = βΘθg и из (1.23)
находим dPh и dΘ. С помощью этих величин можно построить тензоры eE = e− ePh − eΘ
и dE = d − dPh − dΘ, которые в свою очередь позволяют найти тензоры FE , FPh, FΘ

(1.6)–(1.8), ẼPh (1.12) и все зависящие от них кинематические величины. По соотношени-
ям (1.30)–(1.32) вычисляется T , по (1.16)–(1.18) — σi, ξ, q, Θ, по (1.27)–(1.29) — E, G, Λ
и по (1.33), (1.34) — T,Λ, T,G. Все эти величины соответствуют концу предыдущего шага,
являясь в то же время начальными для следующего. Присваивая указанным величинам
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Рис. 2. Изгиб пластины:
а — задача 1, б — задача 2, в — задача 3; штриховая линия — начальное состояние,
сплошная — конечное состояние

индекс “∗”, решаем вариационное уравнение (2.4) для следующего шага. В начальный

момент времени в ненагруженной и недеформированной конфигурации во всем материале

T∗ = (T,Λ)∗ = (T,G)∗ = 0, F∗ = FE∗ = FPh∗ = FΘ∗ = g, q = 0, Λ = ΛA, G = GA.

При численном решении всех трех задач использовались сетка треугольных конеч-
ных элементов и квадратичная аппроксимация поля приращения перемещений. На каждом
шаге полагалось, что изменение температуры θ = 0,5 K, и учитывалось температурное
расширение материалов.

Задача 1 решалась на сетке размером 12 × 800: для бронзы — 4 × 800, для СПФ —
8 × 800. На рис. 2,а показана форма двухслойной пластины (нижний слой из СПФ) в на-
чальном положении при температуре ΘA (штриховая линия), в котором СПФ находится

полностью в аустенитном состоянии, и при охлаждении до температуры ΘM (сплошная
линия), когда СПФ находится полностью в мартенситном состоянии. При охлаждении в
бронзе и СПФ возникают деформации температурного сжатия, причем в бронзе они выше,
чем в СПФ, так как коэффициент температурного расширения больше (см. таблицу). По-
этому СПФ находится в основном в растянутом состоянии и возникающие в нем наряду

с температурными фазовые деформации при аустенитно-мартенситном переходе являются
также в основном деформациями растяжения. Все это приводит к изгибу вверх двухслой-
ной пластины. Рассчитанное значение перемещения свободного конца пластины (практи-
чески любой его точки) составляет 5,64 · 10−3 м (5,64 % длины). На рис. 2,а перемещение
и длина пластины представлены в одном масштабе. При последующем нагреве до темпе-
ратуры ΘA пластина принимает ту же форму, что и в начальном состоянии (штриховая
линия).

Задача 2 решалась на сетке размером 12 × 400: для бронзы — 4 × 400, для СПФ —
8× 400 (так как длина пластины в два раза меньше, чем в задаче 1). На рис. 2,б показана
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форма двухслойной пластины (нижний слой из СПФ) в начальном положении (штрихо-
вая линия), когда пластина из СПФ, имеющая температуру ΘA, соответствующую пол-
ностью аустенитному состоянию, подвергается одноосному однородному растяжению по

длине напряжением 100 МПа. Затем пластина охлаждается до температуры ΘM , соот-
ветствующей полностью мартенситному состоянию, и после снятия нагрузки скрепляется
без натяга с пластиной из бронзы. При этом в пластине из СПФ накапливаются и “за-
мораживаются” фазовые деформации растяжения, которые при последующем нагревании
до температуры ΘA исчезают. В результате двухслойная пластина стягивается и изги-
бается вниз (сплошная линия на рис. 2,б, перемещение и длина пластины представлены
в одном масштабе). При этом свободный конец пластины (его средняя точка) смещается
на расстояние, равное 2,8 ·10−2 м (55,88 % длины). Последующее охлаждение двухслойной
пластины до температуры ΘM приводит к практически полному возвращению ее в на-
чальное положение (штриховая линия).

Задача 3 решалась на сетке размером 12 × 400. На рис. 3,в штриховой линией по-
казано начальное состояние пластины из СПФ при температуре ΘA, а сплошной — ее

состояние после изгиба при температуре ΘA касательным напряжением 20 МПа, прило-
женным к свободному торцу, с последующим охлаждением до температуры ΘM и снятием

нагрузки (перемещение и длина пластины представлены в одном масштабе). В этом случае
в пластине накапливаются и “замораживаются” фазовые деформации растяжения-сжатия,
которые при последующем нагревании до температуры ΘA исчезают. В результате пла-
стина выпрямляется и возвращается в начальное состояние (штриховая линия на рис. 2,в).
При этом свободный конец пластины (его средняя точка) смещается на расстояние, равное
1,15 · 10−2 м (23,06 % длины).

Заключение. В работе построена модель поведения сплава с памятью формы при

конечных деформациях. Использован достаточно полно изложенный в [6] подход, позволя-
ющий строить согласованные с принципами термодинамики и объективности уравнения

(в том числе эволюционные с соответствующей объективной производной), определяющие
поведение сред в термоупруго-неупругих процессах. Представленная модель протестиро-
вана на ряде задач.
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