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Представлены результаты аналитического исследования нестационарного теплообмена в окрестности 
точки торможения осесимметричной импактной струи жидкости. Получено автомодельное решение, которое 
позволяет анализировать поведение теплообмена в зависимости от числа Рейнольдса, расстояния от сопла до 
поверхности и характерного времени. Показано поведение числа Нуссельта для решения в асимптотически пре-
дельных случаях: число Фруда Fr >> 1 (малые расстояния от сопла до преграды) и Fr << 1 (большие расстояния). 
Отмечено, что влияние числа Фруда может быть весьма существенным и его следует принимать во внимание 
при прогнозировании теплообмена. Показана значительная интенсификация теплообмена для импульсной им-
пактной струи при малых длительностях импульса. 
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Введение 

Охлаждение поверхностей с помощью импактных струй жидкости широко распро-
странено в практических приложениях, включая химическую технологию, электронику, 
аэрокосмическую технику, пищевую промышленность и многое другое. Исследованию 
динамики течения и теплообмена в импактных струях посвящено большое число работ, 
основные достижения в этой области изложены в ряде обзоров и монографий [1 – 5]. 
Важно подчеркнуть, что большинство исследований было направлено на изучение за-
топленных струй, распространяющихся в среде с той же плотностью, что и сама струя. 
Струям со свободной границей в литературе уделено существенно меньше внимания. При 
этом закономерности течения этих струй и теплообмена, как показано в работах [6 – 9], суще-
ственно отличаются от затопленных однофазных струй. Имеющиеся отличия прежде 
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всего связаны с формой поверхности струи, диаметр которой уменьшается по мере дви-
жения от сопла к преграде, а также с образованием гидравлического скачка при растека-
нии струи по поверхности. Экспериментальные исследования в этой области [8 – 12] 
не дают полной картины о физике происходящих процессов, поскольку они были прове-
дены при относительно небольших расстояниях между соплом и преградой [13 – 15], что 
было продиктовано требованиями практических приложений при решении задач охлаж-
дения микроэлектроники. В теоретических исследованиях данной проблемы [16 – 18] 
также не учитывалось влияние силы тяжести на ускорение струи, которое при больших 
удалениях от сопла может быть значительным. Отметим, что для затопленных струй газов 
и жидкостей этот эффект практически не проявляется. 

Таким образом, целью настоящей работы было аналитическое изучение совместного 
влияния параметров, таких как число Рейнольдса, расстояние от сопла до преграды, и вре-
мени процесса теплообмена в точке торможения нестационарной осесимметричной им-
пактной жидкой струи. Для решения задачи использовались физическая постановка и ма-
тематическая модель, представленные ниже. 

1. Постановка задачи и математическая модель 

Рассмотрим осесимметричную струю жидкости, истекающую из круглого сопла 
диаметром d0 с начальной скоростью U0 и падающую вниз под воздействием инерции 
и силы тяжести (рис. 1). На расстоянии H от сопла  струя ударяется  в плоскую нагретую 
поверхность. Будем рассматривать теплообмен между струей и поверхностью в точке тор-
можения потока на оси симметрии струи r = 0.  

Выберем цилиндрическую систему координат с осью z, направленной вниз. Для опи-
сания поля скорости в окрестности точки торможения r = 0 (см. рис. 1) воспользуемся 
моделью идеальной жидкости. Решение этой задачи имеет вид [19] 

u = –2α z,   v = α r,                                                      (1) 

где u, v — вертикальная и радиальная компоненты скорости, α — константа, которая 
будет определена ниже.  

Приняв во внимание соотношения (1), можно записать уравнение энергии вдоль оси 
симметрии (r = 0) следующим образом: 

2

22 ,T T Tz a
t z z

α∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂
                        (2) 

а соответствующие начальные и граничные условия 
запишутся в виде 

T(t, ∞) = T(0, z) = T∞ ,  T(t, 0) = T0 ,             (3) 

где T∞ — температура жидкости на выходе из сопла, 
T0 — температура контакта. 

 
 

 

Рис. 1. Схема течения свободно падающей 
импактной струи жидкости. 

1 — сопло, 2 — пристенная струя, 3 — граница струи, 
4 — гидравлический скачок, 5 — поверхность, 6 — точка торможения. 
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Возможность использования граничного условия первого рода на стенке обуслов-
лена следующими соображениями. Пусть задаются условия теплового сопряжения двух 
тел (условия IV рода). Из решения задачи о сопряженном нестационарном теплопере-
носе между двумя телами следует, что температура в точке контакта в начальный момент 
времени T0 = (T10 Kε  + T20)/(1 + Kε ) остается постоянной и в дальнейшем [20]. Здесь 

Kε = [ρ1c1λ1 /(ρ2c2λ2)]
1/2 — число сопряжения, ρ, c, λ — плотность, теплоемкость и коэф-

фициент теплопроводности соответственно, 1 и 2 — индексы, обозначающие жидкость 
и твердое тело, T10 , T20 — начальные температуры. В итоге температура в точке z = 0 
может быть принята равной температуре контакта, так что T(t, 0) = T0. 

2. Аналитическое решение 

Введем переменные θ = (T – T∞)/(T0 – T∞), τ = 2α t, η = z(2α /a)1/2 и приведем задачу (2), 
(3) к безразмерному виду 

2

2 ,
t
θ θ θη

η η
∂ ∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

                                                          (4) 

θ (τ, ∞) = θ (0, η) = 0, θ (τ, 0) = 1.                                              (5) 

Для решения задачи (4), (5) введем автомодельную переменную 21 e τξ η −= − . 
В результате получим уравнение  

2

2 0.θ θξ
ξξ

∂ ∂
+ =

∂∂
                                                           (6) 

Граничное условие (5), выраженное через автомодельную переменную ξ , принимает вид 

θ (∞) = 0, θ (0) = 1.                                                        (7) 

Решение уравнения (6), удовлетворяющее граничному условию (7), может быть 
представлено как 

( )
2 2

0

1 2 e x dx.
ξ

θ ξ π −= − ∫                                                 (8) 

Из соотношения (8) можно получить выражение для коэффициента теплоотдачи h0 
в точке торможения: 

( ) ( )0 00 ,zh T z T Tλ ∞== ∂ ∂ −                                                (9) 

где λ – коэффициент теплопроводности жидкости. 

Объединяя выражения (8) и (9), получим  

2
0 4 1 eh a .τλ α π −= −                                                 (10) 

В пределе τ → ∞ получаем стационарное значение: 

0 4λ α π=h a.                                                        (11) 
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Таким образом, коэффициент теплоотдачи h0, кроме теплофизических свойств жид-
кости, зависит только от неизвестной константы α, которая подлежит определению. Для 
этого рассмотрим свободно падающую струю жидкости. Рассматривая стационарное со-
стояние такой струи, можно воспользоваться равенством расходов на выходе из сопла и 
в сечении, близком к поверхности: 

2 2
0 0 1 1 ,=d U d U                                                         (12) 

где dl  — диаметр струи на расстоянии H от сопла. Для свободной струи, находящейся 
под действием силы тяжести, можно определить скорость на расстоянии H от сопла 
из выражения 

2
1 0 2 ,U = U + gH                                                     (13) 

где g — ускорение свободного падения, 2
1 0 1+ 2 Fr ,U U =  0Fr = U gH  –– число 

Фруда. Далее из уравнений (12), (13) имеем ( ) 1 42
1 0 1+ 2 Frd = d

−
.  

Из решения задачи о столкновении струи с поверхностью следует, что размер обла-
сти, в которой скорость меняется от нуля в точке торможения до Ul , имеет порядок dl . 
Из этого вывода и уравнения (1) найдем константу 

( )3 42
1 1 0 0= 2 = 2 1+ 2 Fr .α U d U d                                     (14) 

Подставляя (14) в (11), получим  

( ) ( )3 82
0 0= 2 1+ 2 Frh λ U πad .                                         (15) 

Принимая во внимание определение числа Нуссельта 0Nu ,hd λ=  из формулы (15) имеем 

( )3 82
1 2

Nu 2Pr 1 2 Fr ,
Re / π

= +                                           (16) 

где Re = |U0| d0 /ν,  Pr = ν / a  — числа Рейнольдса и Прандтля соответственно, ν — кине-
матическая вязкость жидкости. 

В предельных случаях больших и малых чисел Фруда можно найти следующее 
асимптотическое поведение теплоотдачи:  

Nu ~ 1,035 Pe1/2 Fr–3/4,   Fr << 1,                                        (17) 

Nu ~ 0,798 Pe1/2,   Fr >> 1,                                            (18) 
где Pe = Re⋅Pr — число Пекле. 

3. Результаты вычислений 

На рис. 2 показано изменение числа Нуссельта в зависимости от числа Фруда, опи-
сываемое уравнением (16), и его асимптотическое поведение при малых (Fr << 1) и больших 
(Fr >> 1) числах Фруда для Pr = 7,6. Области больших чисел Фруда соответствуют малые 
расстояния между соплом и преградой, поэтому число Нуссельта здесь постоянно и не за-
висит от числа Фруда. Подобная тенденция отмечается и в экспериментах [8, 15] при отно-
сительно малых расстояниях H, когда теплоотдача практически не меняется при вариации 

544 



Теплофизика и аэромеханика, 2022, том 29, № 4 

числа Фруда. При малых числах Фруда, ко-
гда гравитационные силы превосходят инер-
ционные, напротив, теплообмен по мере 
удаления сопла от преграды может значи-
тельно интенсифицироваться. Границей 

между двумя этими режимами может служить критическое значение числа Фруда Frкр ≈ 1, 
когда гравитация и инерция являются близкими величинами. 

Представляет интерес рассмотреть теплообмен для импульсной импактной струи. 
Эта задача имеет много приложений, например, при ударе капли о нагретую поверхность. 

Безразмерное время импульса ϑ = 2at. Осреднение уравнения (10) по времени им-
пульса можно записать как 

( ) ( )3 82
0 0 2

0

12 1 2 Fr
1 e

dh U ad .
ϑ

θ

θλ π
ϑ −

= +
−

∫                             (19) 

Взяв интеграл в (19), получим 

( ) ( )3 82 2
0 0

12 1 2 Fr arcth 1 eh U ad .ϑλ π
ϑ

−= + −  

Функцию гиперболического арктангенса можно разложить в ряд, ограничившись первым 
членом разложения. Тогда 

( ) ( )3 82
0 0

11 414 2 1 2 Frh , U ad .λ π
ϑ

= +  

Соответственно, число Нуссельта, осредненное за время импульса, имеет вид 

1 2 3 8

1 2 2
Nu Pr 21 128 1

Re Fr

/

/ , .
ϑ

   = +   
   

 

Результаты расчета среднего числа Нуссельта при вариации длительности  
импульса и числа Фруда приведены 
на рис. 3. Видно, что среднее число Нус-
сельта, как и в стационарных условиях, 
снижается по мере роста числа Фруда 
(уменьшение расстояния от сопла до 
поверхности). Такой же эффект наб-
людается и при увеличении длитель-
ности импульса, что обусловлено бо-
лее сильным прогревом поверхности 
пластины и снижением интенсивности 
теплового потока. 

Рис. 2. Зависимость теплоотдачи 
в точке торможения струи Nu/Re1/2  

от числа Фруда при Pr = 7,6. 
Сплошная линия — уравнение (16), 

пунктирные линии — асимптоты (17) и (18). 

 
 

 
 

 

Рис. 3. Зависимость среднего числа 
Нуссельта от безразмерного времени 

импульса для различных чисел Фруда. 
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Заключение 

Таким образом, представлено аналитическое решение задачи о теплообмене при 
натекании свободно падающей ламинарной струи жидкости на плоскую преграду. В об-
щем случае нестационарного течения теплообмен в точке торможения описывается урав-
нением (16) и его интенсивность зависит от чисел Рейнольдса и Фруда, а также от времени 
взаимодействия струи с поверхностью. Критерий Фруда характеризует соотношение 
инерционных и гравитационных сил. При Fr >> 1 (малые расстояния между соплом и пре-
градой) теплообмен становится независимым от расстояния до поверхности; при Fr << 1 
(большие расстояния) теплообмен в точке торможения значительно интенсифицируется. 
В случае импульсной подачи импактной струи средний теплообмен существенно выше 
для малых времен импульса. 

Авторы выражают благодарность Н. Ян Луну за помощь в проведении вычислений. 
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