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Представлены результаты моделирования эффективных реологических свойств смеси проп-
пант – жидкость, используемой при гидроразрыве пласта. Результаты, полученные при моде-
лировании течений типа Пуазейля и Куэтта, совпадают в пределах стандартного отклонения. 
Определены границы применимости модели ньютоновской жидкости при моделировании 
смеси проппант – жидкость, а также условия возникновения пробок при высокой концентра-
ции проппанта. 

Гидроразрыв, проппант, суспензия, эффективные свойства, течения Пуазейля и Куэтта, метод 
динамики частиц 

 

Моделирование течения суспензий является важной инженерной задачей для нефтегазовой, 
химической, пищевой и других отраслей промышленности [1]. На практике суспензия часто 
моделируется однофазной жидкостью с вязкостью и плотностью, зависящими от концентрации 
твердых частиц. В частности, такой подход широко используется при моделировании гидро-
разрыва нефтяных и газовых пластов. Известно большое количество моделей, описывающих 
зависимость эффективной вязкости суспензии sμ  от концентрации частиц c. Асимптотическое 
поведение вязкости при малых концентрациях обычно представлено формулой Эйнштейна [2] 

 )1)(0( Acss += μμ , (1) 

где 2/5=A  в трехмерном случае и 2=A  в двумерном случае [3]. В работе [4] показано, что 
формула (1) не удовлетворяет условиям Хашина – Штрикмана [5]: при сколь угодно малой 
концентрации она дает заниженное значение вязкости. В [4] получено корректное асимптоти-
ческое выражение для эффективной вязкости:  

 )1/()0( Acss −= μμ . (2) 
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Хотя уравнение (2) имеет более широкую область применимости, чем уравнение (1), его 
точность недостаточна при высоких концентрациях, когда гидродинамические взаимодействия 
между частицами становятся существенными. Для описания эффективной вязкости в широком 
диапазоне концентраций предложены более сложные эмпирические формулы Муни [6], Маро-
на – Пирса [7] и Кригера – Доугерти [8]: 
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Здесь *c  — критическая концентрация, используемая в качестве параметра; A — коэффициент 
Эйнштейна (см. формулу (1)). Отметим, что уравнения (3) – (5) дают качественно разную зави-
симость вязкости от концентрации твердых частиц. Выбор между ними не очевиден.  

При высоких концентрациях частиц часто проявляются неньютоновские свойства суспензии 
(см., например, работу [1]). Наиболее важными неньютоновскими эффектами являются: нелиней-
ная зависимость касательных напряжений от скорости сдвига и наличие предела текучести. Для 
учета данных явлений поведение суспензии часто описывается моделью Гершеля – Балкли [9]: 

 nKγττ &+= 0 , (6) 
где τ , γ&  — касательные напряжения и скорость сдвига соответственно; 0τ  — предел текучести, 
ниже которого течение отсутствует; K  — коэффициент вязкости; n — показатель поведения смеси.  

Формула Гершеля – Балкли в частном случае 00 =τ  переходит в степенную зависимость, 
которая при 1=n , μ=K  описывает поведение ньютоновской жидкости. Коэффициент вязко-
сти, показатель поведения и предел текучести зависят от концентрации твердых частиц [1]. Для 
калибровки зависимостей можно использовать физические эксперименты и/или компьютерное 
моделирование. 

Натурные эксперименты имеют ряд ограничений. В большинстве случаев определение эф-
фективных реологических свойств суспензии проводится на ротационных вискозиметрах [1]. 
Предполагается, что между двумя коаксиальными цилиндрическими поверхностями вискози-
метра реализуется течение Куэтта. В таком случае угловая скорость определяет скорость сдви-
га, а момент, прикладываемый к одному из цилиндров, пропорционален величине касательных 
напряжений. При известных угловой скорости и моменте вычисляется зависимость касатель-
ных напряжений от скорости сдвига. Однако, строго говоря, течение смеси между цилиндрами 
эквивалентно течению Куэтта эффективной однофазной жидкости только в пределе, когда от-
ношение диаметра частицы к ширине канала стремится к нулю. В реальных экспериментах это 
отношение конечно и, следовательно, может влиять на определяемые реологические свойства. 
В частности, в работе [1] отношение находилось в интервале от 0.05 до 0.1. В таком случае 
возникает вопрос: применимы ли реологические свойства, получаемые в экспериментах с ро-
тационными вискозиметрами, основанными на течении Куэтта, для описания других видов те-
чения, в частности течения Пуазейля в узком канале. 

Трудности, описанные выше, достаточно общие. Они возникают в различных инженерных 
приложениях, связанных с течением суспензий. В настоящей работе основное внимание уделяет-
ся проблеме гидроразрыва [10, 11], хотя используемый подход может найти применение для ши-
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рокого круга задач. На конечной стадии гидроразрыва частицы, называемые проппантом, добав-
ляются в жидкость, закачиваемую в трещину, для предотвращения ее закрытия после сброса дав-
ления. Поэтому адекватное описание течения суспензии важно для успешного проведения гидро-
разрыва. Очевидно, течение смеси проппант – жидкость в трещине гидроразрыва соответствует 
течению Пуазейля, в то время как экспериментальные методики, используемые для определения 
реологических свойств смеси, соответствуют течению Куэтта. Важно выяснить, в какой мере 
свойства, установленные в экспериментах с использованием реометров, соответствуют эффек-
тивным свойствам смеси при течении в узкой трещине гидроразрыва. 

В данной работе для моделирования поведения суспензии применяется метод динамики 
частиц (МДЧ) [12, 13]. Среди различных численных методов, таких как стоксовская динамика 
[14], динамика диссипативных частиц [15], метод гидродинамики сглаженных частиц [16], ме-
тод решеточных уравнений Больцмана [17] и т. д., метод динамики частиц является наиболее 
простым и содержит минимальное число параметров. В [18, 19] показано, что этот метод может 
быть использован для моделирования суспензий. В частности, установлено, что эффективные 
вязкости суспензии, полученные двумя различными численными методами (динамики частиц и 
гидродинамики сглаженных частиц), при моделировании течения Пуазейля в узком канале 
совпадают в пределах стандартного отклонения. 

Возможности метода динамики частиц используются для ответа на два поставленных во-
проса: каковы реологические свойства суспензии в широком диапазоне концентраций и соот-
ветствуют ли эффективные реологические свойства суспензии, определяемые с использовани-
ем течения Куэтта, реологическим свойствам суспензии при течении Пуазейля, возникающем в 
узких трещинах, создаваемых при гидроразрыве. Ответы на эти вопросы получены с помощью 
компьютерного моделирования данных видов течения.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОПИСАНИЕ МЕТОДА МОДЕЛИРОВАНИЯ  

Рассматривается течение суспензии (ньютоновской жидкости, содержащей проппант) в ка-
нале постоянной ширины. Канал моделируется квадратной расчетной областью с периодиче-
скими граничными условиями [12] в направлении течения и жесткими стенками в ортогональ-
ном направлении.  

В рамках метода динамики частиц [12, 13] суспензия представляется совокупностью взаи-
модействующих частиц двух типов, соответствующих жидкости и проппанту. Уравнения дви-
жения частиц решаются численно с использованием симплектического метода “leap – frog” 
[20]. Все взаимодействия в системе описываются сплайновым потенциалом [21]. Сила, дейст-
вующая между частицами i и j, вычисляется по формулам: 
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где cuta  — радиус обрезания; a — равновесное расстояние между частицами; f — параметр 

взаимодействия; ab 6/1)7/13(= . Частица проппанта представляется двумя круговыми слоями 
жестко соединенных частиц меньшего размера [18, 19]. Расстояние между соседними частица-
ми равно a. Данные частицы используются для описания взаимодействий проппант – жидкость 
и проппант – проппант. В последнем случае сила (7) обрезается при ar =  и, следовательно, 
взаимодействия частиц проппанта только отталкивающие. Уравнения движения частицы проп-
панта i имеют вид 

 gFv p

j
k

kjip mm

i
i

+= ∑
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Λ∈ ,

& ,   nFrr ⋅×−=Θ ∑
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Λ∈
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kjikipϕ&& , (8) 

где pm , pΘ , iϕ  — масса, момент инерции и угол поворота частицы проппанта; n  — единичная 

нормаль к плоскости, в которой проводится моделирование; iΛ  — множество индексов частиц, 
представляющих частицу проппанта i; g — массовая сила (равная нулю в случае течения Куэтта). 

Начальное расположение частиц проппанта и жидкости задается следующим образом. Час-
тицы жидкости формируют идеальную квадратную решетку с шагом 0a . После начала расчета 
частицы быстро перемешиваются. Частицы проппанта либо располагаются случайно (при объ-
емной концентрации, меньшей 4.0 ), либо формируют квадратную решетку (при большей кон-
центрации). Объемная концентрация проппанта c при этом определяется формулой 

 
2

2

L
NR

c pπ
= , 

где L — размер расчетной области; pN  — полное число частиц проппанта; R — радиус части-
цы проппанта.  

Твердые стенки моделируются путем задания движения двух слоев частиц с каждой сторо-
ны. Данные частицы неподвижны в случае течения Пуазейля и движутся с постоянной скоро-
стью в случае течения Куэтта. Тепло, выделяемое за счет сдвигового течения, удаляется из сис-
темы при помощи термостата Берендсена [22]. Термостат располагается в тонкой полоске жид-
кости шириной 5a вблизи левой границы расчетной области.  

Важным параметром модели является число частиц. Точность расчетов можно повысить, 
увеличивая число частиц жидкости и уменьшая их размер по отношению к размеру частиц 
проппанта. Очевидно, что для адекватного описания течения между частицами проппанта раз-
мер частиц жидкости следует уменьшать при увеличении концентрации. В расчетах для кон-
центрации, превышающей 0.3, размер частиц жидкости принимался в 1.5 раза меньше, чем для 
концентрации, меньшей 0.3. При этом параметры системы масштабируются таким образом, 
чтобы размер системы, плотность жидкости, число Рейнольдса и скорость звука mfavs /6=  
не зависели от числа частиц [18, 19]. 

ВЫЧИСЛЕНИЕ РЕОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СУСПЕНЗИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕЧЕНИЯ 
КУЭТТА 

Течение создается движением стенок с постоянной скоростью v  в противоположных на-
правлениях. Начальные скорости частиц жидкости и проппанта соответствует линейному про-
филю скорости однофазной жидкости. Частицы жидкости имеют дополнительные случайные 
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скорости. В ходе моделирования вычисляется сила wallF , действующая на стенку в направле-
нии течения. Среднее касательное напряжение на стенке τ  и скорость сдвига определяются 
соотношениями:   

 
L

vcFvc wall ),(),( =τ ,   
L
v2

=γ& . (9) 

Относительная эффективная вязкость суспензии находится по формуле 
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При  вычислении эффективного показателя поведения для каждой концентрации проводят-
ся два расчета с различными скоростями стенки 1v  и 2v . Тогда подстановка выражений для ка-
сательных напряжений и скорости сдвига (9) в формулу (6) при 00 =τ  дает эффективный пока-
затель поведения n: 

 .
)/ln(

)),(/),(ln()(
21

21

vv
vcFvcFcn wallwall=  (11) 

Таким образом, формулы (10), (11) служат для определения эффективной вязкости и эф-
фективного показателя поведения при течении Куэтта. Отметим, что вывод данных формул ос-
нован на предположении, что в расчетной области реализуется однородное сдвиговое течение. 
Такое предположение общепринято при интерпретации результатов экспериментов [1], осно-
ванных на течении Куэтта. Далее будет показано, что оно выполняется только при 5.0<c . 

ВЫЧИСЛЕНИЕ РЕОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СУСПЕНЗИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕЧЕНИЯ 
ПУАЗЕЙЛЯ 

При моделировании течения Пуазейля движение суспензии задается действием постоянной 
массовой силы, имеющей направление потока. В работах [18, 19] показано, что такое течение 
эквивалентно течению под действием постоянного градиента давления. Начальные скорости 
частиц жидкости и проппанта соответствуют течению Пуазейля однофазной ньютоновской 
жидкости. Частицам жидкости дополнительно сообщаются случайные начальные скорости. 
Наличие частиц проппанта увеличивает эффективную вязкость суспензии, что приводит к из-
менению начального параболического профиля скорости в процессе достижения стационарно-
го режима. В ходе моделирования вычисляется скорость центра масс всех частиц в расчетной 
области avv . В стационарном режиме avv  совпадает со средним значением скорости в попереч-
ном сечении. Эффективная вязкость и эффективная плотность суспензии определяются соот-
ношениями [18, 19]: 

 
av

s
s v

gL
12

2ρμ = ,   2L
NmmN ppf

s
+

=ρ , (12) 

где g  — массовая сила; m, fN  — масса и полное число частиц жидкости; pm , pN  — масса и 
полное число частиц проппанта. Первая из формул (12) следует из решения задачи о течении 
Пуазейля ньютоновской жидкости под действием постоянной массовой силы g . При компью-
терном моделировании массовая сила подбирается таким образом, чтобы величина gsρ  не за-
висела от концентрации проппанта. Тогда единственным параметром в первой из формул (12), 
зависящим от концентрации проппанта, является средняя скорость avv , которая и определяет 
эффективную вязкость.  
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Эффективный показатель поведения суспензии n вычисляется с использованием формулы, 
полученной для течения Пуазейля степенной жидкости [18]:  

 n
avn

nn

s v
L

nKg 1

1 )/12(2
+

+ +
=ρ , (13) 

где K  — коэффициент вязкости. Для вычисления показателя поведения n проводится два рас-
чета с различными массовыми силами 1g  и 2g . Тогда уравнение (13) дает:  

 
)),(/),(ln(

)/ln()(
21

21

gcvgcv
ggcn

avav
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Таким образом, формулы (12) и (14) определяют эффективные свойства суспензии в случае 
течения Пуазейля. 

ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ 

К безразмерным параметрам модели, влияющим на относительную вязкость суспензии, от-
носятся число Рейнольдса (Re), число Пекле (Pe) [23], отношение диаметра проппанта к шири-
не канала и отношение плотности проппанта к плотности жидкости. Калибровка параметров 
проводится таким образом, чтобы данные параметры, за исключением числа Пекле, соответст-
вовали течению суспензии в трещине гидроразрыва. Влияние числа Пекле на результаты моде-
лирования обсуждается ниже. 

Для проппанта, обычно применяемого для гидроразрыва, размер частиц составляет 20/40 меш 
(0.4 – 0.8 мм). Раскрытие трещины имеет порядок 10 мм. Характерное число Рейнольдса имеет 
порядок единицы [18, 19]. Отметим, что это число не должно в точности воспроизводиться при 
моделировании. Необходимо только, чтобы поток был ламинарным. Следовательно, для уско-
рения расчетов можно использовать на порядок большее число Рейнольдса. В данной работе 
принимались следующие значения параметров: 

 1/20/ =LR ,   2/ =fp ρρ ,   30Re ≈ ,   10Pe ≈ , (15) 

где L — размер расчетной области; R — радиус частиц проппанта; fρ , pρ  — плотности жидкости 

и проппанта соответственно. Строго говоря, число Пекле, используемое в данной работе, сущест-
венно ниже значения, типичного для гидроразрыва. Однако в [23] показано, что для Pe > 10 эффек-
тивная вязкость весьма слабо зависит от числа Пекле. Кроме того, сравнение с результатами моде-
лирования методом гидродинамики сглаженных частиц [19] показало, что влияние числа Пекле 
пренебрежимо мало по сравнению со стандартным отклонением результатов расчетов. Более де-
тальное исследование влияния числа Пекле выходит за рамки данной работы.  

Безразмерная масса, равновесное расстояние и параметр взаимодействия выбирались сле-
дующим образом: 09.0=m , 3.0=a , 3.0=f  для 3.0<c  и 04.0=m , 2.0=a , 2.0=f  для 3.0≥c . 
Значения оставшихся параметров: 

 125.0=
fa
T

,   1.2=a
acut ,   01.0=

Δ

∗t
t ,   98.00 =a

a ,   14.00 =
sv

v
,   51058.2 −⋅=f

mg
, (16) 

где T — температура (кинетическая энергия); tΔ  — шаг интегрирования; fmat 6/2* π= ; 0a  — 

начальное расстояние между частицами жидкости; mfavs /6=  — скорость звука. При модели-
ровании использовалось порядка 105 частиц. Число шагов интегрирования составляло 2·106. 
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНЫХ РЕОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
CУСПЕНЗИЙ 

На рис. 1 приведены зависимости эффективной вязкости суспензии от концентрации проп-
панта, полученные при моделировании течений Куэтта и Пуазейля. Результирующие значения 
вязкости нормируются на вязкость жидкости без проппанта )0(sμ . Каждая точка на рис. 1 от-
вечает среднему значению, полученному в четырех расчетах с различными начальными усло-
виями. Горизонтальные черточки отмечают границы разброса результатов (среднее значение 
плюc/минус стандартное отклонение), причем они показаны только в случаях, когда дисперсия 
превышает размер маркера, соответствующего среднему значению. Сплошная линия соответ-
ствует формуле Эйнштейна (1) в двумерном случае ( 2=A ); штрихпунктирная линия с двумя 
точками — формуле (2), выведенной в работе [4]. 

 
Рис. 1. Зависимости относительной вязкости от концентрации проппанта, полученные при моде-
лировании течений Куэтта и Пуазейля методом динамики частиц, а также рассчитанные по фор-
мулам (1) – (5)  

Видно, что разница между результатами, полученными при моделировании течений Пуазей-
ля и Куэтта, имеет тот же порядок, что и дисперсия результатов. Для концентраций проппанта 
бóльших 0.2 вычисленные значения эффективной вязкости больше, чем значения, получаемые по 
формуле (1). Корректная асимптотическая формула (2) применима в значительно более широком 
диапазоне концентраций, чем формула (1). Она достаточно точно согласуется с результатами 
моделирования вплоть до концентрации 0.4. При более высоких концентрациях гидродинами-
ческие взаимодействия между частицами проппанта, не учитываемые при ее выводе, оказыва-
ются существенными. Тогда становится необходимым применять формулы типа (3) – (5). При 
этом критическая концентрация, входящая в такие формулы, используется как параметр моде-
ли. Для формул (3), (4) и (5) методом наименьших квадратов получены следующие значения: 

96.0* =Mc , 75.0* =MPc  и 66.0* =CDc  соответственно. Кривые, отвечающие этим формулам, по-
казаны на рис. 1. Видно, что формулы (3) и (4) дают лучшую аппроксимацию результатов чис-
ленного моделирования, чем формула (5). Однако критическая концентрация 96.0* =Mc , соот-
ветствующая формуле (3), не реалистична, так как превышает максимальную концентрацию в 
двумерном случае, которая соответствует упаковке проппанта в треугольную решетку и состав-
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ляет 91.0)32/( ≈π . Напротив, критическая концентрация 0.75, полученная для формулы Ма-
рона – Пирса (4), достаточно близка к концентрации ,02.082.0 ±  соответствующей случайной 
плотной упаковке в двумерном случае [24]. Таким образом, при высоких концентрациях проп-
панта формула Марона – Пирса (4) наилучшим образом согласуется с результатами моделиро-
вания, полученными для течений Куэтта и Пуазейля. Подобное согласие отмечено и при срав-
нении формулы (4) с экспериментальными данными в работе [1]. 

Для оценки неньютоновских свойств суспензии при моделировании течений Куэтта и Пуа-
зейля с использованием формул (11), (14) рассчитывался эффективный показатель поведения n. 
Зависимость данного параметра от концентрации проппанта показана на рис. 2.  

 
Рис. 2. Зависимость эффективного показателя поведения суспензии от концентрации проппанта, 
полученная экспериментально [1] и численно при моделировании методом динамики частиц те-
чений Пуазейля и Куэтта. Прямая линия соответствует ньютоновской жидкости (n = 1) 

Каждая точка на рис. 2 соответствует среднему по четырем расчетам с различными началь-
ными условиями. Черточки отмечают границы разброса результатов. Для концентраций проп-
панта в диапазоне 5.00 ≤≤ c  эффективные показатели поведения, полученные при моделиро-
вании течений Пуазейля и Куэтта, совпадают в пределах стандартного отклонения. Кроме того, 
эти результаты согласуются с экспериментальными данными, приведенными в работе [1]. На 
практике отклонением от ньютоновского поведения суспензии в данном диапазоне концентра-
ции можно пренебречь. 

При течении Куэтта и концентрациях 55.0=c  и 6.0=c  частицы проппанта начинают об-
разовывать пробки. Типичная эволюция профиля скорости при 55.0=c  представлена на рис. 3. 
Видно, что с течением времени профиль скорости становится существенно нелинейным. Де-
тальный анализ показывает, что большинство частиц в расчетной области, за исключением не-
большого слоя вблизи верхней границы, движется в одном направлении. Этот эффект важно 
учитывать при интерпретации результатов лабораторных экспериментов. Он означает, что при 
высоких концентрациях не выполняется обычно используемое предположение о том, что в 
вискозиметре реализуется однородное сдвиговое течение. Такое поведение свидетельствует 
также о возможности возникновения заторов в местах высокой концентрации проппанта при 
проведении гидроразрыва. Более подробный анализ подобных эффектов требует учета сил тре-
ния между частицами проппанта. 
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Рис. 3. Эволюция профиля скорости в случае течения куэттовского типа при высокой концентра-
ции частиц проппанта ( 55.0=c ) 

ВЫВОДЫ 

Численное моделирование течения смеси проппант – жидкость позволяет ответить на вопро-
сы, трудно поддающиеся экспериментальному исследованию. В частности, становится возмож-
ным сравнивать реологические свойства смеси в широком диапазоне концентраций проппанта 
при различных видах течения. Показано, что при значениях параметров, отвечающих течению 
смеси проппант – жидкость в трещинах гидроразрыва, зависимости эффективной вязкости смеси 
от концентрации проппанта с , соответствующие течениям Куэтта и Пуазейля, совпадают в пре-
делах стандартного отклонения. Асимптотическая формула (1) точна лишь при 2.0≤c . При 

4.0≤c  результаты хорошо описываются асимптотической формулой ),1/()0( Acss −= μμ  выве-
денной в работе [4]. При более высоких концентрациях результаты моделирования наилучшим 
образом описываются эмпирической формулой Марона – Пирса 2)/1/()0( ∗−= ccs

MP
s μμ . 

Моделирование течений Пуазейля и Куэтта позволило также определить зависимость эф-
фективного показателя поведения суспензии от концентрации проппанта. При этом результа-
ты, полученные для данных видов течения, согласуются в пределах стандартного отклонения. 
Анализ результатов показывает, что в инженерных приложениях неньютоновскими эффектами 
можно пренебречь до концентрации 5.0=c  (в двумерной постановке). При более высоких 
концентрациях профиль скорости при сдвиговом течении становится существенно нелиней-
ным. Большинство частиц в расчетной области движется в одном направлении со скоростью, 
приблизительно равной скорости стенки. Тем самым нарушается предположение об однород-
ности сдвигового течения, используемое для интерпретации результатов натурных экспери-
ментов. Подробное исследование этого важного для практики эффекта требует усложнения ис-
пользуемой математической модели. В частности, необходим учет сил трения между частица-
ми проппанта. 
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