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Проведено численное исследование осциллирующего течения вязкой несжимаемой жидкости в жесткой 
круглой трубе с локальным сужением. Параметры вязкости и плотности жидкости, диаметр канала и его суже-
ние, а также амплитудно-частотные характеристики расхода жидкости соответствуют течению крови в подко-
ленной артерии человека при стенозе. Число Рейнольдса в области стеноза Re ≈ 5⋅103, безразмерная частота 
пульсаций Sh = 0,43⋅10–3, относительное сужение канала δ = d/D = 0,4. Особенность течения состоит в том, что 
за один период осцилляций расход жидкости четыре раза меняет направление. Это способствует ламинарно-
турбулентному переходу при внедрении струи из горловины сужения в основной поток. Установлены качест-
венные особенности и количественные параметры пульсирующего течения, в том числе распределение 
по стенке канала напряжений трения.  

Ключевые слова: кровеносный сосуд со стенозом, пульсирующий поток, ламинарно-турбулентный 
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Введение 

Движение жидкости в трубах со значительным локальным сужением встречается 
во многих инженерных устройствах, например, в каналах теплообменного оборудова-
ния. Для интенсификации теплоотдачи на стенках таких каналов располагают попереч-
ные выступы (см., например, [1 – 3]), что приводит к локальным сужениям поперечного 
сечения. Обычно в трубчатых теплообменниках течение является стационарным. Пуль-
сирующие вязкие течения в каналах переменного течения характерны для гемодинамики 
биологических объектов в патологических состояниях. Распространенным случаем 
такой патологии является атеросклероз, который представляет собой сужение крове-
носных сосудов (стеноз) из-за образования множественных бляшек и накопления жиро-
вых материалов, утолщения и уплотнения стенок сосудов [4 – 6]. При стенозе характер 

* Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ № 20-61-47068. 

©  Мазо А.Б., Калинин Е.И., Молочников В.М., Душина О.А., 2022 

259 

                                                                 



Мазо А.Б., Калинин Е.И., Молочников В.М., Душина О.А. 

кровотока в сосуде существенно меняется. Эти изменения зависят от степени стеноза и 
параметров пульсирующего кровотока.  

Последние два десятилетия наблюдается значительный рост интереса к численно-
му моделированию гемодинамики сердечно-сосудистой системы человека, которое ста-
ло использоваться для изучения физиологии и прогнозирования течения ее заболеваний. 
Развитие методов расчета течения через локальные сужения, моделирующие стеноз со-
судов, начиналось с наиболее простых случаев стационарного внешнего потока [7 – 12]. 
В большинстве случаев цель подобных исследований заключалась в проверке адекват-
ности различных подходов к численному моделированию движения крови в сосудах. 
Так, в работе [7] было выполнено сопоставление результатов расчета течения в канале 
с сужением при использовании осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Сток-
са (RANS) и метода моделирования крупных вихрей (LES), проверена способность раз-
личных моделей турбулентности прогнозировать поле потока и интенсивность осажде-
ния частиц в области сужения. Задача выбора методов моделирования в приложении 
к гемодинамике сердечно-сосудистой системы решалась и в работе [8]. Была предприня-
та попытка создания эффективного варианта метода LES, не уступающего по точности 
методу прямого численного моделирования (DNS), а по быстродействию — методу 
RANS. Влияние геометрии стеноза и кривизны артерии на структуру течения за об-
ластью стеноза в стационарной постановке изучалась при помощи DNS в работе [9]. 
Авторами [10] на основе решения уравнений Навье–Стокса оценивались потери дав-
ления при стенозе и сдвиговые напряжения на стенке в прямой и изогнутой артериях. 
Влияние слабой закрутки потока на стационарное течение в модели кровеносного сосуда 
с асимметричным стенозом исследовалось в работе [11] экспериментально и численно. 
Было показано, что в расчетах модель ламинарного течения хорошо работает при Re < 300, 
а при более высоких значениях числа Рейнольдса предпочтительнее использование 
метода RANS c k-ω SST-моделью турбулентности. 

Особое внимание при исследовании течения в стенозированных сосудах занимают 
вопросы ламинарно-турбулентного перехода. Течение в здоровых артериях является, как 
правило, ламинарным. Формирование атеросклеротических изменений приводит к появ-
лению неустойчивости и турбулизации потока за стенозом, что влечет за собой увеличе-
ние сдвиговых напряжений на стенке, нарушение кровотока и в ряде случаев образо-
вание вторичных областей сужения. По этой причине важно не только уметь прогнози-
ровать положение области перехода к турбулентности за стенозом, но и определять 
связь переходных процессов с гемодинамическими параметрами и геометрией стеноза. 
В работе [12] был предложен новый зонный подход к моделированию ламинарной, тур-
булентной, переходной или комбинированной областей течения после стеноза в зависи-
мости от числа Рейнольдса и параметра сужения. Расчеты выполнялись в пакете 
FLUENT в стационарной постановке. Рассматривался 50 и 75 %-ый стеноз, диапазон из-
менения числа Рейнольдса составлял 500 – 2000. В работе [13] проводилось численное 
моделирование стационарного течения в модели кровеносного сосуда с односторонним 
70 %-ым стенозом с использованием метода крупных вихрей LES и динамической моде-
ли Германо–Лилли для подсеточной турбулентности. Было установлено, что непосред-
ственно за стенозом формируется зона струйного течения и рециркуляционная область. 
Потеря устойчивости слоя смешения на границе этих областей инициирует переход 
к турбулентности, однако вниз по потоку от сужения течение реламинаризируется. 

Цель исследований, предпринятых авторами [14], заключалась в определении вли-
яния реологических свойств жидкости на критическое число Рейнольдса перехода к тур-
булентности при стационарном течении через асимметричное локальное сужение в круг-
лой трубе. На основе метода DNS, выполненного при Re = 500 – 1000, было показано, 
что для псевдопластичной жидкости ламинарно-турбулентный переход происходит 
при более высоких значения числа Рейнольдса, чем в ньютоновской жидкости. При этом 
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сам процесс перехода, эволюция возмущений и структура течения в турбулентном ре-
жиме потока остаются схожими для обеих реологий. 

Известен ряд исследований пульсирующего течения в области локального сужения, 
выполненных применительно к осциллирующему потоку при нулевой средней за период 
скорости течения. В работе [15] предпринималась попытка получения аналитического 
решения задачи течения в осесимметричном канале с локальным сужением при числах 
Рейнольдса Re = 10, 100, 500, 1000. Было установлено влияние амплитуды пульсаций 
и геометрии сужения на распределение осевой и радиальной компонент скорости, дав-
ления и напряжение сдвига на стенке. В работе [16] было выполнено моделирование 
осциллирующего потока в рамках физиологических условий кровотока в артериях для 
широкого диапазона изменения числа Уомерсли Wo ∼ Re0,5. Цель работы заключалась 
в создании эффективной двумерной вычислительной модели с использованием метода 
погруженных границ. Основное внимание уделялось анализу закономерностей эволю-
ции профилей скорости в сечениях перед сужением, в его центре и после сужения в за-
висимости от числа Wo и фазы колебаний расхода.  

В подавляющем большинстве публикаций приводятся результаты исследований 
пульсирующего потока при отличной от нуля средней за период скорости, полученные 
в отсутствие реверсивного течения. В экспериментальной работе [17] для одновремен-
ной регистрации профилей скорости пульсирующего потока в трех сечениях за локаль-
ным симметричным и асимметричным сужением в трубе использовался метод фото-
хромного индикатора с расщепленным лучом. Число Рейнольдса среднего потока сос-
тавляло 575. Здесь же на основе наблюдения за эволюцией профилей скорости представ-
лено описание процесса ламинарно-турбулентного перехода за сужением, простран-
ственного и временного изменения напряжения сдвига на стенке, в том числе в области 
присоединения потока. Экспериментальные данные о структуре течения за сужением 
канала, моделирующим стеноз с уменьшением площади его сечения на 25, 50 и 75 %, 
были получены с использованием двухкомпонентного лазерного доплеровского измери-
теля скорости LDV в работе [18]. Гармонические пульсации потока создавались про-
граммируемым насосом, управляемым генератором сигналов. Число Уомерсли в экспе-
риментах составляло 7,5, а мгновенное значение числа Рейнольдса изменялось от 200 
до 1000. Автором были получены и описаны различные типы возмущений, возникаю-
щих за сужением, и их эволюция за период вынужденных колебаний потока. Было пред-
ложено использовать информацию о нарушениях нормального кровотока за стенозом 
в качестве средства раннего выявления сердечно-сосудистых заболеваний. В работе [19] 
проводилось численное исследование нестационарного трехмерного течения в модели 
пространственно изогнутой стенозированной сонной артерии. Изменение средней по се-
чению сосуда скорости потока было получено на основе клинических измерений крово-
тока у здоровых добровольцев. Данные этих измерений показали отсутствие реверса 
расхода за период сердечных сокращений. В результате расчетов было выявлено отли-
чие структуры закрученного потока в здоровой артерии и в артерии со стенозом, а также 
проанализирована эволюция пространственного положения областей наибольших и наи-
меньших значений сдвиговых напряжений на стенке артерии за стенозом при изменении 
степени перекрытия артерии. 

Экспериментальное и численное (DNS) исследование ламинарно-турбулентного 
перехода в пульсирующем течении через плоское 50 %-ое сужение при Re = 600 и 1200 
выполнялось в работе [20]. Эксперимент использовался главным образом для валидации 
численной процедуры. Авторами были показаны развитие двух- и трехмерной неус-
тойчивости сдвигового слоя за сужением и эволюция вихревых структур ниже точки 
присоединения потока. Было проанализировано распространение турбулентного фронта 
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и динамики сдвигового слоя в различных фазах изменения расхода, а также показаны 
положения области генерации кинетической энергии турбулентности в зависимости 
от числа Рейнольдса и проанализированы механизмы турбулизации потока.  

В работе [21] для моделирования пульсирующего кровотока в стенозированных 
коронарных артериях использовалась форма осциллограммы расхода, близкая к физио-
логическим закономерностям ее изменения за период сердечных сокращений. Здесь ис-
следовалось влияние степени асимметрии стеноза, а также различных условий работы 
сердца на структуру потока и гемодинамические параметры, включая падение давления 
и напряжение трения на стенке за сужением. Идентификация положения области лами-
нарно-турбулентного перехода за сужением выполнялась по уровню средневзвешенной 
по площади сосуда турбулентной кинетической энергии потока после стеноза. Было по-
казано существование высокого риска образования вторичного стеноза на расстоянии 
примерно 10 диаметров артерии за стенозом из-за наличия зон рециркуляции и низких 
напряжений сдвига на стенке. 

В работе [22] пульсирующее течение в прямоугольном канале с односторонним 
полукруглым сужением исследовалось численно методами DNS и LES. В расчетах число 
Рейнольдса, вычисленное по максимальной среднеобъемной скорости потока, варьирова-
лось в диапазоне от 750 до 2000, а безразмерная частота пульсаций (число Струхаля Sh) 
составляла 0,024. В исследовании [23] перед сужением задавался физиологический 
пульсирующий ламинарный профиль скорости, полученный из аналитического решения 
уравнения Навье–Стокса. Особенностью этого решения являлось наличие возвратного 
течения в узкой пристеночной области на части периода пульсаций, при этом скорость 
на оси канала не принимала отрицательных значений. Было показано, что течение за 
сужением определяется эволюцией двух сдвиговых слоев, один из которых формируется 
за кромкой сужения, второй — при отрыве потока на противоположной стенке за суже-
нием. Турбулизация потока наблюдалась при Re >1000 ниже области присоединения 
потока за сужением. Было получено, что с повторным присоединением связаны большая 
амплитуда колебания давления на стенке и напряжения сдвига стенки. Также была 
определена характерная частота колебаний скорости, связанная с периодическим обра-
зованием вихревых структур в сдвиговых слоях, и описано влияние этой частоты на ди-
намику потока. 

Аналогичная задача, но уже для симметричного локального сужения в плоском ка-
нале, решалась численно с помощью метода DNS в работе [24]. Условия на входе зада-
вались аналогично [22, 23]. В расчетах число Рейнольдса варьировалось от 500 до 2000, 
а число Уомерсли составляло 10,5. Авторы проанализировали эволюцию полей скорости 
потока, профилей статистических характеристик течения, энергетические спектры пуль-
саций скорости в постстенотической области. Были получены распределения давления, 
безразмерной по времени и средней по размаху турбулентной кинетической энергии и 
напряжения трения на стенке за областью сужения. Также было показано, что непосред-
ственно за областью сужения происходит турбулизация потока, а ниже точки присоеди-
нения поток вновь становится ламинарным. 

Подобные рассмотренным в работах [22, 23] граничные условия на входе исполь-
зовались в [25] для численного исследования течения в канале квадратного поперечного 
сечения с двумя последовательными односторонними сужениями. Здесь расчеты выпол-
нялись с использованием метода LES с локальной динамической моделью Пиомелли–
Лю для вихрей подсеточного масштаба. На основе анализа профилей скорости, полей 
давления на стенке, напряжения сдвига и турбулентных пульсаций скорости потока были 
показаны области перехода к турбулентности вниз по потоку от сужений.  
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Как уже упоминалось, в большинстве публикаций стенки сосуда считаются жест-
кими [26 – 28]. Одно из немногих численных исследований пульсирующего течения 
в стенозированных каналах, в котором учитывается податливость его стенок, было вы-
полнено в магистерской диссертации [29]. Расчет проводился методом LES с помощью 
динамической подсеточной модели Смагоринского. Для податливой стенозированной 
модели взаимодействие жидкость – структура (FSI) реализовывалось через деформируе-
мую границу раздела жидкость-твердое тело. Автор проанализировал влияние степени 
сужения канала и реологии жидкости на профили и поля скорости потока, размер рецир-
куляционной области за сужением, сдвиговые напряжения на стенке, деформацию стен-
ки и вихревую структуру течения за сужением. Был сделан вывод, что возникновение 
рециркуляционных областей за сужением может вызвать накопление жировых бляшек 
и увеличение степени сужения сосуда, а также отрыв бляшек с дальнейшим неблагопри-
ятным прогнозом болезни.  

Еще одним примером исследования пульсирующего течения в стенозированной 
артерии, в котором учитывалась эластичность ее стенок, является работа [30]. В ней ис-
пользовалась двухслойная модель жидкости, состоящая из центрального слоя взвеси 
эритроцитов и периферического слоя плазмы. Авторами изучалось влияние угла суже-
ния, деформации стенки сосуда и степени сужения на характеристики потока. 

Приведенный краткий обзор публикаций свидетельствует, что нарушение кровооб-
ращения в стенозированных сосудах связано со степенью сужения канала, числом Рей-
нольдса набегающего потока и характером осциллограммы расхода за период сердечных 
сокращений. Последние два фактора определяются типом и положением сосуда в крове-
носной системе. Важную роль в распределении параметров течения в постстенотической 
области играют процессы ламинарно-турбулентного перехода, который может иниции-
роваться отрывом потока за локальным сужением. Абсолютное большинство работ, 
в которых рассматривается пульсирующее течение в каналах с локальным сужением, 
моделирующих стеноз артерии, выполнено для случая отсутствия реверса расхода на части 
периода сердечных сокращений. Между тем, именно такой вид расхода имеет место 
в бедренной и подколенной артериях [31 – 33].  

Настоящая статья посвящена численному исследованию осциллирующего течения 
вязкой несжимаемой жидкости в жесткой круглой трубе с локальным сужением. 
Параметры вязкости, плотности жидкости, диаметр канала и его сужение, а также ампли-
тудно-частотные характеристики расхода жидкости соответствуют течению крови в под-
коленной артерии человека при стенозе.  

1. Постановка задачи 

Кровеносный сосуд со стенозом моделируется круглой трубой диаметром D, у кото-
рой есть участок сужения до диаметра d < D (см. рис. 1). Считаем, что стенка трубы 
неподвижна. Её форму, имеющую сужение, опишем функцией  

( ) ( )
w

11 1 cos 2 , ,
4 2 2 2( )

, , ,
2 2 2

D z D Dz
Dr R z

D D Dz z

δ δ π
    + + − + − < <        = = 
 < − >

              (1) 

где .d Dδ =  Полагаем, что жидкость в со-
суде имеет постоянную плотность ρ и кине-
матическую вязкость ν. Пульсирующее дви-
жение жидкости в канале обеспечивает пе-
ременный по времени t расход Q (t), причем 

 

Рис. 1. Схема канала с локальным сужением. 
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меняется не только величина, но и знак 
расхода. Типичный для подколенной ар-
терии человека график указанной функ-
ции [31] показан на рис. 2. Здесь полный 
период равен T, моменты смены направле-
ния течения совпадают с t0, t1, t2, t3 , макси-
мум расхода равен Q0. 

Следует отметить, что средний расход жидкости за период пульсаций является по-
ложительным: 

( )
0

1 0,
T

Q Q t dt
T

= >∫  

что обеспечивает среднее движение жидкости в направлении z. График расхода на рис. 2 
позволяет выделить четыре интервала времени: 

[ ] [ ] [ ]0 1, 1 2 2 3 3 40, , , , , , , ,t t t t t t t t T = =   

на каждом из которых течение происходит в одном направлении; внутри интервала фаза 
ускорения потока (на графике показана серым) сменяется фазой торможения (черные 
участки кривой). 

В каждом временном интервале движение жидкости описывается уравнениями На-
вье–Стокса: 

1 , 1, 2, 3,

0,

i i i
j

j i j j

j

j

u u upu i
t x x x x

u
x

ν
ρ

∂ ∂ ∂∂ ∂
+ = − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂
=

∂

                                (2) 

здесь x1 = x, x2 = y, x3 = z — декартовы координаты, ось z совпадает с осью канала, 
а начало координат расположено в самом узком сечении (рис. 1). Граничные и началь-
ные условия для уравнений (2) ставятся индивидуально для каждого временного интер-
вала. При численном моделировании в первом периоде течение развивается из состоя-
ния покоя (u = 0 при t = 0) для первого интервала. Для последующих интервалов началь-
ными условиями при t = t1, t2, t3 служат расчетные поля скорости предыдущих интерва-
лов. Для второго и последующих периодов колебаний для всех интервалов однонаправ-
ленного движения начальное условие выбирается с конца предшествующего интервала. 
Граничные условия ставятся в виртуальных сечениях z– , z+ (см. рис. 1), которые высту-
пают в роли входной zin или выходной zout границы, причем в моменты переключения 
t = t0, t1, t2, t3 эти роли меняются на противоположные. В пределах одного интервала 
неизменного направления движения на входной границе zin задается параболический 
профиль скорости uin(r), удовлетворяющий условиям прилипания (5) на стенке и согла-
сованный с графиком расхода Q(t): 

( ) ( )

( ) ( )

2

in in 2

2 2
in

0

6
: , 1 ,

0, 2 , , , arctg , / 2.

z

R

x y

Q t rz z u u r t
RR

yu u u r t r dr Q t r x y R D
x

π

π ϕ

 = = = − 
 

 = ≡ = = + = = 
 ∫

(3) 

Рис. 2. Один период изменения расхода 
жидкости в пульсирующем течении. 
Серым отмечены фазы ускорения, 

черным — торможения потока. 
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На выходной границе задается так называемое конвективное граничное условие, 
обеспечивающее свободный выход жидкости из канала: 

out : 0, 1, 2, 3.i i
j

j

u u
z z u i

t x
∂ ∂

= + = =
∂ ∂

                                    (4) 

На стенках трубы ставятся условия прилипания: 

( )w : 0.r R z= =u                                                   (5) 
Исходные данные для задачи (1) – (5) типичны для гемодинамики подколенной ар-

терии при стенозе и заимствованы из работ [31, 34, 35]. К ним относятся диаметр сосуда 
D = 6 ⋅10–3 м, диаметр канала в месте сужения d = 2,4 ⋅10–3 м, максимальный расход жид-
кости Q0 = 2,5 ⋅10–5 м3/с (см. рис. 2), период пульсации T = 0,92 с, плотность жидкости 
ρ = 1,06 ⋅103 кг/м3, кинематическая вязкость ν = 2,63⋅10–6 м2/с.  

2. Безразмерные переменные и критерии подобия 

По типичным значениям параметров, приведенных выше, вычислим максимальную 
среднюю скорость в узком сечении канала — u0 = Q0 /(π d 2/4) = 5,53 м/с — и перейдем 
к безразмерным переменным (они помечены чертой сверху) по формулам 

2
0 00

, ,, , , , , , .x y z t p Qx y z t p Q
d T u Quρ

= = = = =
uu                         (6) 

Определим три критерия подобия и их типичные значения для рассматриваемой 
задачи: 

3 30

0
Re 5,046 10 , Sh 0, 43 10 , 0,4.d

u d d d
Tu D

δ
ν

−= = ⋅ = = ⋅ = =                    (7) 

Значение числа Рейнольдса указывает на вероятность турбулентного характера течения 
жидкости. Число Струхаля Sh выражает меру нестационарности течения, вызванного 
пульсацией расхода Q(t) c периодом T. Малость Sh свидетельствует, что пульсации кро-
ви происходят со сравнительно низкой частотой, и течение, по крайней мере, в окрест-
ности стеноза, можно рассматривать как квазистационарное в каждый момент времени t, 
соответствующее мгновенному значению расхода Q(t). Безразмерный параметр δ харак-
теризует локальное сужение канала. Заметим, что δ существенно влияет на значения 
критериев подобия, так для трубы c неизменным диаметром D вместо (7) получим 

2 3 3 2
0 , Re Re 2,017 10 , Sh Sh 0,0,884 ( 738м с 10 .)D D d D du uδ δ δ −= = = = ⋅ = = ⋅  

Часто при моделировании колебательных движений жидкости вместо числа Стру-
халя вводят другой критерий подобия — число Уомерсли Wo Re Shd= [36]. Для рас-

сматриваемой задачи оно равно 1,473, а для сосуда без стеноза — WoD = δ –1Wo = 3,682. 
В относительных переменных (6), (7) уравнения (2) принимают вид: 

1Sh , 1, 2, 3;
Re

0.

i i i
j

j i j j

j

j

u u upu i
t x x x x

u
x

∂ ∂ ∂∂ ∂
+ = − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂
=

∂

                                (8) 

При этом диаметр узкого отверстия равен единице, максимальная по времени средне-
расходная скорость в данном сечении и период пульсаций расхода также равны единице. 
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Граничные условия (3) – (5) запишутся следующим образом: 

( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )

22
in in

0

: , 6 1 2 , 0, 1 2 ,

, 0,

z

x y

z z u u r t Q t r r

Q t T
Q t u u
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δ δ δ= = = − ∈
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τ
∂ ∂

= + = =
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                                   (10) 

( )w : 0.r R z= =u                                                       (11) 
В расчетах в каждый момент t принималась симметричная относительно оси трубы па-
раболическая форма профиля скорости ( )in ,u r  коэффициенты параболы вычислялись 

с помощью условий (9) и (10). Безразмерные моменты смены направления потока и фазы 
ускорения/замедления (рис. 2) имеют следующие значения:  

0t = [0,000, 0,124]/[0,124, 0,258] — ускорение/замедление вправо; 
       1t = [0,258, 0,346]/[0,346, 0,498] — ускорение/замедление влево; 

2t = [0,498, 0,581]/[0,581, 0,725] — ускорение/замедление вправо; 
       3t = [0,725, 0,801]/[0,801, 1 4t= ] — ускорение/замедление влево. 

Виртуальные границы in ,z out ,z  устанавливаются достаточно далеко от сужения 0z = 0, 

чтобы профиль входной скорости ( )in ,u r  удовлетворяющий условию нормировки (9), 

не оказывал заметного влияния на изучаемое течение в окрестности сужения канала. 
Грубую оценку удаления границы можно получить, требуя, чтобы объем жидкости 

1
0 0

1
0

,
2 8

t Q Q
V Q dt t T= ≈ ≈∫  

протекающей через поперечное сечение канала за время t1 ≈ T/4, не превышал z+π D 2/4. 
В этом случае оценка запишется в виде 

0 in
in in2 0,11 (м), 46,1.

2
Q T z

z z
dDπ

> = = >  

Данная оценка была проверена и уточнена в численном эксперименте, когда проводи-
лись расчеты в канале с границами, по-разному удаленными от горловины сужения ка-
нала. Оказалось, что параметры струи перестают зависеть от положения входных границ 
при in 50z =  справа и in 25z = −  слева от стеноза. Разница положений левой и правой 
границ объясняется тем, что максимум расхода влево примерно вдвое меньше расхода 
вправо. Эти размеры расчетной области в итоге и были приняты. 

В медицинских и технических приложениях наибольший интерес вызывает сило-
вое взаимодействие пульсирующего потока со стенками канала. Большое значение име-
ет касательное напряжение на стенках w .τ  Наряду с полем этой величины на поверхно-

сти трубы будем вычислять в фиксированном сечении z распределение wτ  по окружно-

сти ( )w ( ) ,s y R z= его среднее значение w ( ),zτ > а также ( )e z  — среднеквадратичес-

кое отклонение w ( )sτ  от среднего w ( ).zτ  В безразмерных переменных эти величины 

определяются следующими формулами: 
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здесь u  — касательная скорость, n — внутренняя нормаль к поверхности w ( ),r R z=  s — 
окружность, z = const — линия на стенке в сечении и w2 ( )s R zπ=  — длина этой линии. 
Как известно, при переходе к турбулентности величина касательных напряжений wτ
значительно возрастает, при этом вследствие пульсаций скорости растет и отклонение 
от среднего. Величину e  в (12) будем рассматривать как признак турбулизации потока. 

3. Метод расчета 

Численное моделирование и анализ результатов расчета проводились в безразмер-
ных переменных согласно (6). В дальнейшем изложении черту над безразмерными пе-
ременными будем опускать. 

Область расчета — цилиндрический канал диаметром 2,5 и длиной 75 с локальным 
сужением горловины до единичного диаметра — покрывалась структурированной 
ортогональной конечнообъемной сеткой из 1 миллиона ячеек с минимальным линейным 
размером 0,009 (рис. 3). Обратим внимание на отсутствие выраженного сгущения сетки 
к границам канала. Последнее обусловлено характером исследуемого течения: с пере-
менным расходом и струей, бьющей из горловины стеноза. При этом максимальный 
градиент скорости (и, соответственно, наибольшее желательное сгущение сетки) дости-
гается не только вблизи стенок, но и на границе струи вдали от стенок. Для подтвержде-
ния пригодности сетки дополнительно проводилось численное решение стационарной 
задачи в радиально-симметричной постановке с максимальным для исследуемого про-
цесса расходом. Использовались две сетки: одна — с представленными параметрами 
дискретизации, а другая — измельченная вдвое по обеим координатам (r и z). Относи-
тельная погрешность коэффициента трения, полученного на этих двух сетках, не превы-
сила 1,7 %. 

Расчет проводился в лицензионном пакете Ansys Fluent версии 19.4 по модели вяз-
кой несжимаемой жидкости методом SIMPLE. Использовалась неявная схема второго 
порядка точности по времени с шагом 0,001. Для пространственной аппроксимации 

 
 

Рис. 3. Область расчета и сетка конечных объёмов (фрагмент). 
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применялся метод конечных объемов со следующими настройками: метод наименьших 
квадратов — для аппроксимации градиентов, схема второго порядка — для аппроксима-
ции уравнения для давления и схема против потока второго порядка — для аппроксима-
ции уравнений моментов. Для остальных опций использовались значения, принятые 
в пакете Fluent по умолчанию. 

В качестве начального условия для задачи (8) – (11) применялось состояние покоя — 
0.=u  Данное состояние не удовлетворяет граничным условиям, и должно пройти нес-

колько периодов пульсаций расхода, чтобы установились устойчивые колебания. Ниже 
представлены результаты расчета одного периода колебаний расхода в установившемся 
пульсирующем течении. 

4. Результаты расчета. Первая фаза ускорения потока 
Полный период колебательного процесса можно разделить на четыре фазы ускоре-

ния/торможения потока (см. рис. 2). При этом каждая последующая фаза имеет примерно 
вдвое меньшую интенсивность, чем предыдущая. Можно ожидать, что эффекты, связанные 
с образованием вихрей и переходом к турбулентности, происходят в первой фазе 
при t0 < t < t1.  

На начальной фазе ускорения из области сужения канала истекает симметричная 
струя, которая внедряется в основной поток и формирует обратные течения ближе 
к стенкам канала (рис. 4, 5). В момент времени t = 0,06 структура струйного течения ста-
новится существенно несимметричной, эпюра скорости на фронте внедрения искажается, 
образуются вихревые сгустки (см. t = 0,07 на рис. 4, 5). Рост длины струи при этом не пре-
кращается и к моменту t = 0,106 достигает ≈ 20 d. 

Картина течения вблизи фронта внедрения струи приобретает признаки турбулент-
ности, о чем свидетельствует и распределение напряжения трения τw на стенке (см. рис. 6). 

О локальном переходе к турбулентности свидетельствуют и графики < τw > (z) 
среднего по окружности r = Rw (z) касательного напряжения на стенке трубы и его дис-
персии e (z), представленные на рис. 7. Видно, что максимумы этих функций расположены 

 
 

Рис. 4. Осевая струя за стенозом и вторичные вихри в фазе первого ускорения. 
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в окрестности фронта внедрения струи и в фазе первого ускорения продвигаются вместе 
с ним. Как уже отмечалось, среднеквадратическое отклонение e от среднего <τw > 
в сечении z следует рассматривать как меру пульсаций касательной скорости.  

 
 

Рис. 5. Трехмерные эпюры продольной компоненты скорости 
при первом ускорении в поперечных сечениях канала. 

 
 

Рис. 6. Трение на боковых стенках в фазе первого ускорения. 
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5. Первая фаза торможения потока 

С началом фазы замедления t ∈ [0,114, 0,258] рост струи не прекращается, и она 
достигает максимальной длины 25d (рис. 8) в момент t = 0,185, когда расход Q падает 
почти на 30 % максимального значения Q0 (рис. 9).  

Наблюдаемая область турбулентности в первой фазе торможения распространяется 
на всю длину канала справа от сужения (рис. 10, t = 0,185), хотя и несколько теряет 
в интенсивности по сравнению с моментом максимального расхода (рис. 11). 

Интересен момент полной остановки потока, когда Q = 0 (рис. 8 – 11, t = 0,256). 
Вихревое разнонаправленное движение в канале продолжается, и характерные скорос-
ти этого движения составляют до 30 % наблюдаемого максимума за весь период T. 
Поступательный поток в центре канала компенсируется периферийными возвратными 

течениями вдоль стенок. Данный эф-
фект распространяется и на область ка-
нала, примыкающую к стенозу слева 
(рис. 8, t = 0,256). 

 
 

 
 

Рис. 8. Поле скорости в первой фазе торможения. 

 
 

Рис. 7. Напряжение трения на стенке на линии окружности r = Rw (z) в фазе первого ускорения. 
а — w ,τ  среднее по окружности, b — отклонение e (z) (см. (12)); 

t = 0,053 (1), 0,07 (2), 0,114 (3). 

 

Рис. 9. Продольная компонента скорости 
на оси канала в первой фазе торможения. 

t = 0,185 (1), 0,256 (2).  
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6. Вторая и последующие фазы ускорения/торможения  

Вторая фаза пульсирующего потока t ∈ [0,258, 0,498] соответствует течению в об-
ратную сторону (справа налево) со вдвое меньшим, по сравнению с первой фазой, рас-
ходом. Поэтому все эффекты, описанные выше для первого интервала, наблюдаются и 
в этом случае, но с меньшей интенсивностью. 

Характерной особенностью данного течения является наличие инерционных пото-
ков с противоположной основному потоку направленностью, сохранившихся от предше-
ствующего интервала, а также наличие турбулентных пульсаций в области вниз по по-
току. Полностью влево поток разворачивается лишь в момент приближения к макси-
мальному расходу текущей фазы (см. рис. 12, t = 0,361). 

Третий (t ∈ [0,488, 0,769]) и четвертый (t ∈ [0,725, 1]) интервалы периодического 
процесса имеют сравнительно малые значения расхода. Однако в целом характер тече-
ния сохраняется: симметричная круглая струя истекает из горловины сужения и теряет 
устойчивость при внедрении в основной поток. Но при этом интенсивность вихреобра-
зования весьма низка и не приводит к существенному росту пульсаций скорости и каса-
тельных напряжений на стенках. 

7. Трение в горловине сужения канала 

Выше было показано, как вихри, образующиеся при внедрении струи в основной 
поток, приводят к турбулентным пульсациям и повышают касательное напряжение тре-
ния на стенках. Еще одним фактором, приводящим к общему увеличению гидродинами-

 
 

Рис. 11. Напряжение трения на стенке на линии окружности  r = Rw (z) 
в фазе первого торможения. 

а — w ,τ  b — отклонение e (z);  t = 0,185 (1), 0,256 (2). 

 
 

Рис. 10. Напряжение трения на боковых стенках в фазе первого торможения. 
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ческого сопротивления канала с сужением, является повышение трения на стенке канала 
в области вверх по потоку от горловины сужения. Чтобы подсчитать силу вязкого тре-
ния в момент t, нужно проинтегрировать мгновенное касательное напряжение на стенке 
канала по площади горловины сужения: 

( ) ( ) ( ) ( )
L

2
2

w w w w
0

, , , 1 ,
Rz

z

F t R z t R z R z d dz
π

τ ϕ ϕ′= +∫ ∫                           (13) 

где образующая цилиндрической горловины Rw (z) задана функцией (1). Будем различать 
сопротивление стеноза при движении жидкости слева направо (сила FL , пределы интег-
рирования в формуле (13) таковы: zL = – D/2, zR = 0) и справа налево (сила FR, zL = 0, 
zR = – D/2). Графики изменения этих сил во времени (время на этих совмещенных графи-
ках отсчитывается от начала каждого интервала движения) приведены на рис. 13а. Мож-
но видеть, что при течении слева направо возникает значительный рост силы трения FL 
левее сужения, а при течении справа налево — рост силы FR правее сужения. При этом 
наблюдается нелинейный рост силы трения с увеличением расхода жидкости. В част-
ности, сравнивая первое и второе пиковые значения расхода на рис. 2 и соответствующие 
им пиковые значения трения на рис. 13а, можно видеть, что первый максимум расхода 

 
 

Рис. 12. Мгновенные эпюры продольной компоненты скорости uz (x) в плоскости y = 0 
и различных сечениях z = const в фазе второго ускорения. 
a — t = 0,343, b — t = 0,406; z = 10 (1), – 3 (2), – 10 (3), – 15 (4). 

 
 

Рис. 13. Силы трения FL (1) и FR (2) и их сумма (3) в горловине сужения канала (а) 
и полная сила сопротивления FP (b). 

Пунктиром обозначены границы режимов течения: 
а — вправо с ускорением, b — вправо с замедлением, c — влево с ускорением, d — влево с замедлением. 
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вдвое превосходит расход на момент второго пикового значения, а соответствующая 
сила трения FL превышает значение FR в момент второго максимума в три раза. 

Отметим также наличие локального роста силы трения со стороны, противопо-
ложной потоку, в момент сразу после разворота основного течения (особенно заметно 
по синей кривой в момент t = 0,256 на рис. 13а). По-видимому, это связано с преодоле-
нием инерционной составляющей потока с предыдущей фазы ускорения/торможения, 
направленной в противоположную сторону. Для сравнения на рис. 13b приводится гра-
фик полной силы гидродинамического воздействия жидкости на канал: 

out in

.p
S S

F pds pds= −∫ ∫  

Видно, что сила p ,F  обусловленная давлением, на два порядка превосходит силу трения 

L R .F F+  

Выводы 

Поток, проходя через горловину сужения в канале, образует струю, которая на на-
чальном этапе ускорения потока развивается симметрично. При этом, поскольку ско-
рость струи значительно превышает скорость течения окружающей жидкости, часть 
жидкости из струи разворачивается назад, образуя медленные возвратные течения, иду-
щие вдоль стенок канала. По мере продвижения и ускорения струя теряет устойчивость. 
На фронте внедрения струи начинается процесс турбулентного вихреобразования. 
В зависимости от фазы периодического процесса получены следующие максимальные 
линейные размеры струи: на первой фазе ускорения — 25d, на второй фазе — 15d, 
на третьей и четвертой фазах — 8d. 

С уменьшением расхода жидкости Q скорость течения в конце струи превышает 
скорость в ее начале, в конце фазы торможения струя отрывается от области сужения 
канала и продолжает движение по инерции вместе с образованными ею турбулентными 
вихрями, постепенно теряя энергию. В начальный момент переключения направления 
потока набегающая жидкость обтекает инерционный остаток струи на периферии, 
в пристенном слое. Таким образом, в одном сечении z = const жидкость в центре канала 
двигается по направлению струи, а вблизи стенок — по направлению потока. 

Сужение канала приводит к значительному (до двух порядков) скачку силы трения 
на стенке канала в области непосредственно до центра сужения. Еще один локальный 
максимум в значении трения (примерно на один порядок больше, чем в области невоз-
мущенного течения) наблюдается около конца струи, где часть потока разворачивается 
и образует возвратные течения, а оставшаяся часть потока участвует в процессе турбу-
лентного вихреобразования. Повышенные значения силы трения и её пульсаций сохра-
няются и далее вниз по потоку, характеризуя наличие турбулентного перехода. 
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