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Рассматриваются уравнения двумерной теории упругости в негладких областях. Об-
ласти содержат криволинейные трещины, длина которых может меняться. На берегах
трещин задаются условия в виде неравенств, описывающих взаимное непроникание бе-
регов трещин. Доказана сходимость решений задач равновесия с возмущенной трещиной
к решению задачи равновесия с невозмущенной трещиной в соответствующем простран-
стве. Получена производная функционала энергии по длине криволинейной трещины.

Ключевые слова: упругость, трещина, критерий Гриффитса, вариационное неравен-
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Введение. В работе исследуется задача о равновесии упругого тела в рамках дву-
мерной теории упругости. Тело содержит криволинейную трещину, на берегах которой
задаются условия непроникания в виде системы равенств и неравенств. Тело изготовлено
из однородного анизотропного материала, подчиняющегося закону Гука. Считается, что
на внешней границе выполнены однородные краевые условия.

Рассматриваются математические вопросы теории трещин и, в частности, теории
разрушения, в которой широко используется энергетический критерий Гриффитса. В со-
ответствии с этим критерием развитие (распространение) трещины начинается тогда,
когда производная функционала энергии по длине трещины достигнет критической вели-
чины 2γ, которая характеризуется физико-механическими свойствами материала.

В работе получена формула производной функционала энергии по параметру, характе-
ризующему длину криволинейной трещины, на берегах которой задаются условия непро-
никания в виде системы равенств и неравенств. При этом установлена сильная сходимость
решения задачи равновесия в возмущенной области к решению задачи равновесия в невоз-
мущенной области.

В настоящее время имеется большое количество работ, в которых изучена зависи-
мость решений эллиптических уравнений от параметров для различных возмущений об-
ластей. Случай гладких областей рассмотрен в [1]. Результаты, относящиеся к диффе-
ренцированию функционалов энергии для линейных краевых задач в негладких областях,
можно найти в [2, 3].

Впервые производная функционалов энергии для нелинейных эллиптических задач с

условиями в виде неравенств на границе была получена в [4]. При этом метод получе-
ния производной, описанный в [4], позволяет избежать вычисления краевых условий для
материальной производной от решения, которая, вообще говоря, определяется неоднознач-
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но. Затем были получены аналогичные производные для различных задач теории упру-
гости [5–10] с использованием вариационных постановок [11]. При этом предполагалось,
что трещины являются прямолинейными, либо накладывались дополнительные условия
на возмущение области, при которых множество допустимых смещений точек тела для
невозмущенной задачи переходит взаимно однозначно в множество допустимых смещений

точек тела для возмущенной задачи равновесия.
С помощью полученных формул были выведены инвариантные интегралы типа Чере-

панова— Райса [4, 5, 10]. Такой интеграл определяет скорость высвобождения энергии при
квазистатическом росте трещины и используется в механике разрушения при описании

роста трещины. В работе [12] представлено математическое обоснование инвариантного
интеграла для линейных задач.

В [10] рассмотрена задача о равновесии тела, состоящего из двух однородных ани-
зотропных тел, на общей границе которых находится криволинейная трещина со свобод-
ными от напряжений берегами, и получена формула для производной функционала энер-
гии по параметру, характеризующему изменение длины трещины. Для нахождения про-
изводной функционала энергии строилась замена координат, переводящая возмущенную
область в невозмущенную взаимно однозначно. Так как на границе области заданы есте-
ственные краевые условия в виде равенств, то при такой замене координат пространство
допустимых смещений с возмущенной областью отображается на пространство допусти-
мых смещений с невозмущенной областью также взаимно однозначно, что существенно
использовалось при выводе формулы для производной. Если же на границе области зада-
вать краевые условия с односторонними ограничениями, то такой взаимной однозначности
между пространствами допустимых смещений не будет.

Постановка задачи. Рассмотрим ограниченную область Ω ⊂ R2 с кусочно-гладкой
границей Γ, Ω = Ω∪Γ. Предположим, что область Ω делится кривой Σ на две подобласти
Ω1 и Ω2, т. е. Ω1∪Ω2 = Ω, Ω1∩Ω2 = Σ. При этом границы областей Ω1 и Ω2 также являются

кусочно-гладкими. Кривая Σ на плоскости (x1, x2) задается функцией ψ ∈ H3(−l0, l1) так,
что Σ = {x2 = ψ(x1), −l0 < x1 < l1}, l0 > 0, l1 > 0. Трещина Γl, лежащая внутри
области Ω, описывается частью кривой Σ:

Γl = {x2 = ψ(x1), 0 < x1 < l}, 0 < l < l1,

где l — параметр, определяющий длину проекции Γl на ось x1.

Пусть вектор ν = (ν1, ν2) = (−ψx1 , 1)/
√

1 + ψ2
x1
является вектором нормали к кри-

вой Σ. Считаем, что берег Σ+ соответствует положительному направлению нормали,
Σ− — отрицательному.

Обозначим через Ω0 область, ограниченную Γ, Γ
+
l и Γ

−
l , т. е. Ω0 = Ω\Γl. Задача

равновесия будет рассматриваться в области Ω0, имеющей негладкую границу Γ∪Γ+
l ∪Γ−l .

Введем вектор перемещений W = (u1, u2). Предполагаем, что тело изготовлено из
однородного упругого материала, который подчиняется закону Гука. Запишем формулы
для компонент тензоров деформаций и напряжений

εij(W ) =
1

2

(∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, σij(W ) = cijklεkl(W ), i, j = 1, 2

с симметричным и положительно-определенным тензором коэффициентов упругости

{cijkl}, т. е. cijkl = cjikl = cklij , cijklξklξij > c0ξijξij , c0 > 0, ξij = ξji. Для простоты
вычислений будем полагать, что cijkl — константы.

Считаем, что на внешней границе выполнены следующие краевые условия:

W = 0 на Γ. (1)

Условия (1) соответствуют условию защемления на внешней границе.
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Пусть Π(Ω0; W ) — функционал потенциальной энергии тела:

Π(Ω0; W ) =
1

2

∫
Ω0

σij(W )εij(W)−
∫
Ω0

f ·W .

Здесь f = (f1, f2) — заданный вектор внешних сил, f ∈ [C1(Ω)]2.
Определим функциональное пространство, в котором будет исследоваться задача рав-

новесия. Пусть подпространствоH1,0(Ω0) пространства СоболеваH
1(Ω0) состоит из функ-

ций, обращающихся в нуль на Γ. Обозначим через H(Ω0) декартово произведение двух
таких подпространств: H(Ω0) = H1,0(Ω0) × H1,0(Ω0). Следует отметить, что функции
из H(Ω0) могут принимать, вообще говоря, различные значения на берегах трещины Γ+

l

и Γ−l .
Для того чтобы предотвратить проникание берегов трещины друг в друга, будем

рассматривать следующее условие типа Синьорини:

[W ] · ν > 0 на Γl. (2)

Здесь [W ] = W +−W− (W +, W− — значения функции W на положительном и отрица-
тельном берегах разреза Γl соответственно). Следует отметить, что условие (2) инвари-
антно относительно выбора направления нормали ν, так как при изменении направления
на −ν значение скачка [ · ] на берегах трещины также меняет знак.

Введем множество допустимых смещений

K0(Ω0) = {W ∈ H(Ω0) | [W ] · ν > 0 п. в. на Γl},
которое включает условия (1) на внешней границе Γ и условие (2) непроникания берегов
трещины. Задачу о равновесии тела сформулируем как задачу минимизации функционала
энергии Π(Ω0; W ) на множестве допустимых смещений K0(Ω0):

Π(Ω0; W0) = inf
W∈K0(Ω0)

Π(Ω0; W ). (3)

Так как Π(Ω0; W ) — слабо полунепрерывный снизу и коэрцитивный функционал,
K0(Ω0) — замкнутое и выпуклое множество, H(Ω0) — гильбертово пространство, то су-
ществует решение W0 ∈ K0(Ω0) задачи (3), которое является единственным и, в силу
того, что функционал Π(Ω0; W ) — выпуклый и дифференцируемый, удовлетворяет вари-
ационному неравенству∫

Ω0

σij(W0)εij(W −W0) >
∫
Ω0

f · (W −W0) ∀W ∈ K0(Ω0). (4)

Вариационное неравенство (4) эквивалентно задаче минимизации (3) [11].
Заметим, что решение задачи (3) в области Ω0 удовлетворяет уравнениям равновесия

−
∂σij(W0)

∂xj
= fi, i = 1, 2 п. в. в Ω0, (5)

граничному условию (1), условию непроникания (2) и краевым условиям на трещине Γl

[σν(W0)] = 0, σν(W0) 6 0, στ (W0) = 0, σν(W0)[W0] · ν = 0, (6)

которым можно придать точный смысл в пространстве (H
1/2
00 (Γl))

∗, где (H
1/2
00 (Γl))

∗ — со-

пряженное пространство к H
1/2
00 (Γl) [11]. Операторы σν(W ) и στ (W ) = (στ1(W ), στ2(W ))

обозначают нормальные напряжения и касательную компоненту вектора сил на Γl соот-
ветственно и определяются по формулам

{σij(W )νj} = σν(W )ν + στ (W ).
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Далее рассмотрим семейство областей с трещинами, зависящее от малого параметра δ.
Определим множество

Γl+δ = {x2 = ψ(x1), 0 < x1 < l + δ}, 0 < l + δ < l1,

характеризующее возмущение трещины Γl вдоль кривой Σ. Обозначим через Ωδ = Ω\Γl+δ

область с трещиной Γl+δ. Определим функционал потенциальной энергии тела, занимаю-
щего возмущенную область Ωδ, в виде

Π(Ωδ; W ) =
1

2

∫
Ωδ

σij(W )εij(W )−
∫
Ωδ

f ·W .

Аналогично пространству H(Ω0) определим пространство H(Ωδ). Введем множество до-
пустимых смещений точек тела, занимающего возмущенную область Ωδ, формулой

Kδ(Ωδ) = {W ∈ H(Ωδ) | [W ] · ν > 0 п. в. на Γl+δ}.
В области Ωδ сформулируем задачу равновесия как задачу минимизации функционала

энергии на множестве допустимых смещений Kδ(Ωδ):

Π(Ωδ; W
δ) = inf

W∈Kδ(Ωδ)
Π(Ωδ; W ), (7)

которая, в свою очередь, эквивалентна вариационному неравенству∫
Ωδ

σij(W
δ)εij(W −W δ) >

∫
Ωδ

f · (W −W δ) ∀W ∈ Kδ(Ωδ)

и имеет единственное решение W δ ∈ Kδ(Ωδ) в силу тех же соображений, что и для зада-
чи (3).

Основная цель настоящей работы — найти производную функционала энергии по па-
раметру возмущения области Ω0, который характеризует изменение длины трещины Γl,
т. е. вычислить предел

G = lim
δ→0

Π(Ωδ; W
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
,

где W0, W δ — решения задач равновесия в невозмущенной и возмущенной областях соот-
ветственно. Величина G характеризует скорость высвобождения энергии при квазистати-
ческом росте трещины. Согласно критерию Гриффитса [13, 14] трещина начнет распро-
страняться, когда G достигнет некоторого критического значения 2γ, характерного для
материала, из которого изготовлено тело. Величина γ определяет поверхностную энергию,
приходящуюся на единицу свободной поверхности тела, в нашем случае — на единицу

длины трещины.
Вспомогательные утверждения и формулы. Следуя [4, 8], введем отображение

возмущенной области Ωδ на исходную область Ω0. Пусть Bε ⊂ R2 — шар радиуса ε > 0 с
центром, расположенным в вершине трещины (l, ψ(l)). Будем считать, что ε достаточно
мало́, так что Bε ⊂ Ω и вторая вершина трещины (0, ψ(0)) лежит вне замкнутого шара Bε.
Возьмем гладкую срезающую функцию θ такую, что supp θ ⊂ Bε и θ ≡ 1 в Bε/2. Для
достаточно малых δ < ε/2, таких, что (l + δ, ψ(l + δ)) ∈ Bε (такое включение возможно в
силу гладкости функции ψ), рассмотрим преобразование независимых переменных

y1 = x1 − δθ(x1, x2), y2 = x2 + ψ(x1 − δθ(x1, x2))− ψ(x1) (8)

((y1, y2) ∈ Ω0, (x1, x2) ∈ Ωδ),
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которое отображает возмущенную область Ωδ на невозмущенную область Ω0 взаимно од-
нозначно. Функциональная матрица преобразования

A =
∂(y1, y2)

∂(x1, x2)
=

(
1− δθ,1(x) (1− δθ,1(x))ψ′(x1 − δθ(x))− ψ′(x1)

−δθ,2(x) 1− δθ,2(x)ψ′(x1 − δθ(x))

)
(ψ′(t) = dψ(t)/dt, x = (x1, x2)) имеет якобиан

Jδ = 1− δ
∂θ

∂τ
,

∂

∂τ
≡ ∂

∂x1
+ ψ′(x1)

∂

∂x2
,

который строго положителен при малых δ. Производная ∂/∂τ обозначает дифференциро-
вание вдоль кривой Σ, где τ = (−ν2, ν1) — касательный вектор к Σ.

Так как пространствоH3(−l0, l1) вложено в C2[−l0+δ1, l1−δ1], где δ1 > 0 — достаточно

малая величина [15], то в окрестности Bε справедливы следующие формулы Тейлора:

ψ′(x1 ± δθ(x)) = ψ′(x1)± δθ(x)ψ′′(x1) +R±(δ,x), (9)

где R± = o(±δθ(x)) — дополнительные члены в форме Пеано [16]. В силу гладкости θ и ψ
имеют место сходимости

R±(δ,x)

δ
→ 0 сильно в L∞(Ω), (10)

и, кроме того, R±(δ, · ) ∈ H1(Ω).
В силу (9) функциональная матрица A допускает представление

A = I − δ

(
θ,1(x) θ(x)ψ′′(x1) + θ,1(x)ψ′(x1)

θ,2(x) θ,2(x)ψ′(x1)

)
+

(
0 R1(δ,x)

0 R2(δ,x)

)
, (11)

где

R1(δ,x) = R−(δ,x)− δ2θ(x)θ,1(x)ψ′′(x1) + δθ,1(x)R−(δ,x),

R2(δ,x) = δ2θ,2(x)ψ′′(x1)− δR−(δ,x).
(12)

Из (10) и предполагаемой гладкости функций θ и ψ очевидно, что функции Ri (i = 1, 2)
равномерно ограничены по δ, x при малых δ и Ri = o(δ).

Так как при преобразовании независимых переменных (8) область Ωδ отображается

на область Ω0 взаимно однозначно, то существует обратное преобразование x = x(δ,y),
отображающее область Ω0 на область Ωδ. Обозначим через ũ(y), y ∈ Ω0 преобразованную

функцию u(x), x ∈ Ωδ, т. е. ũ(y) = ũ(x1 − δθ(x), x2 + ψ(x1 − δθ(x)) − ψ(x1)) ≡ u(x).
Используя (11), можно переписать формулы преобразования производных в виде

∂u

∂x1
=

∂ũ

∂y1
− δθ,1

∂ũ

∂y1
− δ(θϕ),1

∂ũ

∂y2
+R1

∂ũ

∂y2
,

∂u

∂x2
=

∂ũ

∂y2
− δθ,2

∂ũ

∂y1
− δ(θϕ),2

∂ũ

∂y2
+R2

∂ũ

∂y2
,

(13)

где ϕ(x1, x2) = ψ′(x1). Поэтому компоненты преобразованных тензоров деформаций и на-
пряжений принимают вид

εij(W ) = εij(W̃ )− δEδ
ij(θ; W̃ ) + o(δ)rij(W̃ ),

σij(W ) = cijkl(εkl(W̃ )− δEδ
kl(θ; W̃ ) + o(δ)rkl(W̃ )).

(14)
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Здесь rij — некоторые непрерывные формы, которые можно выписать в точном виде по
аналогии с формулами (12), используя (13). В (14) использовано обозначение

Eδ
ij(θ; W ) =

1

2

(
θδ
,j
∂ui

∂y1
+ θδ

,i
∂uj

∂y1
+ (θϕ)δ,j

∂ui

∂y2
+ (θϕ)δ,i

∂uj

∂y2

)
,

где θδ
,i(y) = θ,i(x(δ,y)); (θϕ)δ,i(y) = (θϕ),i(x(δ,y)); i = 1, 2. При этом справедливы следую-

щие сходимости при δ → 0:

θδ
,i → θ,i сильно в L∞(Ω0),

(θϕ)δ,i → (θϕ),i сильно в L∞(Ω0).

Применим преобразование независимых переменных (8) к интегралам, входящим в
Π(Ωδ; W ), и воспользуемся формулами (14). Тогда выполнено равенство Π(Ωδ; W ) =

Πδ(Ω0; W̃ ) с

Πδ(Ω0; W ) =
1

2

∫
Ω0

J−1
δ cijkl(εkl(W )− δEδ

kl(θ; W ) + o(δ)rkl(W ))×

× (εij(W )− δEδ
ij(θ; W ) + o(δ)rij(W ))−

∫
Ω0

J−1
δ f δ ·W , (15)

где f δ(y) = f(x(δ,y)). Множество допустимых смещений Kδ(Ωδ) перейдет в множество
Kδ(Ω0) взаимно однозначно:

Kδ(Ω0) = {W ∈ H(Ω0) | [W ] · νδ > 0 п. в. на Γl}.
Здесь νδ — преобразованный вектор нормали ν, т. е. νδ(y) = ν(x(δ,y)), y ∈ Ω0, x ∈ Ωδ.
Отметим, что вектор νδ, вообще говоря, не совпадает с вектором нормали ν к Γl. В случае
прямолинейных трещин νδ = ν = const на Γl.

Таким образом, справедлива
Лемма 1. При достаточно малых δ решение W δ возмущенной задачи (7), отобра-

женное на невозмущенную область Ω0 с помощью преобразования (8), является един-
ственным решением Wδ ∈ Kδ(Ω0) задачи минимизации функционала Πδ(Ω0; W ) на мно-
жестве Kδ(Ω0). При этом последняя эквивалентна вариационному неравенству∫

Ω0

J−1
δ cijkl(εkl(Wδ)− δEδ

kl(θ; Wδ) + o(δ)rkl(Wδ))(εij(W −Wδ)−

− δEδ
ij(θ; W −Wδ) + o(δ)rij(W −Wδ)) >

∫
Ω0

J−1
δ f δ · (W −Wδ), (16)

справедливому для всех функций W из множества Kδ(Ω0).
Подставляя W = 0 и W = 2Wδ в качестве пробных функций в (16), складывая полу-

ченные неравенства и применяя неравенства Корна и Гёльдера, будем иметь равномерную
оценку

‖Wδ‖H(Ω0) 6 c (17)

при достаточно малых δ > 0.
Сходимость решений. Используя гладкость функций ψ, f , можно разложить опе-

раторы в задаче (16) в ряд по δ. Действительно, имеем

J−1
δ = 1 + δ

∂θ

∂τ
+ o(δ) в Ω0; (18)
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f δ
i = fi + δθ

∂fi

∂τ
+ o(δ) в Ω0, i = 1, 2. (19)

Тогда из (18) и (19) следует

J−1
δ f δ

i = fi + δ
∂

∂τ
(θfi) + o(δ) в Ω0, i = 1, 2. (20)

Поэтому в силу (20) можно разложить в ряд по δ правую часть (16)∫
Ω0

J−1
δ f δ(W −Wδ) =

∫
Ω0

((
fi + δ

∂

∂τ
(θfi)

)
(ui − uiδ) + o(δ)r2(W ,Wδ)

)
(21)

с некоторой непрерывной формой r2.
Левая часть неравенства (16) допускает разложение в ряд по δ∫

Ω0

J−1
δ cijkl(εkl(Wδ)− δEδ

kl(θ; Wδ) + o(δ)rkl(Wδ))×

× (εij(W −Wδ)− δEδ
ij(θ; W −Wδ) + o(δ)rij(W −Wδ)) =

=

∫
Ω0

(
σij(Wδ)εij(W −Wδ)− δ

(
σij(Wδ)E

δ
ij(θ; W −Wδ) +

+ cijklE
δ
kl(θ; Wδ)εij(W −Wδ) +

∂θ

∂τ
σij(Wδ)εij(W −Wδ)

)
+ o(δ)r3(W ; Wδ)

)
(22)

с непрерывной формой r3.
Для доказательства теоремы о сходимости решений задач равновесия, определенных

в возмущенных областях, понадобится вспомогательная лемма.
Лемма 2. Пусть W0 = (u10, u20) ∈ K0(Ω0), Wδ = (u1δ, u2δ) ∈ Kδ(Ω0) — решения

задач (4) и (16) соответственно. Тогда справедливы следующие включения:

W 1
δ = W0 + δQ1

δ ∈ Kδ(Ω0), W 2
δ = Wδ − δQ2

δ ∈ K0(Ω0),

где

Q1
δ = (0, θδψ′′u10 + (Rδ

+/δ)u10), Q2
δ = (0, θδψ′′u1δ + (Rδ

+/δ)u1δ).

Доказательство. В силу гладкости функций ψ и θ, финитности θ и принадлежности
u10 пространству H

1,0(Ω0) очевидно, что функции W 1
δ и W 2

δ принадлежат пространству

H(Ω0). Покажем, что соответствующие условия на трещине Γl также выполняются.
Рассмотрим произвольную функцию W ∈ Kδ(Ω0). Для нее выполнено условие

[W ] · νδ > 0 п. в. на Γl. (23)

Так как преобразование координат (8) отображает область Ωδ на область Ω0, то x1 =
y1 + δθδ(y), где θδ(y) = θ(x(δ,y)); y ∈ Ω0; x ∈ Ωδ. В силу (9) и того, что ν =

(−ψ,1(x1), 1)/
√

1 + ψ2
,1(x1), условие (23) можно переписать в следующем эквивалентном

виде:

−ψ′(y1)[u1] + [u2]− δθδψ′′(y1)[u1]−Rδ
+(δ,y)[u1] > 0 п. в. на Γl. (24)

Для функции W 1
δ из (24) получим

−ψ′[u10] + [u20] + δθδψ′′[u10] +Rδ
+[u10]− δθδψ′′[u10]−Rδ

+[u10] = −ψ′[u10] + [u20].
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Так как W0 ∈ K0(Ω0), то

−ψ′[u10] + [u20] > 0 п. в. на Γl. (25)

Так как Wδ ∈ Kδ(Ω0), для функции W 2
δ из (25) получим

ψ′[u1δ] + [u2δ]− δθδψ′′[u1δ]−Rδ
+[u1δ] > 0 п. в. на Γl.

Лемма доказана.
Докажем теорему о сходимости решений задач равновесия, определенных в возмущен-

ных областях.
Теорема 1. Пусть W0 — решение невозмущенной задачи (3), W δ — решение воз-

мущенной задачи (7), Wδ(y) = W δ(x), y ∈ Ω0, x ∈ Ωδ. Тогда справедлива следующая
сходимость при δ → 0:

Wδ → W0 сильно в H(Ω0).

Доказательство. Функции W0 и Wδ удовлетворяют вариационным неравен-
ствам (4) и (16) соответственно. В силу леммы 2 в качестве пробной функции в (4) можно
подставить W = W 2

δ , а в качестве пробной функции в (16) — W = W 1
δ . Применим

формулы (21), (22) и сложим полученные неравенства. В результате имеем неравенство∫
Ω0

σij(Wδ −W0)εij(Wδ −W0) 6 δ
(∫

Ω0

σij(Wδ)εij(Q
1
δ)−

∫
Ω0

σij(W0)εij(Q
2
δ) +

+

∫
Ω0

σij(Wδ)E
δ
ij(θ; Wδ −W0 − δQ1

δ)−
∫
Ω0

cijklE
δ
kl(θ; Wδ)εij(Wδ −W0 − δQ1

δ) +

+

∫
Ω0

∂θ

∂τ
σij(Wδ)εij(Wδ −W0 − δQ1

δ) +

∫
Ω0

f · (Wδ −W0) +

∫
Ω0

f ·Q2
δ −

∫
Ω0

f ·Q1
δ −

−
∫
Ω0

( ∂

∂τ
(θfi)(uiδ − ui0 − δQ1

δi)
)

+ o(δ)r4(W0 − δQ1
δ ,Wδ)

)
(26)

с некоторой ограниченной формой r4.
В силу первого неравенства Корна левая часть неравенства (26) эквивалентна норме

элемента Wδ − W0 в пространстве H(Ω0). В правой части неравенства (26) интегралы
при δ ограничены в силу (17). Таким образом, справедлива равномерная по δ оценка

‖Wδ −W0‖H(Ω0) 6 cδ.

Теорема доказана.
Из теоремы вытекает очевидное следствие.
Следствие. Справедливы следующие сходимости:

Q1
δ → Q0 сильно в H(Ω0),

Q2
δ → Q0 сильно в H(Ω0),

Eδ
ij(θ; W0) → Eij(θ; W0) сильно в L2(Ω0),

Eδ
ij(θ; Wδ) → Eij(θ; W0) сильно в L2(Ω0),

где

Q0 = (0, θψ′′u10), Eij(θ; W ) =
1

2

(
θ,j

∂ui

∂x1
+ θ,i

∂uj

∂x1
+ (θϕ),j

∂ui

∂x2
+ (θϕ),i

∂uj

∂x2

)
. (27)
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Вывод формулы для производной функционала энергии по длине трещи-
ны. Для отыскания формулы производной функционала энергии по длине трещины будем
использовать вариационные свойства решений задач равновесия в возмущенной и невоз-
мущенной областях. Разложим функционал Πδ(Ω0; W ) в ряд по δ. Используя формулу (15)
и учитывая (18), получаем

Πδ(Ω0; W ) =
1

2

∫
Ω0

σij(W )εij(W )−
∫
Ω0

f ·W −

− δ

∫
Ω0

σij(W )Eδ
ij(θ; W ) +

1

2
δ

∫
Ω0

θδ
τσij(W )εij(W )− δ

∫
Ω0

( ∂

∂τ
(θfi)ui + o(δ)r5(W )

)
, (28)

где r5 — некоторая непрерывная форма.
Воспользуемся методом, предложенным в [4]. В силу леммы 1 справедливо равенство

Π(Ωδ; W
δ) = Πδ(Ω0; Wδ) (29)

для всех достаточно малых δ > 0. Для того чтобы вычислить производную функционала
энергии по длине трещины, необходимо найти предел

lim
δ→0

Π(Ωδ; W
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
. (30)

Итак, в силу (29) и леммы 2 имеем

Π(Ωδ; W
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
=

Πδ(Ω0; Wδ)− Π(Ω0; W0)

δ
6

Πδ(Ω0; W0 + δQ1
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
.

Отсюда следует, что выполнено неравенство

lim sup
δ→0

Π(Ωδ; W
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
6 lim sup

δ→0

Πδ(Ω0; W0 + δQ1
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
.

В силу следствия к теореме 1 и ограниченности формы r5 из формулы (28) получаем

lim sup
δ→0

Πδ(Ω0; W0 + δQ1
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
= lim

δ→0

Πδ(Ω0; W0 + δQ1
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
=

=
1

2

∫
Ω0

∂θ

∂τ
σij(W0)εij(W0)−

∫
Ω0

σij(W0)Eij(θ; W0)−
∫
Ω0

∂

∂τ
(θfi)ui0 +

+

∫
Ω0

σij(W0)εij(Q0)−
∫
Ω0

f ·Q0.

В то же время справедливо соотношение

Πδ(Ω0; Wδ)− Π(Ω0; W0)

δ
>

Πδ(Ω0; Wδ)− Π(Ω0; Wδ − δQ2
δ)

δ
,

и поэтому выполнено неравенство

lim inf
δ→0

Π(Ωδ; W
δ)− Π(Ω0; W0)

δ
> lim inf

δ→0

Πδ(Ω0; Wδ)− Π(Ω0; Wδ − δQ2
δ)

δ
.

Принимая во внимание теорему 1, следствие к ней и ограниченность формы r5 из (28),
находим

lim inf
δ→0

Πδ(Ω0; Wδ)− Π(Ω0; Wδ − δQ2
δ)

δ
= lim

δ→0

Πδ(Ω0; Wδ)− Π(Ω0; Wδ − δQ2
δ)

δ
=
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=
1

2

∫
Ω0

∂θ

∂τ
σij(W0)εij(W0)−

∫
Ω0

σij(W0)Eij(θ; W0)−
∫
Ω0

∂

∂τ
(θfi)ui0 +

+

∫
Ω0

σij(W0)εij(Q0)−
∫
Ω0

f ·Q0.

Получили, что нижний предел последовательности {1/δ(Π(Ωδ; W
δ) − Π(Ω0; W0))} оцени-

вается снизу той же константой, которой оценивается верхний предел этой последователь-
ности сверху. Следовательно, предел (30) существует и равен этой константе.

Таким образом, доказана
Теорема 2. Производная функционала энергии Π(Ωδ; W

δ) по длине проекции тре-
щины Γl на ось x1 существует и задается формулой

Π′(l) =
dΠ(Ωδ; W

δ)

dδ

∣∣∣
δ=0

=
1

2

∫
Ω0

∂θ

∂τ
σij (W0)εij(W0)−

∫
Ω0

σij(W0)Eij(θ; W0)−

−
∫
Ω0

∂

∂τ
(θfi)ui0 +

∫
Ω0

σij(W0)εij(Q0)−
∫
Ω0

f ·Q0, (31)

где Q0 и Eij(θ; W0) определяются по формулам (27).

Замечание 1. Так как Π(Ωδ; W
δ) и Π(Ω0; W0) не зависят от срезающей функции θ,

то производная dΠ(Ωδ; W
δ)/dδ

∣∣
δ=0

также не зависит от θ, несмотря на то, что θ входит в
формулу (31). Это означает, что для двух различных функций θ1 и θ2 значения интегралов
в (31) совпадают.
Замечание 2. Так как формула (31) задает производную функционала энергии по

длине проекции трещины Γl на ось x1, то производная функционала энергии по длине

криволинейной трещины Π′(s) = Π′(l)((ψ′(l))2 + 1)−1/2, где s =

l∫
0

√
(ψ′(t))2 + 1 — длина

трещины Γl.
Анализ полученной формулы. Как отмечалось выше, в работе [10] получена фор-

мула для производной функционала энергии в задаче равновесия тела с криволинейной

трещиной, находящейся на стыке двух тел. Если предположить, что упругие свойства
этих тел одинаковы, то получится постановка задачи, принятая в настоящей работе, с
той разницей, что в [10] исследован случай трещины со свободными от напряжений бере-
гами. При этом формула (31) отличается от аналогичной формулы в [10] двумя последними
членами, а именно:

∆(W0) =

∫
Ω0

σij(W0)εij(Q0)−
∫
Ω0

f ·Q0.

Предположим, что внешняя нагрузка f подобрана таким образом, что на тре-
щине Γl нет контакта, т. е. берега свободны от напряжений. Покажем, что в этом случае
∆(W0) = 0.

Известно, что справедливо следующее утверждение (обобщенная формула Грина [11]).
Утверждение. Если функция U ∈ H(Ω0), σij,j(U ) ∈ L2(Ω0), то существуют функ-

ционалы, определенные на Γl:

σν(U ), στi(U ) ∈ (H
1/2
00 )∗, i = 1, 2,



Е. М. Рудой 93

и для любой функции V = (v1, v2) ∈ [H1(Ω0)]
2 справедлива формула∫

Ω0

σij(U )εij(V ) = −
∫
Ω0

σij,j(U )vi + 〈σν(U ), vν〉Γl
+ 〈στi(U ), vτi〉Γl

, (32)

где vν, vτi — следы функции V на трещине Γl по нормали ν и касательной τ соответ-

ственно. Скобки 〈 · , · 〉Γl
обозначают двойственность между пространствами H1/2

00 (Γl)

и (H
1/2
00 (Γl))

∗.
Поскольку f ∈ [C1(Ω)]2 ⊂ [L2(Ω0)]

2, в силу (5) можно заключить, что σij,j(W0) ∈
L2(Ω0), i = 1, 2. Поэтому воспользуемся формулой (32) с V = Q0 ∈ H(Ω0). В результате
получим

∆(W0) = −
∫
Ω0

θψ′′u01(σ2j,j + f2) + 〈σν(W0), [Q0ν ]〉Γl
+ 〈στi(W0), [Q0τi]〉Γl

.

Так как берега трещины не контактируют, то [W0] · ν > 0 на Γl, и поэтому в силу (6)
имеем

σν(W0) = 0. (33)

Учитывая уравнения равновесия (5), краевые условия на трещине (6) и равенство (33),
получаем, что ∆(W0) = 0.

В заключение сделаем ряд замечаний. Во-первых, если трещина Γl является прямо-
линейной, т. е. ψ′′ = 0, то формула (31) совпадает с полученными ранее результатами для
прямолинейных трещин с условием непроникания берегов [4–6].

Во-вторых, все результаты работы сохраняют силу для случая криволинейной трещи-
ны, представляющей собой разрез вдоль простой кусочно-гладкой разомкнутой кривой без
точек самопересечений, которую можно продолжить до пересечения с границей области Ω
под ненулевым углом. При этом в окрестности конца трещины x1 = l, где происходит ее
возмущение, форма трещины определяется уравнением x2 = ψ(x1) (x1 ∈ [l − δ0, l + δ0],
δ0 > 0), а параметр возмущения δ ∈ [0, δ0). Так как исследуется поведение функционала
энергии при δ → 0, то параметр δ0 может быть весьма малым.
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