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1. Введение

1.1. Настоящая работа посвящена детальному исследованию сверхэкспоненциальной за-
висимости от времени среднего числа частиц, рассеивающихся и размножающихся в
случайной среде. В качестве основополагающей физической модели с целью построе-
ния компьютерно-экономичных алгоритмов статистического моделирования для этого
рассматривается односкоростной процесс переноса частиц. В качестве математической
модели процесса используется однородная обрывающаяся с вероятностью единица цепь
Маркова, состояниями которой являются фазовые точки последовательных “столкнове-
ний частицы с элементами вещества”, т. е. точки, в которых происходят мгновенные изме-
нения скорости частицы. Указанная цепь Маркова x0, x1, . . . , xN рассматривается в фа-
зовом пространстве X = R×V ×T координат, скоростей и времени, т. е. xn = (rn,vn, tn),
где rn — точка n-го столкновения, vn = vωn — скорость, а tn = tn−1 +

∣∣rn−1 − rn
∣∣/v —

время “жизни” сталкивающейся частицы;
∣∣vn∣∣ = v. Рассматриваемая цепь определяет-

ся плотностью f(x) распределения начального столкновения x0 и плотностью k(x′, x)
перехода из состояния x′ в x, причем предполагается, что∫

X

k(x′, x) dx = q(x′) ≤ 1− δ, δ > 0, (1.1)

т. е. цепь обрывается с вероятностью единица, и среднее число переходов конечно. Усло-
вие (1.1) выполняется, например, для ограниченной системы [1, 2]. Ядро k(x′, x) полу-
чается (см., например, [1,2]) из следующей характеризации процесса переноса. Задается
кусочно-непрерывный и ограниченный коэффициент ослабления (иначе — сечение взаи-
модействия) σ(x) = σ(r, v), причем σ(x) = σs(x)+σf (x)+σc(x), где σs(x) и σf (x) — коэф-
фициенты рассеяния и деления с заданными интегрируемыми индикатрисами ws(ω′;ω, r)
и wf (ω′;ω, r), а σc(x) — коэффициент поглощения; задается также ν(r, v) — число ча-
стиц деления в точке (r, v). Отношения σs(x)/σ(x), σf (x)/σ(x) и σc(x)/σ(x) равны ве-
роятностям рассеяния, деления и поглощения непосредственно после столкновения в
фазовой точке x, а плотность распределения длины l свободного пробега из r′ в r рав-
на p(l) = σ(r(l), v) exp(−τop(l)), где τop(l) — оптическая длина пробега [1, 2]. Нетрудно
видеть, что плотность столкновений ϕ(x) =

∑∞
n=0 ϕn(x), где ϕn(x) — плотность распре-

деления столкновений номера n, представляет собой ряд Неймана для интегрального
уравнения второго рода:

ϕ = Kϕ+ f, f ≡ ϕ0,

где K — интегральный оператор с ядром k(·, ·). Как указано, например, в [1,2], несмотря
на наличие в ядре k(x′, x) обобщенных множителей δ(ω− (r− r′)/|r− r′|) и δ(t− t′− |r−
r′|/v), оператор K можно рассматривать действующим из L1(X) в L1(X) тем более, что
в рассматриваемой задаче все функции неотрицательны. При выполнении условия (1.1)
имеем ‖K‖L1 < 1, и, следовательно, спектральный радиус оператора ρ(K) < 1.

Используемая обычно в теории переноса интенсивность излучения Φ(x) (плотность
потока частиц) связана с плотностью столкновений соотношением ϕ(x) = σ(x)Φ(x). Ме-
тоды Монте–Карло, как правило, используются для оценки линейных функционалов
вида J = (ϕ, h) = (σΦ, h), h ∈ L∞. Для построения весовых алгоритмов метода Монте–
Карло используется цепь Маркова с начальной плотностью f0(x) и плотностью перехода
p(x′, x), содержащей указанные обобщенные множители, например цепь столкновений
для других значений параметров σ, σs, σf , σc. При этом вводятся вспомогательные веса
по формулам
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Q0 =
f(x0)

f0(x0)
, Qn = Qn−1

k(xn−1, xn)

p(xn−1, xn)
.

Если выполняются “условия несмещенности”

supp f0(·) ⊃ supp f(·) и supp p(·, ·) ⊃ supp k(·, ·), (1.2)

то (см., например, [1, 2])

J = E ξ, где ξ =

N∑
n=0

Qnh(xn).

Если, кроме того, ρ(Kp) < 1, где Kp — оператор с ядром k2(x′, x)/p(x′, x), и f2/f0 ∈
L1(X), то Dξ < +∞. Случайная величина ξ называется “оценкой по столкновениям” для
функционала J .

Отметим, что новое направление скорости ω в точке r обычно моделируется следу-
ющим образом: с вероятностью σs(r, v)/σ(r, v) — согласно ws(ω;ω′, r), а с вероятностью
σf (r, v)/σ(r, v) — согласно wf (ω;ω′, r). Для построения весовой модификации номер типа
моделирования (т. е. типа столкновения) вводится в число координат фазового простран-
ства [1,2]. Такой прием позволяет вычислять вес Qn, последовательно перемножая весо-
вые множители, соответствующие выбору типа взаимодействия (рассеяние или поглоще-
ние), нового направления и длины пробега. На этой основе, в частности, доказывается
используемое далее (для “ослабления” размножения) утверждение из [1].

Лемма 1.1. Если в реализуемой вспомогательной модели используется сечение погло-
щения σc(r) + λ0/v, то текущий вес частицы в момент времени t после реализации
рассеяния домножается на величину exp(λ0t).

1.2. При сформулированных выше условиях для интенсивности излучения Φ(x) спра-
ведливо также следующее интегро-дифференциальное кинетическое уравнение [3]:

1

v

∂Φ(r, vω, t)

∂t
+ (ω, gradΦ) + σ(r, v)Φ(r, vω, t)

=

∫ [
σs(r, v)ws(ω;ω′, r) + ν(r, v)σf (r, v)wf (ω;ω′, r)

]
Φ(r, vω′, t)dω′ + Φ0(r, vω, t), (1.3)

где Φ0(r, vω, t) — плотность распределения частиц в источнике.
Далее дополнительно упростим процесс переноса, полагая рассеяние (в том числе

после деления) изотропным, т. е. ws = wf ≡ 1/(4π).
Непосредственно из (1.3) следует

Лемма 1.2. Если ws = wf ≡ 1/(4π), то Φ(r,v, t) не меняется при следующей замене

параметров процесса переноса: σs 7→ 0, σc 7→ 0, σf 7→ σ, ν 7→ ν ′ =
σs + νσf

σ
.

2. Основная оценка

Здесь для простоты изложения полагаем v = 1, т. е. x = (r, ω, t).

2.1. Пусть ϕ0(x; r0, ω0) — плотность столкновений (по аргументу x) от одного столкно-
вения в точке (r0, ω0, 0), т. е. для f(x) = δ(r− r0)δ(ω − ω0)δ(t).

Функционал
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J(t) =

∫
R

∫
V

ϕ(r, ω, t)h(r, ω)dr dω ∀f ∈ L1(X), h ∈ L∞(R× V ), (2.1)

можно представить в виде [4]

J(t) =

∫
R

∫
V

∞∫
0

f(r0, ω0, t− τ)F (r0, ω0, τ)dr0 dω0 dτ, (2.2)

где

F (r0, ω0, t) =

∫
R

∫
V

ϕ0(r, ω, t; r0, ω0)h(r, ω)dr dω

есть соответствующая функция Грина по времени.
Предполагается, что f(r0, ω,−t) = 0, и вследствие этого F (r, ω,−t) = 0 при t > 0.

Символом f (m) далее обозначается m-кратная производная от функции f по t, причем
f (0) ≡ f.

Теорема 2.1. Предполагается, что |f (m)| ≤ c0f0(r, ω), m = 0, 1, . . . , n; f0 — плот-
ность вероятностей и F (x) ≤ C < +∞. Пусть точка (r0, ω0) распределена для t0 = 0 с
плотностью f0(r, ω), причем |f (m)(r, ω, t)/f0(r, ω)| < C < +∞, ρ(Kp) < 1 и выполняют-
ся условия несмещенности (1.2). Тогда J (m)(t) = Eξ(m), где ξ(m) =

∑N
k=0Qkh(rk, ωk) ×

f (m)(r0, ω0, t− tk)/f0(r0, ω0), Q0 = 1, причем Dξ(m) < +∞, m = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Для m = 0 оценка ξ(0) — это вариант метода условных математиче-
ских ожиданий [2], так как ξ(0) = E

(
J̃ (0) | {rk, ωk}

)
, где J̃ (0) ≡ J̃ (0)(t) — асимптотически

несмещенная статистическая оценка функции J(t), связанная со случайным выбором
значения t0 для фиксированной траектории {rk, ωk}, k = 0, 1, . . . , N , и Eξ(0) = J(t). В [4]
это соотношение получено более сложно путем рандомизации выражения (2.2) с исполь-
зованием оценки по столкновениям для сопряженного решения. Далее, условия теоремы
позволяют построить мажоранты для корректного внесения операции дифференциро-
вания под знаки математического ожидания и суммы в выражении Eξ(0), что и дает
оценки величин Eξ(m). Соотношение Dξ(m) < +∞ выполняется вследствие ограничений
ρ(Kp) < 1 и f/f0 < C < +∞ [1, 2].

Отметим, что в [1] дано довольно сложное обоснование оценки ξ = ξ(0) для решения
задач оптического зондирования с реальными источниками излучения.

2.2. Рассмотрим теперь оценку параметра экспоненциальной временной асимптотики
в теории переноса. Известно, что при выполнении довольно общих условий в случае
источника, локализованного в точке (r0, ω0, 0), имеет место асимптотическое при t→∞
соотношение (см. [3])

Φ(r, ω, t) ∼ C(r, ω)eλt, C(r, ω) < C0 < +∞, (2.3)

где λ — ведущее характеристическое число соответствующего однородного стационар-
ного уравнения переноса с заменой σc 7→ σc + λ/v. Эти условия, в частности, имеют
место для односкоростного процесса переноса частиц в ограниченной среде с достаточно
быстро убывающей по времени плотностью источника. Сказанное выше дает возмож-
ность построить оценку величины λ. Следующее утверждение фактически доказано в
работе [4].
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Теорема 2.2. Если выполняются соотношения∫
f (m)(r, ω, t)e−λtdt < +∞, m = 0, 1,

соотношение (2.3) и условия теоремы 2.1, то

d ln J(t)

dt
=
J ′(t)

J(t)
→ λ при t→ +∞.

3. Предварительная общая формулировка
сверхэкспоненциального роста среднего потока частиц

в случайной среде при σ ≤ σmax < +∞
Предполагается, что σ ≡ σ(r, v) — однородное изотропное случайное поле, причем от-

ношения σs/σ, σf/σ фиксированы. Если h0(r) = ID(r)/σ(r), где ID — индикатор области
D, то функционал

J(t, σ) = (ϕ, h0) =

∫ ∫
ϕ(r, ωv, t)h0(r) dr dω

представляет собой полный поток частиц в области D для заданного момента времени t.
Как и в [5] полагаем, что J(t, σ) ∼ expλ(σ)t при t→∞ для f0(t) = δ(t) и

∞∫
0

f(t) exp−λ(σ)t dt < C0 < +∞.

Соответственно этому, предполагая гауссовость случайной величины λ(σ) и равномер-
ность (по σ) предельного перехода J(t, σ) −→t→∞ C(σ)eλ(σ)t, можно оценить асимптоти-
ку функции EJ(t, σ) = I(t) в некотором интервале (Tλ < t < T ∗):

I(t) ≈ C√
2πd

−∞∫
−∞

exp(tx) exp

(
−(x− a)2

2d2

)
dx,

где a = Eλ(σ), d2 = Dλ(σ). При этом также предполагается, что множители C(σ) и eλ(σ)t

в асимптотике слабо коррелированы и, следовательно, C ≈ EC(σ). Используя интеграль-
ную формулу из [6], далее получаем

I(t) ≈ C exp

(
d2

2
t2 + at

)
. (3.1)

Следовательно, можно предположить, что

d ln I(t)

dt
≈ d2t+ a. (3.2)

Определяемый формулой (3.1) закон роста среднего числа частиц можно назвать “су-
перэкспоненциальным”. Отметим, что формулы (3.1), (3.2) могут служить основой для
численных исследований конкретных вариантов задачи при t < T ∗ < +∞ (см. п. 5).
Эти исследования позволяют эвристически приближенно выделить следующие интерва-
лы времени:
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• (0, Tλ) — доасимптотический интервал влияния начальной плотности;

• (Tλ, T
∗) — интервал суперэкспоненциальной асимптотики типа (3.1);

• (T ∗,+∞) — интервал перехода к предельной асимптотике ln I(t) = O(λmaxt). Здесь
λmax = λ(σmax).

Интервал (Tλ, T
∗) был, в частности, определен для сферически слоистой случайной

мозаики, которая позволила достаточно точно оценить величины a ≈ Eλ(σ) и d2 ≈
Dλ(σ) [5]. В связи с исследованием суперэкспоненты в последнем пункте работы будет
доказана (для специальной сеточной модели σ) теорема о необходимой при этом гаус-
совской асимптотике распределения величины λ(σ).

Интервал (T ∗,+∞) будет определяться далее (см.п. 5) для задачи с изотропным слу-
чайным полем. Возможность реализации такого интервала показывает следующее утвер-
ждение.

Теорема 3.1. Пусть для 0 < ε < σmax с вероятностью p(ε) > 0 выполняются соотно-
шения σ ≥ σmax − ε и, соответственно, λ(σ) ≥ λmax − δ(ε), где δ(ε) > 0 — монотонно
убывающая непрерывная функция, причем δ(0) = 0. Тогда

I(t) ∼ O(eλmaxt), t→ +∞.

Доказательство. Ясно, что функция I(t) не может возрастать быстрее, чем eλmaxt.
С другой стороны, I(t) в асимптотике, согласно условию теоремы, возрастает быстрее,
чем e(λmax−δ)t для сколь угодно малого δ > 0. Таким образом утверждение теоремы
справедливо.

Сказанное выше и анализ результатов численного моделирования (см. п. 5), показы-
вают целесообразность следующей аппроксимации

d ln I(t)

dt
= λs(t) = λs(t0)

1− exp(−βt1−α)

1− exp(−βt1−α0 )
(3.3)

для некоторого t0 > Tλ и 0 < α � 1. Полагая, согласно теореме 3.1, λs(+∞) = λmax,
получаем

β = −tα−1
0 ln

(
1− λs(t0)

λmax

)
. (3.4)

Параметр α целесообразно определять так, чтобы достаточно хорошая равномерная ап-
проксимация функции λs(t) сохранялась при некоторой вариации t0.

Согласно (3.3), имеем

ln I(t) = ln I(t0) +
λs(t0)

1− e−βt1−α0

(
t− t0 −

∫ t

t0

e−βt
1−α
1 dt1

)
.

Расчеты в тестовой задаче (см. п. 5) показали, что значение β может быть достаточно
малым для использования приближения exp(−βt1−α) ≈ 1 − βt1−α в довольно большом
интервале (t0, t1). Это приближение дает следующие оценки

λs(t) ≈ λs(t0)

(
t

t0

)1−α
,
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ln I(t) ≈ ln I(t0) +
λs(t0)

t1−α0 (2− α)
(t2−α − t2−α0 )

для t0 ≤ t < t1. В заключение пункта укажем, что значение λs(t) вычисляется методом
двойной рандомизации [2] согласно формуле

λs(t) =
I ′(t)

I(t)
=

EE(ξ(1)(Ω, σ)|σ)

EE(ξ(0)(Ω, σ)|σ)
≈ Ĩ ′(t)

Ĩ(t)
, (3.5)

где Ω — траектория частицы, которая строится для построенной реализации поля σ.
Для каждой реализации среды здесь можно строить лишь одну траекторию Ω части-

цы. Отметим, что полная дисперсия оценки Ĩ ′(t)/Ĩ(t) оценивается сверху стандартным
способом с помощью линеаризации дроби (3.5).

4. Модели изотропных случайных полей.
Сеточная аппроксимация

Ранее суперэкспоненциальный рост среднего потока был получен авторами для сфе-
рически симметричного случайного поля σ(r, v) [5]. Целью настоящей работы являет-
ся проведение аналогичного исследования для более реалистичного (см., например, [7])
однородного поля типа случайной мозаики Вороного (см. далее п. 5). Для повышения
эффективности численно-статистических расчетов предложена универсальная корреля-
ционно-сеточная аппроксимация однородного изотропного поля с сохранением осреднен-
ного по реализациям корреляционного масштаба, что обеспечивает удовлетворительную
оценку среднего потока для достаточно слабой корреляции. Кроме весьма существенного
уменьшения трудоемкости моделирования, такая аппроксимация дает возможность ис-
следовать флуктуации результатов, соответствующие флуктуациям σ(r, v), и выяснить
возможность нормализации распределения параметра λ(σ) при уменьшении корреляци-
онного масштаба среды.

Детальные численные исследования (см., например, [8]) показали, что осредненная
вероятность прохождения частицы для изотропного поля σ в значительной степени опре-
деляется корреляционным радиусом

L =

∫ ∞
0

k(l) dl,

где k(l) ≥ 0 — коэффициент корреляции между значениями поля σ(r, v), σ(r′, v) при
|r − r′| = l и одномерным распределением среды. В связи с этим в настоящей работе
для исследования осредненного потока частиц в качестве базового используется имею-
щее простой геометрический смысл мозаичное поле Вороного. Оно строится на основе
пуассоновского точечного потока {ri}, i = 1, 2, . . ., интенсивности λp, который определя-
ет разбиение пространства на ячейки, каждая из которых является множеством точек,
наиболее близких к одной из точек потока (мозаика или диаграмма Вороного). Гео-
метрические свойства такого разбиения детально изучены, например, в [9]. Элементы
разбиения являются выпуклыми многогранниками, и L ≈ 0.459λ

−1/3
p [9].

Предлагаемая в настоящей работе корреляционно-сеточная аппроксимация поля
σ(r, v) = σh(r, v) строится путем разбиения пространства R3 на ансамбль {Sh} куби-
ков с ребром h, в каждом из которых значения поля выбираются независимо из од-
номерного распределения σ (с конечной дисперсией). Соответствующий эффективный
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корреляционный радиус `h получается путем осреднения указанного выше коэффици-
ента корреляции k(`) по r ∈ Sh и случайному направлению ω = (r − r′)/|r − r′|, т. е. по
формуле

`h =
1

4πh3

∫
Sh

∫
Ω

`(r, ω) dr dω, (4.1)

где `(r, ω) — расстояние от r ∈ Sh до границы Sh в направлении ω. Ясно, что

L = `h = h`1

и h = L/`1. Расчеты дали значение `1 = 0.44831 с погрешностью, не превосходящей 10−5.
Отметим, что трудоемкость (сложность) построения траектории частицы для σh(r, v) не
зависит от h. Это позволяет эффективно оптимизировать сеточную модель по числу M
траекторий, моделируемых для каждой реализации σh(r, v) в алгоритме двойной ран-
домизации, а также оценить среднеквадратическую погрешность результатов, соответ-
ствующую флуктуациям поля σ.

5. Тестовая задача

5.1. Для проведения тестовых расчетов рассматривался односкоростной процесс пере-
носа частиц в шаре радиуса R = 7.72043 со случайной плотностью ρ = ρ(r) и макроско-
пическими сечениями ρσ(0), ρσ(0)

s , ρσ(0)
f , где

σ(0) = 1, σ(0)
s = 0.97, σ

(0)
f = 0.03, ν = 2.5, v = 1.

Одномерное распределение поля ρ(r) равномерно на отрезке [1− ε, 1 + ε]. При ρ ≡ 1 шар
критичен: λ = 0± 10−7.

Для построения эффективных алгоритмов метода Монте–Карло в сформулирован-
ную модель было введено поглощение с постоянным неслучайным коэффициентом σc/v,
который приводит к замене λ 7→ λ − σc/v ∀σ(r, v), как указано в конце п. 1. Отметим,
что такой прием является универсальным и может существенно повысить эффектив-
ность весового метода, исключая необходимость ветвления моделируемых траекторий.

На основе леммы 1.2 было использовано осреднение, состоящее в том, что моделиро-
вался процесс с константами σ∗s = 0, σ∗f = ρσs + ρσf + σc, ν∗ = 1, а вес в каждой точке
столкновения домножался на величину

q∗(ρ) =
σs + νσf

σs + σf + σc/ρ
≤

σs + νσf
σs + σf + σc/(1 + ε)

= 1

при σc = σf (ν − 1)(1 + ε).
В расчетах, как и в [5], был использован метод максимального сечения (см., напри-

мер, [1]) с σmax = 1 + ε. Для уменьшения дисперсии оценок, основанных на соотно-
шении (3.5), значения ξ(0) и ξ(1) вычислялись для всех столкновений, включая “дельта-
рассеяние”, в отличие от работы [5], где они вычислялись только для “физических” столк-
новений.

Таким образом, для построения, в частности, оценок потока частиц использовались
элементарные оценки вида
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ξ(0) =

N∑
n=0

ψn(t)

σmax
,

где ψn вычислялись для каждого столкновения. Для физических столкновений соответ-
ствующая формула имеет вид

ξ̃(0) =

N∑
n=0

ψn(t)δn
σn

,

где δn — индикатор физического столкновения.

Лемма 5.1. Выполняется соотношение Dξ(0) ≤ Dξ̃(0).

Доказательство этого утверждения следует из того, что

E
(
ξ̃(0) | Ω

)
=

N∑
n=0

E

(
ψn(t)δn
σn

∣∣∣∣ Ω

)
=

N∑
n=0

ψn(t)

σn

σn
σmax

= ξ(0).

Плотность распределения первых столкновений была взята в виде

f(r, t) = 4t exp(−2t)g(r), t > 0, r = |r| < R, (5.1)

где g(r) = C sin(ær)/r — улучшенное диффузионное приближение к пространствен-
ной характеристической функции для σ = 1,æ = 0.3739866 [10]. В (2.1) полагали так-
же h(r, ω) = h1(r)/σ(r, v), где h1(r) = sin(ær)/r. При этом J (m) = (Φ, h1f

(m)/f0), т. е.
вычисляются функционалы от потока частиц. Расчеты показали, что использование та-
ких функциональных параметров алгоритма существенно улучшает важную здесь схо-
димость J ′(t)/J(t) → λ при t → ∞ ∀ ρ, сравнительно с вариантом, в котором f(r, t)
определяется формулой (5.1), а h(r, ω) ≡ 1. Отметим, что формула (4.1) для сеточной
мозаики дает значения L = `h = 2.186 при h = 4.8762.

Базовый пуассоновский точечный поток для поля Вороного строился в шаре радиуса
R1 = 10 ≈ R+L. Проведенные в [8] модельные расчеты показывают, что такое ограниче-
ние потока может обеспечить достаточно высокую точность оценки средней вероятности
вылета частицы, которая играет определенную роль в рассматриваемой задаче.

Для сеточной модели трудоемкость построения конкретной траектории частицы су-
щественно меньше соответствующей трудоемкости для поля Вороного, т.к. не требуется
“перебор” по |r− ri| для определения σh(r, v).

В таблице 1 приведены оценки функции I(t) exp(−σct) и соответствующие значения
среднеквадратических погрешностей δ для поля Вороного (при m = 1) и сеточной ап-
проксимации (при M = 1 ≈Mopt). Здесь Ns — число траекторий.

Таблица 1. Значения Ĩ(t) exp(−σct)± δ при Ns = 4 · 109, L = 2.186

t поле Вороного сеточная аппроксимация

1 0.124241 ± 0.000002 0.124242 ± 0.000002
5 0.173513 ± 0.000002 0.173495 ± 0.000002

10 0.129121 ± 0.000002 0.129093 ± 0.000002
15 0.096155 ± 0.000002 0.096152 ± 0.000002
20 0.071678 ± 0.000002 0.071699 ± 0.000002
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Для двух вариантов поля — сеточного и Вороного — при L = 2.186 были вычислены
достаточно точно оценки функции I ′(t)/I(t) в точках t = 1, . . . , 10, . . . , 20. Затем на ос-
нове линейной регрессионной аппроксимации (при 15 ≤ t ≤ 20) были получены оценки
коэффициентов d2, a (табл. 2).

Таблица 2. Регрессионные оценки коэффициентов a и d2

Поле ã · 105 d̃2 · 105

сеточной аппроксимации −23 ± 5.0 3.0 ± 0.3
Вороного −37 ± 5.0 3.5 ± 0.2

Таким образом, можно констатировать, что в решаемой задаче результаты, получен-
ные на основе поля Вороного и соответствующей сеточной аппроксимации, практически
совпадают, а трудоемкость для сеточной аппроксимации меньше примерно в два раза.

Расхождение оценок можно, в частности, объяснить ограничением области моделиро-
вания вспомогательного точечного потока, хотя значение L вычисляется без этого огра-
ничения.

5.2. Анализ полученных результатов показывает, что здесь, как и для сферически сло-
истой мозаики, выполняется соотношение 20 < T ∗ < 40 (см. п. 3). Для исследования
асимптотики функции λs(t) = d ln I(t)/dt расчеты были продолжены до t < T1 = 150.
На рисунке представлены точечные оценки функции λs(t); размер используемых при
этом значков приближенно совпадает со среднеквадратической погрешностью. Сплош-
ной кривой обозначен график функции

λ̃s(t) = λ̃s(t0)
1− exp(−βt1−α)

1− exp(−βt1−α0 )
(5.2)

при t0 = 40, α = 0.2. Значение β = 0.00199 было вычислено по формуле (3.4) для
достаточно точной оценки λmax = 0.022, полученной с помощью дополнительного расчета
при σ = σmax. Отметим, что (5.2) практически не меняется при замене t0 = 40 на t0 = 30,
что подтверждает значимость такой оценки.

Рис. Оценки логарифмической производной и аппроксимация, Ns = 216 · 109
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6. Предельная теорема для распределения величины λ(σ)
в случае сеточной аппроксимации

Рассмотрим теперь возможность обоснования предельного гауссовского распределе-
ния величины λ для сеточной модели поля σ в рассматриваемой задаче. Обозначим
через N = Nh число элементов сетки (кубиков), полностью или частично принадлежа-
щих области D объема V . Предполагается, что при h → 0 выполняется соотношение (в
частности, для куба, цилиндра, шара)

Nh = nh + o(nh), (6.1)

где nh — размер вписанной в D части сетки. В этом случае

λ = λN (τ1, . . . , τN ),

причем τi = vi(σh,i− 1), где vi — “действующий” объем в D сеточного элемента (в основ-
ном, вследствие (6.1) vi = h3 ∼ V/nh), а σh,i — независимые значения поля σ, равномерно
распределенные в [1− ε, 1 + ε], причем Dτi ∼ (1/3)ε2V 2/n2

h.
Далее предполагается, что∣∣∣∣ ∂2λN

∂τi∂τj

∣∣∣∣ ≤ C1 < +∞, i, j = 1, . . . , N. (6.2)

Формула Тейлора 2-го порядка с малыми приращениями τi = τ/N , i = 1, . . . , N , дает
соотношение

∂λ1

∂τ
∼ 1

N

N∑
i=1

∂λN
∂τi

,

которое позволяет сделать предположение (фактически численно проверенное, как и
(6.2), для тестового шара [5]) о том, что

0 < C
(1)
0 <

∂λ

∂τi
< C

(2)
0 , i = 1, . . . , N. (6.3)

Теорема 6.1. Пусть выполняются соотношения (6.2), (6.3) и λN (0, 0, . . . , 0) = 0 ∀N .

Тогда, если n = nh → ∞, а ε
√
n → 0, то величина

√
n

ε
C−1λ сходится по распределению

к стандартной нормальной случайной величине.

Доказательство. Используя соотношения (6.2) и (6.3), на основе формулы Тейлора
2-го порядка получаем следующее асимптотическое представление:

λ ∼ C ε√
n

 ∑N
i=1 τi(∂λN/∂τi)√

D
(∑N

i=1 τi(∂λN/∂τi)
) +

√
n

2Cε

N∑
i,j=1

∂2λ

∂τi∂τj
τiτj

 = C
ε√
n

(ξN + ηN ),

причем

D

(
N∑
i=1

τi(∂λN/∂τi)

)
∼ C2ε2/n, |ηN | ≤ C1V

2ε
√
n/(2C). (6.4)

Умножив числитель и знаменатель в выражении ξN на n, получаем нормированную
сумму независимых равномерно ограниченных величин {nτi(∂λN/∂τi)}, для которой,
согласно [11, глава 3, §4, (с)], выполнены условия Линдеберга. Таким образом, с учетом
второго неравенства в (6.4) теорема доказана.
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Отметим, что в рассматриваемой тестовой задаче нормализация λ может быть до-
вольно быстрой, так как величины τi распределены равномерно; в частности известно,
что нормированная сумма двенадцати независимых равномерно распределенных чисел
уже имеет распределение, весьма близкое к гауссовскому. Напомним, что h = L/`1 и,
следовательно, Nh ∼ V/h3 = V (`1/L)3; для тестовой задачи из п. 5 имеем: V =

4

3
πR3 и

Nh ≈ 16.
Отметим, что использование формулы Тейлора более высокого порядка при усло-

вии равномерной ограниченности соответствующих производных сохраняет утверждение
теоремы 6.1, так как дополнительные слагаемые в асимптотике оцениваются степенями
величины ε.

Интересно отметить, что теорема 6.1 согласуется с результатами работы [7], в кото-
рой нормализация распределения λ была получена на основе экспериментов для малой
величины типа Dτ . Фактически это же показали расчеты для модельной сферически
слоистой мозаики [5].

В заключение отметим, что разработанная методика может быть использована для
исследования потока частиц любого типа. В частности, в [5] путем исследования мировой
статистики ВОЗ для COVID-19 был выявлен интервал значимого суперэкспоненциаль-
ного роста числа зараженных индивидуумов.
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