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На основе калибровочной теории дефектов с учетом диссипации энергии предложены
математические модели пластичности и ползучести для случая малых деформаций.
Предполагается, что пластичность связана с движением дислокаций, происходящим без
изменения объема. В модели ползучести движение дислокаций может происходить с из-
менением объема, “лишний” объем уносится (приносится) точечными дефектами. С по-
мощью обобщенно-термодинамического подхода Годунова показано, что предложенная
модель пластичности является гиперболической по Фридрихсу.
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Введение. В настоящее время наблюдается повышенный интерес к построению ма-
тематических моделей пластичности, учитывающих внутреннюю структуру материала.
Можно выделить три направления исследований в этой области: геометрический под-
ход [1], калибровочную теорию дефектов [2] и обобщенно-термодинамический подход [3, 4].
Геометрический подход предложен К. Кондо и Б. А. Билби и основан на сопоставлении
упругой среды, содержащей дефекты, и неевклидова пространства с кривизной и круче-
нием. В [1] этот подход обобщен на нестационарные процессы, получены эволюционные
уравнения для тензоров кривизны, кручения и неметричности. Калибровочная теория де-
фектов, развитая А. Кадичем и Д. Эделеном [3], позволяет описывать упругую среду с

дефектами. Отметим, что эта теория является гамильтоновой, в то время как пластиче-
ская деформация приводит к диссипации энергии. Диссипативные процессы в калибро-
вочной теории дефектов учитывались в [5–7]. В работах С. К. Годунова с соавторами [3,
4, 8] предложен обобщенно-термодинамический подход к построению моделей неупругого
поведения. Требование гиперболичности системы уравнений и наличие закона сохране-
ния энергии позволяют получить замыкающие соотношения в виде дифференциальных

уравнений для поля дефектов.
В настоящей работе исследуются модели упругопластического поведения материалов,

построенные на основе калибровочной теории дефектов с учетом диссипации энергии.
1. Уравнения калибровочной теории дефектов. Лагранжиан изотропного упру-

гого тела в случае малых деформаций ∂uj/∂xj � 1 определяется формулой [9]
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где ui — компоненты вектора смещения; u̇i = ∂ui/∂t; λ, µ — коэффициенты Ламе; ρ —
плотность. В формуле (1.1) и далее по повторяющимся индексам производится суммиро-
вание.

Лагранжиан (1.1) инвариантен при сдвиге на постоянный вектор h = hiei и повороте

на постоянный вектор Ω = Ωiei (ei — базисные векторы декартовой системы координат).
Компоненты вектора перемещений при этих преобразованиях определяются по формулам

u′i = ui + hi, u′i = ui + εijkΩjuk, (1.2)

где εijk — абсолютно антисимметричный тензор Леви-Чивиты. В случае локальных (ка-
либровочных) преобразований сдвига hi = hi(xj , t) и поворота Ωi = Ωi(xj , t) инвариант-
ность лагранжиана (1.1) при преобразованиях (1.2) будет нарушаться. Для восстановле-
ния инвариантности вводят калибровочные поля, с помощью которых обычные производ-
ные ∂jui заменяют на ковариантные Djui. После замены в лагранжиане ∂jui → Djui его

инвариантность восстанавливается.
Калибровочное поле, связанное со сдвигом, определяет поле дислокаций, а связан-

ное с поворотом, — поле дисклинаций [2]. Эксперименты показывают, что дисклинации
в металлах практически никогда не возникают. Это связано с тем, что упругая энергия
дисклинаций велика [10] EΩ ∼ µH2Ω2 (EΩ — упругая энергия дисклинации на единицу

ее длины; H — характерный размер тела; Ω — угол поворота (вектор Франка)), поэтому
ее зарождение в идеальном кристалле энергетически невыгодно. В то же время упругая
энергия, приходящаяся на единицу длины дислокации, достаточно мала Eb ∼ µb2 ln (H/b)
(b — вектор Бюргерса, имеющий порядок межатомных расстояний a), и дислокации легко
возникают и двигаются в кристаллах. Кроме дислокаций и дисклинаций имеются точеч-
ные дефекты (вакансии, включения) и поры, упругая энергия которых мала Ea ∼ µa3 (a —
межатомное расстояние для вакансии и включения или размер поры). Таким образом, но-
сителями пластической (неупругой) деформации в металлах являются либо дислокации,
либо точечные дефекты и поры, а дисклинации отсутствуют. На этом основании ниже
будут рассматриваться только локальные преобразования сдвига.

Следуя [2, 5–7], построим лагранжиан, инвариантный при локальных преобразованиях
сдвига

u′i = ui + hi(xj , t), (1.3)

путем замены частных производных в (1.1) на ковариантные

∂ui

∂t
−→ D4ui =

∂ui

∂t
+ β4i,

∂ui

∂xj
−→ Djui =

∂ui

∂xj
+ βji. (1.4)

Здесь введены калибровочные (компенсирующие) поля β4i(xk, t), βji(xk, t), с которыми
можно связать лагранжиан

Ld =
1

2

∫
(BJjiJji − Cαijαij) dV (1.5)

(B, C — константы). Величины

Jij = −
(∂βij

∂t
+
∂β4j

∂xi

)
, αij = εikl

∂βlj

∂xk
(1.6)

имеют смысл потока и плотности дислокаций соответственно. Такая интерпретация сле-
дует из соотношений∫

S

αijni dS =
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∮
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−
∫
∂S

Jij dxi =

∮
∂βij

∂t
dxi =

∂Bj

∂t
,

где Bj — суммарный вектор Бюргерса дислокаций, пересекающих площадку S, ограни-
ченную контуром ∂S. Формулы преобразования калибровочных полей β4i(xk, t), βji(xk, t)
следуют из условия инвариантности калибровочных производных (1.4) при преобразова-
ниях (1.3)

β′4i = β4i −
∂hi

∂t
, β′ji = βji −

∂hi

∂xj
. (1.7)

Подставляя (1.7) в формулы (1.6), непосредственным вычислением можно показать, что
Jij , αij остаются инвариантными при преобразованиях (1.3). Отсюда следует, что лагран-
жиан

L = Le(D4ui, Djui) + Ld(Jij , αij) (1.8)

инвариантен при преобразованиях (1.3) и описывает упругую среду с дислокациями,
Le(D4ui, Djui) получается из лагранжиана (1.1) путем замены (1.4), Ld(Jij , αij) опреде-
ляется по формуле (1.5).

Уравнения Эйлера — Лагранжа [11]

∂
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(∂L
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)
= 0 (1.9)

для переменных qi = {ui, β4i, βij} находятся из условия экстремальности δS = 0 действия

S =

∫
Ldt и имеют вид
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.

Для тензора напряжений σij , входящего в (1.10), справедливы формулы

σij = −pδij + Sij , p = −Kεekk, Sij = 2µeeij , K = λ+ 2µ/3,

eeij = εeij −
1

3
εekkδij , εeij =

1

2

(∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
− εpij , εpij =

1

2
(βij + βji),

(1.11)

где p — давление; Sij — девиатор тензора напряжений; K — модуль объемного сжатия;
индексом e отмечены упругие деформации. Равенство нулю поверхностных интегралов в
уравнении δS = 0 позволяет определить граничные условия

fi = σijnj , niεkilεnml
∂βmj

∂xn
= 0. (1.12)

Система уравнений (1.10)–(1.12) совпадает с соответствующей линеаризованной си-
стемой уравнений, полученной в [2] для случая конечных деформаций. Можно заметить,
что не все уравнения в (1.10) являются независимыми. Если продифференцировать первое
уравнение в (1.10) по времени ∂/∂t, а второе — по координате ∂/∂xj и вычесть одно из
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другого, то получится третье уравнение (точнее, три уравнения, так как индекс i при-
нимает значения от 1 до 3). Этот результат является следствием второй теоремы Нётер
(см. [12]), согласно которой если действие S инвариантно относительно группы преобразо-
ваний, зависящих от n произвольных функций, то между уравнениями Эйлера — Лагран-
жа существует n тождественных соотношений. В рассматриваемом случае n уравнений
Эйлера— Лагранжа можно выразить через остальные уравнения. В нашем случае лагран-

жиан L и действие S =

∫
Ldt инвариантны относительно группы преобразований (1.3),

зависящих от трех произвольных функций hi(xj , t), поэтому в (1.10) имеется три тож-
дественных соотношения. Таким образом, число независимых уравнений в (1.10) меньше
числа независимых переменных, и поэтому к ним необходимо добавить три уравнения, ко-
торые называют условиями калибровки. Чаще всего используют калибровочные условия
Лоренца или кулоновскую калибровку [13]. В настоящей работе используется кулоновская
калибровка β4i = 0. Тогда из первого уравнения в (1.7) следует, что β′4i = β4i = 0, если
∂hi/∂t = 0, и калибровочное преобразование имеет вид

u′i = ui + hi(xj),

где hi не зависит от времени. С учетом сказанного выше уравнения (1.10) переходят в
следующие:

B
∂2βji

∂t2
= −Cεjkl

∂αli

∂xk
+ σij , ρ

∂2ui

∂t2
=
∂σij

∂xj
, β4i = 0.

Лагранжиан (1.8) остается инвариантным при преобразованиях сдвига, поэтому согласно
первой теореме Нётер (см. [12, 14]) справедлив закон сохранения энергии и импульса

∂T β
α

∂xβ
= 0, T β

α =
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∂qi
∂xα

− Lδβ
α, {α, β} = {1, 2, 3, 4}, (1.13)

где T 4
4 = E — энергия, а T k

4 — импульс среды:
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(1.14)

Здесь введены обозначения

Sjki = −Cεjklαli, E1(ε
e
ij) = (λ/2)(εekk)

2 + µεeijε
e
ij , E2(αij) = (C/2)αijαij (1.15)

(Sjki — тензор пары сил, создаваемых дислокациями; E1(ε
e
ij) — упругая энергия, завися-

щая от упругих деформаций материала; E2(αij) — упругая энергия взаимодействия дис-
локаций). Подставляя (1.14) в (1.13), получим закон сохранения энергии упругой среды с
дефектами

∂E

∂t
=

∂

∂xk
(σikvi + Sjkiβ̇ji),

E =
ρ

2
v2
i +

B

2
β̇2

ij + E1(ε
e
ij) + E2(αij), vi =

∂ui

∂t
, β̇ij =

∂βij

∂t
.

(1.16)

Полная энергия E складывается из кинетической энергии движения среды и дефектов, а
также упругой энергии среды и взаимодействующих дефектов (дислокаций). Изменение
энергии E происходит за счет работы упругих напряжений σij на перемещениях vi dt и
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момента пары сил Sjki на пластических дисторсиях β̇ji dt. Тензор Sjki можно разложить

по индексам i, j на симметричную и антисимметричную части, поэтому вклад в работу

вносят симметричная dεpij = (β̇ji + β̇ji) dt/2 и антисимметричная dω
p
ij = (β̇ji − β̇ji)dt/2

части тензора дисторсии.
2. Математическая модель пластичности. Описанная выше модель является

частным случаем более общей калибровочной модели дефектов, содержащей дислокации
и дисклинации [2]. Эти модели не учитывают диссипации энергии при пластическом те-
чении материала. Диссипация энергии приводит к появлению в правой части уравнения
Эйлера — Лагранжа диссипативной силы Рэлея [15]

∂

∂t

(∂L
∂q̇i

)
+

∂

∂xj

( ∂L

∂qi,j

)
−

(∂L
∂qi

)
= −∂D

∂q̇i
, (2.1)

где D = D(q̇i) — диссипативная функция. Обычно при пластическом деформировании
металлов диссипативную функцию аппроксимируют однородной функцией первой степени

от скорости пластической деформации [16]

D = Ys

√
(2/3)ε̇pij ε̇

p
ij , ε̇pij = β̇(ij) = (β̇ji + β̇ji)/2,

где ε̇pij = ∂εpij/∂t — скорость пластической деформации; Ys — предел текучести. В данной
модели независимой переменной является βij , поэтому диссипативную функцию выберем
в более общем виде

D = Ys

√
(2/3)β̇ij β̇ij , (2.2)

где β̇ji = β̇(ij) + β̇[ij]; β̇[ij] = (β̇ij − β̇ji)/2. В частном случае β̇[ij] = 0 выражение (2.2)
переходит в диссипативную функцию [16].

Из эксперимента известно, что пластическая деформация происходит без изменения
объема βkk = 0, поэтому лагранжиан L в (2.1) нужно заменить на L̃ = L + λ0βkk (λ0 —
множитель Лагранжа). Подставляя формулу для L̃ в (2.1) и используя выражения для ла-
гранжиана L (1.5), (1.8) и D (2.2), получим уравнения, описывающие упругопластическое
деформирование [7]:

ρ
∂2ui

∂t2
=
∂σij

∂xj
, B

∂2βji

∂t2
= S′ji + Sji −

√
2

3
Ys

β̇ji√
β̇jiβ̇ji

,

S′ji =
∂

∂xk

(
Sjki −

1

3
Slklδji

)
,

(2.3)

где σij , Sij , Sjki определены в (1.11), (1.15), а граничные условия даются формулами (1.12).
В частном случае, когда плотность дислокаций не зависит от пространственных коор-
динат ∂αij/∂xk = 0 и скорость пластической деформации постоянна ∂2βij/∂t

2 = 0, из

второго уравнения системы (2.3) следует β̇[ij] = 0 и соотношение Прандтля — Рейса [16]

ε̇pij =
√

(3/2)ε̇pij ε̇
p
ij (Sij/Ys). Рассматривая второе уравнение системы (2.3), можно прове-

сти простую механическую аналогию. Если груз массы m на пружине с жесткостью k
движется по плоскости с коэффициентом трения ν, то в одномерном случае его движение
описывается уравнениями

m
∂2x

∂t2
= −kx− νmgẋ

|ẋ|
,

ẋ = ẍ = 0, −kx+ f r = 0, k|x| < νmg.
(2.4)
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Видно, что второе уравнение в (2.3) аналогично первому уравнению в (2.4), при этом
сумма напряжений S′ji + Sji играет роль упругой силы −kx, величина B — массы m, а√

2/3Ys — силы трения скольжения νmg. Если в некоторый момент времени груз на-
ходится в состоянии покоя ẋ = 0 и упругая сила, действующая на груз, меньше силы
трения скольжения (k|x| < νmg), то упругая сила уравновешивается силой трения по-
коя (kx = f r), где |f r| < νmg. Груз будет оставаться в покое ẋ = 0 до тех пор, пока не
нарушится последнее неравенство. Для полной аналогии к системе (2.3) нужно добавить
уравнения

∂βij

∂t
= 0,

∂2βij

∂t2
= 0, S̃ij − Sr

ij = 0 при S̃ijS̃ij <
2

3
Y 2

s , (2.5)

где S̃ij = Sij + S′ij . Напряжение S
r
ij аналогично силе трения покоя f

r.
Диссипация энергии при пластическом течении приводит к уменьшению энергии E,

являющейся суммой упругой и кинетической энергий (см. вторую формулу в (1.16)). Что-
бы получить закон сохранения энергии, нужно обобщить эту формулу, включив в нее
тепловую энергию ET :

E =
ρ

2
v2
i +

B

2
β̇2

ij + E1(ε
e
ij) + E2(αij) + ET . (2.6)

Нагрев среды приведет к возникновению теплового давления pT , поэтому необходимо так-
же изменить вторую формулу системы (1.11) следующим образом [17]:

p = px + pT , px = −Kεekk, pT = ΓET , ET = CV ρT, (2.7)

где Γ — коэффициент Грюнайзена; CV — удельная теплоемкость; T — температура. Урав-
нения (2.6), (2.7) нужно дополнить вторым законом термодинамики и соотношением Гибб-
са

T
dS

dt
= Ys

√
2

3
β̇ij β̇ij ,

dET

dt
= T

dS

dt
− pT

d

dt

(1

ρ

)
(2.8)

(S — плотность энтропии). Используя (2.7), из второй формулы в (2.8) получим формулу
для энтропии

S = S0 + CV ρ ln
( T
T0

(ρ0

ρ

)Γ)
,

которая позволяет в формулах (2.6), (2.7) выразить тепловую энергию как функцию

плотности и энтропии ET = ET (ρ, S). Поскольку в данной работе рассматриваются ма-
лые деформации, то в формулах (2.8) полные производные можно заменить на частные
d/dt = ∂/∂t+ vk ∂/∂xk ≈ ∂/∂t. Тогда полная система уравнений записывается в виде

ρ
∂vi

∂t
=
∂σij

∂xj
, B

∂β̇ij

∂t
= Sij +

∂

∂xk

(
Sikj −

1

3
Slklδij

)
−

√
2

3

Ysβ̇ij√
β̇ij β̇ij

,

∂αlj

∂t
= εlki

∂β̇ij

∂xk
,

∂εeij
∂t

=
1

2

( ∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
−
∂εpij
∂t

,
∂S

∂t
=
Ys

T

√
2

3
β̇ij β̇ij ,

(2.9)

где σij = −pδij + Sij ; Sij = 2µeeij ; Sikj = −Cεiklαlj ; p определяется формулами (2.7);
точка над буквой обозначает частную производную по времени. Умножая первое уравнение
системы (2.9) на vi, второе — на β̇ij , третье — на Cαlj , четвертое — на σij , пятое — на T
и складывая, получим закон сохранения энергии

∂E

∂t
=
∂πk

∂xk
, E =

ρv2
i

2
+
Bβ̇2

ij

2
+ E1 + E2 + ET , πk = σikvi + Sikj β̇ij . (2.10)
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Выражение (2.10) является более общим, чем (1.16), поскольку учитывает изменение теп-
ловой энергии среды ET за счет необратимой диссипации энергии при пластическом де-
формировании.

3. Математическая модель ползучести. Ползучесть представляет собой другой
пример неупругого поведения, когда под действием приложенного напряжения металл те-
чет подобно жидкости. Как правило, процесс ползучести происходит при высоких темпера-
турах. Существует два класса моделей для описания ползучести — феноменологические и

микроскопические. В первых определяющие соотношения постулируются на основе экспе-
риментальных данных, а при построении микроскопических моделей эти соотношения вы-
водятся из анализа движения дефектов в поле внешних и внутренних напряжений [10, 16].
В работе [18] для описания ползучести использовалась калибровочная теория дефектов.
При этом предполагалось, что ползучесть связана с движением дислокаций. Однако на-
ряду с дислокациями существенное влияние на ползучесть оказывают точечные дефек-
ты [10]. Ниже на основе калибровочной теории дефектов предлагается математическая
модель ползучести, учитывающая вклад в ползучесть дислокаций и точечных дефектов.

Рассмотрим сначала изотропную упругую среду с дислокациями, которая описыва-
ется лагранжианом (1.5), (1.8). В отличие от пластичности процесс ползучести может

происходить при сколь угодно малых напряжениях и с изменением объема β̇kk = ε̇kk 6= 0,
поэтому диссипативную функцию выбираем в виде

D = ξ(ε̇pkk)
2 + ηβ̇′ij β̇

′
ij , (3.1)

где β̇′ij = β̇ij − (1/3)β̇kkδij . В частном случае ξ = η выражение (3.1) совпадает с диссипа-

тивной функцией, которая использовалась в [5, 18].
Подставляя (1.5), (1.8), (3.1) в уравнение (2.1), для qi = {ui, βij} получим уравнения

ρ
∂2ui

∂t2
=
∂σij

∂xj
, B

∂2βij

∂t2
= σ′ij + σij − 2ηβ̇′ij − 2ξ β̇kkδij ,

σij = −pδij + Sij , p = −Kεekk, Sij = 2µeeij , σ′ij = C
( ∂2βij

∂xk∂xk
−

∂2βkj

∂xk∂xi

)
.

(3.2)

Полагая во втором уравнении системы (3.2) βij = εpij + ωp
ij и разделяя шаровую и девиа-

торную составляющие, перепишем это уравнение в виде

B
∂2epij
∂t2

= S′(ij) + Sij − 2ηėpij , B
∂2εpkk

∂t2
= −(p′ + p+ 2ξε̇pkk),

B
∂2ωp

ij

∂t2
= S′[ij] − 2ηω̇p

ij , S′ij = σ′ij + p′δij , S′ij = S′(ij) + S′[ij], p′ = −1

3
σ′kk.

В процессах ползучести инерционные слагаемые малы по сравнению с вязкими Bëpij �
ηėpij , Bε̈

p
kk � ξε̇pij , Bω̈

p
ij � ηω̇p

ij , и уравнения ползучести принимают вид

ėpij =
S′(ij) + Sij

2η
, ε̇pkk = −p

′ + p

2ξ
, ω̇p

ij =
S′[ij]
2η

. (3.3)

Изменение εpkk в (3.3) связано с неконсервативным движением дислокаций и должно со-
провождаться потоком точечных дефектов (вакансий) к дислокации, которые уносят от
дислокации (или приносят к ней) “лишний” (εpkk 6= 0) материал.

Получим уравнения для движения точечных дефектов. Если при введении точечного
дефекта объем тела изменяется на величину Ωd, а концентрация дефектов nd, то дефор-
мация материала будет определяться формулой

ε̇kk = ε̇ekk + ε̇dkk, ε̇dkk = Ωdṅd, (3.4)
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где εekk — упругая деформация решетки. Если полная деформация равна нулю (ε̇kk = 0),

то из (3.4) получим ε̇ekk = −ε̇dkk. Для атомов внедрения Ωd = Ωa > 0, εekk < 0 (решетка
сжата), для вакансий Ωd = −Ωv, ε

e
kk > 0 (решетка растянута). В первом случае действуют

сжимающие напряжения p = −Kεekk > 0, а во втором— растягивающие напряжения p < 0.
Обычно точечные дефекты моделируют центрами дилатансии [10]. В этом случае дефекту
в точке x0

i соответствует плотность сил fi = −KΩdδ(xi−x0
i ). Если такой дефект находится

в поле упругих сил p = −Kεekk, то ему соответствует упругая энергия взаимодействия
E′ = −KΩdε

e
kk.

Поскольку концентрация дефектов nd обычно велика, то дефекты можно описывать
как твердый раствор в решетке атомов. Введя концентрацию раствора c = nd/N � 1
(N — количество атомов в решетке в единице объема), запишем химический потенциал
дефекта µ, так же как и в теории слабых растворов [10]:

µ = T ln c+ Ωdp+ ψ(T ). (3.5)

Из условия равновесия точечных дефектов µ = const следует формула для равновесной
концентрации

c = c0(T ) exp (−pΩd/T ).

Если ∇µ 6= 0, то возникает поток точечных дефектов j = −T−1ndD∇µ, для которого
с учетом (3.5) получим

j = −D∇nd − T−1ndΩdD∇p. (3.6)

Используя уравнение неразрывности, запишем уравнение для концентрации дефектов

∂nd

∂t
+ div j = θ̇, (3.7)

где j определяется уравнением (3.6). Источниковый член θ̇ связан с осаждением или ис-

парением атомов на линии дислокации θ̇ = ε̇pkk/Ωd, где ε̇
p
kk определяется второй формулой

в (3.3). В частном случае j = 0 из (3.4), (3.7) следует ε̇dkk = ε̇pkk. В качестве граничных

условий для уравнения (3.7) нужно задать nd

∣∣
γ
либо ∇nd

∣∣
γ
на границе γ. Выход дефектов

на поверхность сопровождается ее перемещением по нормали со скоростью

vn

∣∣
γ

= Ωdj
∣∣
γ
. (3.8)

4. Симметризация уравнений упругопластического деформирования (2.9).
Наличие закона сохранения энергии (2.10) для системы уравнений (2.9) позволяет ис-
пользовать обобщенно-термодинамический подход, развитый в [8, 19], для приведения
ее к виду с симметричными матрицами. Внутренняя энергия E (2.6), входящая в за-
кон сохранения энергии (2.10), является выпуклой функцией собственных переменных

E = E(ρvi, Bβ̇ij , ε
e
ij , Cαij , S). Используя преобразование Лежандра

F 0 = wi(ρvi) + bij(Bβ̇ij) + rijε
e
ij + aij(Cαij) + TS − E, (4.1)

введем потенциал F 0, зависящий от сопряженных переменных

F 0 = F 0(wi, bij , rij , aij , T ), (4.2)

которые определяются по формулам

wi =
∂E

∂(ρvi)
, bij =

∂E

∂(Bβ̇ij)
, rij =

∂E

∂εeij
, aij =

∂E

∂(Cαij)
, T =

∂E

∂S
. (4.3)
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Из (4.1)–(4.3) следует

dF 0 = ρvi dwi +Bβ̇ij dbij + εeij drij + Cαij daij + S dT,

откуда находим

ρvi = F 0
wi
, Bβ̇ij = F 0

bij
, εeij = F 0

rij
, Cαij = F 0

aij
, S = F 0

T , (4.4)

где нижний индекс у F 0 обозначает частную производную, например F 0
wi

= ∂F 0/∂wi и т. д.
Аналогично рассмотрим три преобразования Лежандра, построенных по трем функциям
(2.10) πk = σikvi + Sikj β̇ij , и определим три потенциала

F k(wi, bij , rij , aij) = wiσik + rijHikj + bijSikj + aijGikj − πk,

wi =
∂πk

∂σik
, rij =

∂πk

∂Hikj
, bij =

∂πk

∂Sikj
, aij =

∂πk

∂Gikj

(4.5)

(суммирование по k не производится). Используя явный вид функций πk (2.10), зависящих
от переменных

πk = πk(σik, Hikj , Sikj , Gikj) (Hikj = (δikvj + δjkvi)/2, Gikj = Cεiklβ̇lj), (4.6)

можно показать, что новые переменные в (4.5) совпадают с переменными, введенными
ранее по формулам (4.3). Величины Sikj определены в (1.15), а переменная Hikj введена в

работе [8]. Используя (4.5), (4.6), получим

dF k = σik dwi + Sikj dbij +Hikj drij +Gikj daij ,

откуда следуют формулы

σik = F k
wi
, Sikj = F k

bij
, Hikj = F k

rij
, Gikj = F k

aij
, (4.7)

в которых введены обозначения

F k
wi

=
∂F k

∂wi
, F k

bij
=
∂F k

∂bij
, F k

rij
=
∂F k

∂rij
, F k

aij
=
∂F k

∂aij
.

Подставляя формулы (4.4), (4.7) в уравнения упругопластического деформирования (2.9),
перепишем их в новых переменных wi, bij , rij , aij , T :

∂F 0
wi

∂t
=
∂F k

wi

∂xk
,

∂F 0
bij

∂t
=
∂F k

bij

∂xk
− 1

3

∂F k
bll

∂xk
δij + rij −

1

3
rllδij −

√
2

3
Ys

bij√
bijbij

,

∂F 0
aij

∂t
=
∂F k

aij

∂xk
,

∂F 0
rij

∂t
=
∂F k

rij

∂xk
− 1

2
(bij + bji),

∂F 0
T

∂t
= Ys

√
2

3
bijbij .

(4.8)

Введя вектор

qi = (b11, . . . , b33, a11, . . . , a33, r11, . . . , r33, w1, w2, w3, T ),

уравнения (4.8) можно записать в виде

∂F 0
qi

∂t
=
∂F k

qi

∂xk
+ . . . ,

где точки стоят вместо членов, не содержащих производных, и выражения

−(1/3)(∂F k
bll
/∂xk)δij , которое будет проанализировано ниже. Следуя [8], перепишем

эти уравнения следующим образом:

F 0
qiqj

∂qj
∂t

= F k
qiqj

∂qj
∂xk

+ . . . . (4.9)
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Матрица F k
qiqj

симметрическая, а F 0
qiqj

положительно-определенная. Последнее следует из

того факта, что преобразование Лежандра (4.1) не меняет выпуклость функции. Поэтому
если E = E(yi) — выпуклая функция собственных переменных yi, то F

0 = F 0(qi) — также

выпуклая функция qi. Симметрический вид системы уравнений (4.8) нарушает слагаемое
−(1/3)(∂F k

bll
/∂xk)δij во втором уравнении этой системы. Однако симметрический вид мож-

но восстановить, если в правую часть третьего уравнения добавить нулевое слагаемое

T k
ij = −1

3
F k

bllaij

∂bmn

∂xk
δmn.

Для доказательства тождества T k
ij = 0 выразим с помощью (2.6), (4.3) новые переменные

через старые

wi = vi, bij = β̇ij , rij = σij , aij = αij . (4.10)

Из (4.10) и равенств βnn = β̇nn = bnn = bmnδmn = 0 получим искомое тождество

∂bmn

∂xk
δmn = −1

3
F k

bllaij

∂bmn

∂xk
δmn = T k

ij = 0, (4.11)

где

1

3
F k

bllaij
=

1

3

∂

∂aij
Slkl =

C

3
εijk. (4.12)

Аналогично из (4.7), (4.10), (4.12) получим

−1

3

∂F k
bll

∂xk
δij = −1

3

∂Slkl

∂xk
δij = −C

3
εnmk

∂amn

∂xk
δij . (4.13)

С учетом равенств (4.11)–(4.13) перепишем систему (4.8) в симметрическом виде:

∂F 0
wi

∂t
=
∂F k

wi

∂xk
,

∂F 0
bij

∂t
=
∂F k

bij

∂xk
− 1

3
F k

bllamn

∂amn

∂xk
δij + rij −

1

3
rllδij −

√
2

3
Ys

bij√
bijbij

,

∂F 0
aij

∂t
=
∂F k

aij

∂xk
− 1

3
F k

bllaij

∂bmn

∂xk
δmn,

∂F 0
rij

∂t
=
∂F k

rij

∂xk
− 1

2
(bij + bji), (4.14)

∂F 0
T

∂t
= Ys

√
2

3
bijbij ,

где F k
bllaij

= (1/3)Cεijk. Поскольку система уравнений (4.14) симметрическая, а функ-

ция F 0(qi) выпуклая, то она является гиперболической по Фридрихсу (см. [8]).
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