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Численно исследован теплообмен в лежащей капле жидкости. Разработан программный ком-
плекс, позволяющий решать задачи конвекции в осесимметричной полусферической капле, а также  
в сферическом слое. Задача на установление равновесного состояния в капле решается в переменных: 
температура, функция тока, вихрь скорости. Проведены расчеты для капель воды, этилового спирта и 
модельных жидкостей. Варьировались: интенсивность теплоотдачи от поверхности капли, безразмер-
ные критерии Рэлея и Марангони, а также характерный перепад температуры. Установлено, что зави-
симость интенсивности конвективного течения от интенсивности теплоотдачи на поверхности капли 
имеет максимум. Получена двухвихревая структура в неподвижном полусферическом профиле капли 
жидкости при сравнимых значениях поверхностных термокапиллярных и объемных термогравитаци-
онных сил. Показано, что доминирующим в структуре течения может быть как термокапиллярный, так 
и термогравитационный вихри. 
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Введение 

Многочисленные работы посвящены изучению термокапиллярной конвекции 
в сферической области [1], в испаряющейся лежащей на подогреваемой поверхно-
сти капле жидкости, а также явлению пиннинга трехфазной линии контакта, когда 
угол смачивания меняется с изменением объема капли, при этом положение линии 
контакта фиксировано и площадь смоченного пятна остается постоянной [2−6]. 
В работе [7] представлены точные решения нестационарной сопряженной задачи 
термокапиллярной конвекции и теплопереноса в слое жидкости со свободными 
границами. Построенные решения позволяют изучить течение слоя теплопровод-
ной жидкости в условиях невесомости в случае, когда на свободных границах слоя 
учитывается касательное напряжение, индуцированное внешней средой. 

Стационарная задача о конвективном течении с недеформируемой термока-
пиллярной свободной границей в прямоугольной каверне в условиях земной  
гравитации и невесомости рассматривалась в работе [8], предполагалось, что  
источником тангенциальной силы на свободной поверхности является газовый 
поток. Точное решение близкой математической задачи о конвекции в области со 
свободной границей в условиях спутного потока газа получено в работах [9, 10]. 
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Приведено обобщенное решение Бириха для жидкого слоя с недеформируемой 
свободной границей, с постоянным градиентом температуры на границах. 

В модели тонкой, интенсивно испаряющейся капли [11], растекающейся по 
равномерно нагретой поверхности, учтены термокапиллярный эффект, расклини-
вающее давление, гравитация для случаев полного и частичного смачивания.  
В работе [12] исследовано влияние гравитации на форму капли, радиус смоченного 
каплей пятна, а также представлены расчеты конвективного движения жидкости  
в неизотермической капле. 

Анализ динамики вихревых структур в испаряющейся капле капиллярного 
размера вследствие действия сил Марангони на поверхности капли проведен  
в исследованиях [13]. Нестационарный процесс испарения капель чистых жидко-
стей (в том числе воды, этанола) в сухой газ в потоке экспериментально и числен-
но рассмотрен в [14]. Капля также является объектом для изучения смачивания и 
явлений вблизи линии контакта [15, 16]. В работе [17] проведен анализ эволюции 
многовихревой структуры течения в капле полимера. 

Сегодня активно разрабатываются [3, 18] математические модели, вклю-
чающие сопряженный теплообмен в капле, подложке и окружающей газопаровой 
смеси, учитывающие фазовые превращения. Из гидродинамических соображений 
система испаряющейся капли, подложки и окружающей газопаровой смеси абсо-
лютно неустойчива, а протекающие в ней процессы строго нестационарны. По 
мере нагрева в капле развивается естественная конвекция, с прогревом поверхно-
сти интенсифицируется испарение, далее возможно возникновение пиннинга [5] и 
полное высыхание капли. 

Настоящая работа посвящена численному анализу режимов свободно-конвек-
тивного теплопереноса в лежащей на подогреваемой подложке капле жидкости 
(вода, этиловый спирт). Цель работы ⎯ рассмотреть процесс установления в лежа-
щей капле теплового баланса при постоянной температуре подложки в раз-
личных режимах теплоотдачи от поверхности, оценить влияние термокапилляр-
ных и термогравитационных сил на характер и интенсивность конвективного  
течения, провести сравнительный анализ процесса тепловой гравитационно-капил-
лярной конвекции в различных тепловых режимах. 

Постановка задачи 

Для численного эксперимента постановка задачи и расчётная область опре-
делялись условиями реального эксперимента [19]. Рассмотрим каплю жидкости 
постоянного объема, лежащую на горизонтальной поверхности в поле силы тяже-
сти, направленной перпендикулярно подложке. Явление гистерезиса краевого угла 
и другие возможные явления вблизи движущейся линии контакта не рассматрива-
ются. Предполагается, что краевой угол контакта постоянен и равен 90о. Предпо-
ложение о сферичности капли допустимо при рассмотрении капель малого разме-
ра, так как известно, что чем меньше размер капель, тем ближе их форма к сфери-
ческой, а также при исследованиях в условиях пониженной гравитации [19]. Кро-
ме того, когда капля жидкости помещается на подогреваемую подложку и темпе-
ратура подложки больше температуры капли и температуры окружающей среды, 
силы поверхностного натяжения препятствуют растеканию капли, стягивают ее, 
уменьшая смоченную область. На подложке температура считается заданной и 
постоянной, на поверхности капли рассматривается условие теплообмена с окру-
жающей средой. В данной задаче полагаем допустимым пренебрегать влиянием 
испарения на форму капли вследствие малой интенсивности испарения (незначи-
тельный перепад температур, рассмотрение этапа первоначального прогрева капли). 
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Возможность применения модели Обербека−Буссинеска проверяется крите-
рием микроконвекции 3g R νχ>  [20], где g ⎯ ускорение свободного падения,  
R ⎯ характерный размер, ν ⎯ кинематическая вязкость, χ ⎯ температуропровод-
ность. Из работы [20] известно, что приближение Обербека−Буссинеска неприме-
нимо в случае 3g R νχ<  (то есть в микромасштабах) для жидкостей с большим 
произведением коэффициентов вязкости и температуропроводности, для быстро 
изменяющихся температурных полей и при малых g оно неприменимо для описа-
ния конвекции. В качестве характерного размера R принят радиус смоченного  
каплей пятна. 

Геометрия и схема расчетной области представлены на рис. 1. Выбор сетки  
в полярных координатах аналогичен [21]. В случае учета конвективного переноса 
тепла, в приближении Обербека−Буссинеска в переменных вихря скорости ω, 
функции тока ψ и температуры Т, в сферической системе координат ( sin ,r ρ α=  

cos ,z ρ α=  где 2 2 ,r zρ = +  )tg r zα =  движение жидкости описывается систе-
мой безразмерных уравнений, аналогичной [1]: 
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 В качестве характерных величин выбраны: 

масштаб длины R ⎯ радиус смоченного каплей пятна, характерная скорость V* = 
= χ/R, характерное время процесса t* = R/V*, ∆T ⎯ характерный перепад темпера-
туры. Также в (1) входят безразмерные критерии: число Рэлея Ra = gβT ∆TR3/(νχ), 
число Прандтля Pr = ν/χ, где g ⎯ величина ускорения свободного падения,  
βT ⎯ коэффициент теплового объемного расширения жидкости, χ ⎯ температу-
ропроводность, ν ⎯ коэффициент кинематической вязкости. 

Граничные условия следующие. На поверхности капли при ρ = R выполняется: 

2
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где Ma T

l

TRσ
χνρ
∆

= −  ⎯ число Марангони, Bi Rα
κ

=  ⎯ число Био, α  ⎯ коэффици-

ент теплоотдачи, κ ⎯ коэффициент теплопроводности жидкости, lρ  ⎯ плотность 
жидкости, 0Tσ <  температурный коэффициент поверхностного натяжения. 
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На подложке при 2α π=  для функции тока выполняются условия, следую-
щие из условия прилипания и непротекания, а также задана постоянная темпера-
тура :wT  

0, 0, .wT Tψ ψ α= ∂ ∂ = =                                             (3) 

Условия на оси симметрии капли соответствуют: 

0, 0, ,wT Tω ψ= = =  при ρ = 0,                                      (4) 

0, 0, 0,Tω ψ α= = ∂ ∂ =  при α = 0.                                  (5) 

Численный метод решения 

Задача решалась численно до установления равновесного состояния. Числен-
ное решение задачи (1) с граничными условиями (2)−(5) проводилось с использо-
ванием продольно-поперечной конечно-разностной схемы, известной как метод 
переменных направлений [20, 22], имеющей второй порядок аппроксимации.  
Конвективные члены брались с предыдущего итерационного слоя и аппроксими-
ровались против потока. Поэтому использованная схема имеет первый порядок 
аппроксимации. Уравнения для вихря скорости и температуры из (1) решались по 
следующей схеме общего вида: 
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где U = (ω, T)T и ( ) ,k kU U t=  разностные операторы 1Λ  и 2Λ  аппроксимируют 
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 со вторым поряд-

ком (см. ниже). В выражениях (6) PrUκ =  при U = ω ; 1Uκ =  при U = T. 

В kF  включаются слагаемые, насчитываемые на предыдущем слое. Опреде-
лим kF  при U = T: 

,k k
rF T= −Λ  

разностный оператор ,rΛ  аппроксимирующий конвективные слагаемые против 
потока с первым порядком аппроксимации, определим позже. 

Теперь представим kF  при U = ω : 
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Меридианальному сечению капли в цилиндрических координатах (r, z)  
соответствует радиально-лучевая сетка в области ( ){ }: 0 1,0 .r z H rΩ = ≤ ≤ ≤ ≤   

При переходе к полярным координатам (α, ρ) получим прямоугольную об-
ласть { }: 0 2,0 1α π ρ′Ω = ≤ ≤ ≤ ≤  и равномерную прямоугольную сетку ( , )i j J∈  
(см. рис. 1): 

αi = (i − 1)hα,, ρj = (j − 1)hρ, i = 1,… N + 1;  j = 1,…, M + 1, hα = π/(2N), hρ = R/M. 
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В узлах ( , ) 'i jα ρ ∈Ω  для значений искомых функций будем использовать 

обозначения fi, j = f(αi, ρj). Имеет место следующее представление оператора Лап-
ласа его разностным аналогом h∆  [22]: 
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Входящие в (1) первые и вторые производные внутри расчетной области ап-
проксимировались традиционными конечно-разностными аналогами со вторым 
порядком аппроксимации: 
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Для аппроксимации конвективных слагаемых вида f fuuρ
α

ρ ρ α
∂ ∂

+
∂ ∂

 использо-

валась идея аппроксимации против потока (они брались с предыдущего слоя и 
включались в правую часть). Разностный оператор ,rΛ  аппроксимирующий кон-
вективные слагаемые, определялся следующим образом [20, 23]: 
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Рис. 1. Геометрия и схема расчетной области: а ⎯ капля, лежащая на подложке; b, c ⎯ 
переход от меридианального сечения капли в цилиндрических координатах (b) к расчет- 
                                        ной области в сферических координатах (с).
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Для решения второго уравнения в (1) ⎯ уравнения Пуассона для функции 
тока ⎯ на каждом внешнем итерационном шаге k + 1 применялась внутренняя  
итерационная схема: 

( )1 1
, , ,
s s s
i j i j i jLKψ ψ ω ψ− −= + − , 

1, 1, 1, 1, , 1 , 1
2 2 2 2ctg sin ,

2
i j i j i j i j i j i j

i ij i j
j j

L
h h hα α ρ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
α ω α ρ

ρ ρ
+ − + − + −− + +

= − + + −          (10) 

2 2 2

1 ,
1 12

j

K

h hρ α ρ

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

здесь s ⎯ номер внутренней итерации, ω  ⎯ параметр релаксации, полагавшийся 
равным 1,8. 

Для аппроксимации производных на границе со вторым порядком использо-
вались центральные разности, условие теплоотдачи T ρ∂ ∂  аппроксимировалось 

правой разностью, то есть ( ), 1 , , 1.i N i N i NT T h Bi Tρ+ +− = −  Разностный аналог усло-

вия на верхней границе (2) имеет вид: 
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, 1 , , 1Bi .i M i M i MT T h Tρ+ += − ⋅  

На нижней стенке разностный аналог (3) для температуры: 

1, .N j wT T+ =                                                    (12) 

На твердой границе считается выполненным уравнение для функции тока, 
поэтому с учетом того, что функция тока на подложке 1, 0N jψ + =  и 

( ) 1, 0,N jψ α +∂ ∂ =  выполняется следующее условие для вихря скорости на под-

ложке, аналогичное разностным условиям Тома [23], и полученное с использова-
нием разложения Тейлора и уравнения Пуассона для функции тока при 2 :α π=  

( ), 1,
1, 3 2

8
.

2
N j N j

N j
j hα

ψ ψ
ω

ρ
−

+

−
=                                         (13) 

 
Условиям при ρ = 0 и 2α π=  (4−5) соответствуют разностные аналоги: 

,1 ,1 ,10, 0,i i i wT Tω ψ= = =  при ρ  = 0 и
 

1, 1,0, 0,N j N jω ψ+ += =
  1,N j wT T+ =  при α  = π /2 .                     (14) 

Численное исследование стационарной задачи проводилось методом установ-
ления, τ из (6) является итерационным параметром. Соотношения (6) для темпера-
туры, вихря скорости и функции тока представляют собой неявные локально-одно-
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мерные разностные схемы. Полученные системы разностных уравнений приводят 
к системам линейных алгебраических уравнений с трехдиагональными матрицами. 
Для решения этих систем используем метод прогонки [22]. 

Переход на новый итерационный слой tk+1 = τ(k + 1)(k = 0, 1, 2, …) начинается  
с расчета температуры по схеме (6). Затем вычисляется вихрь скорости. На проме-
жуточном слое k + 1/2 осуществляется прогонка в направлении α, на основном 
k + 1-м слое ⎯ прогонка в направлении ρ. 

Выбирались следующие начальные значения: для температуры T0 = 0, для 
вихря скорости ω0 = 0 и функции тока ψ0 = 0. На каждом k + 1-м итерационном 
слое проводился внутренний итерационный процесс для вычисления функции тока 
по схеме (10). 

Условиями выхода из итерационного процесса являются, во-первых, дости-
жение баланса тепловых потоков 1 2,I I  (менее 1 %), во-вторых, уменьшение инте-
гральной нормы изменения решения между соседними итерациями до величины, 
меньшей .fε  

Интегральная норма изменения решения между соседними итерациями опре-
деляется как 

( )21 1
, ,

,
,k k k k

i j i j f
i j

f f h h f fρ α ε− −− = − <∑                       (15) 

где fε  заданная точность расчета сеточной функции .kf  

Кроме того, стационарное решение считается достигнутым, если сделано не 
менее чем K внешних итераций и выполнено условие [20]: 

, ,
,

max .K k K
i j i j fi j

f f ε+ − <                                             (16) 

То есть на протяжении любых k итераций, начиная с некоторого K, решение меня-
ется не больше чем на малую величину .fε  Решение устанавливается и от итера-

ции к итерации не меняется. 
Тепловой поток через основание капли вычисляется через разностный аналог 

интеграла: 

1
0

2 .
R TI dπ ρ

α
∂

=
∂∫                                                 (17) 

Тепловой поток через поверхность вычисляется через разностный аналог ин-
теграла: 

2
2

2
0

2 sin .TI R d
π

π α α
ρ
∂

=
∂∫                                        (18) 

Результаты и обсуждение 

Проведены серии расчетов в режиме тепловой капиллярно-гравитационной 
конвекции для капли радиуса R = 0,5 мм при различных параметрах теплоотдачи 
от поверхности (Bi = 0,01−4 для воды и Bi = 0,01−10 для этилового спирта), а так-
же при различных характерных ∆T, определяющих соответствующие значения 
критериев Марангони и Рэлея. 

В численных экспериментах при решении поставленной задачи используются 
постоянные физические свойства веществ, приведенные в табл. 1, составленной  
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по [24, 25]. Диапазон варьирования критериев подобия в численных эксперимен-
тах представлен в табл. 2. 

Коэффициент теплоотдачи от поверхности капли α  варьировался при Pr = 
= 16,1 от 3,34 до 3340 Вт/м2⋅K (число Био от 0,01 до 10), при Pr = 6,97 от 12,1  
до 4824 Вт/ м2⋅K (число Био от 0,01 до 4). 

Интенсивность конвекции характеризуется, аналогично [1], абсолютной вели-
чиной функции тока. На рис. 2 представлены поля скорости и поля температуры  
(в режиме конвекции и теплопроводности) для капель воды и спирта при земной 
гравитации 0 ,g g=  ∆T = 2,5 °C, R = 0,5 мм. Значения критериев подобия: 
Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7, Bi = 0,1 ⎯ для воды и Ma = 421,74, Ra = 10,26, 

Таблица  1  
Свойства веществ при температуре 20 °C 

 ν, м2/с κ, Вт/м⋅K χ, м2/с βT, 1/K σ, Н/м σT, Н/м⋅K ρl, кг/м
3 

спирт 2,3 10−6 0,167 1,43 10−7 1,1 10−3 22,5 10−3 0,875 10−4 789,3 

вода 1,0 10−6 0,603 1,44 10−7 1,94 10−4 72,8 10−3 0,191 10−3 998,1 

 
 
Рис. 2. Поле скорости (а, d), поле температуры в режиме конвекции (b, e), поле температу- 
                                                ры в режиме теплопроводности (с, f). 

Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7, Bi = 0,1 (а−c); Ma = 421,74, Ra = 10,26, Pr = 16,1, Bi = 0,1 (d−f). 

Таблица  2  
Диапазон изменения параметров 

Pr  6,97  16,1  

Ma  3,325−6650  0,843−1687  

Ra 16,45−164,5 4,10−41,0, 10,26⋅103, 10,26⋅104 

Bi 0,01−4,0 0,01−10,0 
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Pr = 16,1, Bi = 0,1 ⎯ для спирта. В этих режимах в профиле капли развивается 
одновихревая конвективная структура (рис. 2, а, d), инициированная термокапил-
лярными силами. Видно, что наличие конвективного течения искажает поле тем-
пературы в сравнении с режимом теплопроводности. Изменение температуры и 
градиента температуры вдоль поверхности капли представлено на рис. 3. Самый 
большой поверхностный градиент температуры наблюдается вблизи подложки, и 
он убывает с удалением от нее. 

Далее для фиксированных Pr = 6,7; 16,1 варьировались числа Рэлея, Маран-
гони и Био. На рис. 4 представлены поля скорости в профиле капли воды при 

0 ,g g=  ∆T = 2,5 °C, R = 0,5 мм (Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7), расположенные 
по возрастанию числа Био (Bi = 0,01; 0,5; 1,5). Поле скорости для Ma = 1662,81,  
Ra = 4,11, Pr = 6,7, Bi = 0,1 представлено на рис. 2, а. С ростом числа Био возраста-
ет поверхностный градиент температуры вблизи подложки (рис. 3), это вызывает 
смещение конвективного вихря в “угловую” область профиля капли (рис. 4) и  
последующее снижение интенсивности конвективного течения (рис. 5). 

Установлено, что интенсивность конвекции зависит от интенсивности тепло-
отдачи. Результаты численных расчетов обобщены на рис. 5. Видно, что данная 
зависимость имеет максимум для Ma = 1687,0, Ra = 41,05, Pr = 16,1 и Ma = 1662,81, 
Ra = 4,11, Pr = 6,7 при Bi = 1,3. 

 
 

Рис. 3. Эволюция температуры поверхности капли (а) и поверхностного градиента темпе- 
                                                      ратуры (b) с ростом числа Био. 
Штрих-линии ⎯ режимы теплопроводности: Bi = 0,1(1), Bi = 0,3 (4), Bi = 0,5 (6). Сплошные линии ⎯ 
конвективные режимы: Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7, Bi = 0,1 (2); Ma = 421,74, Ra = 10,26, Pr = 16,1, 
Bi = 0,1 (3); Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7, Bi = 0,3 (5); Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7, Bi = 0,5 (7). 

 
 

Рис. 4. Поле скорости с ростом числа Био; Ma = 1662,81, Ra = 4,11, Pr = 6,7. Bi = 0,5 (а),  
1,5 (b), 3,0 (c). 
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Вклад термогравитационных сил и, 
соответственно, развитие возвратного 
термогравитационного вихря наблюдает-
ся для Ma = 421,74, Pr = 16,1 (∆T = 2,5 °C, 
R = 0,5 мм, спирт) только при достаточно 
больших числах Рэлея Ra = 10,26⋅104 
(рис. 6) или же при фиксированных чис-
лах Ra = 41,0, Pr = 16,1 (∆T = 10 °C, 

R = 0,5 мм, спирт), но при малом Ma = 0,843 (рис. 7). Механизм смещения термо-
капиллярного вихря в угловую область на рис. 6, 7 такой же, как и на рис. 4, а имен-
но: рост поверхностного градиента температуры вблизи подложки с ростом числа 
Био, смещение центра термокапиллярного вихря в угловую область и последую-
щее снижение интенсивности термокапиллярной конвекции (рис. 8, а) вследствие 
сокращения области данной конвекции. При этом наблюдается постепенное расши-
рение области, охваченной термогравитационным вихрем. 

На рис. 8 представлена зависимость интенсивности конвекции от интенсив-
ности теплоотдачи с поверхности капли. Наличие перегиба изображенных кривых 
на рис. 8, а, b объясняется сменой доминирующего конвективного механизма, вытес-

Рис. 5. Интенсивность конвекции при росте 
        теплоотдачи от поверхности капли. 
1 ⎯ Ma = 1687,0, Ra = 41,05, Pr = 16,1 (g = g0, ∆T = 
= 10 °C, R = 0,5 мм); 2 ⎯ Ma = 1662,8, Ra = 4,11,  
          Pr = 6,7 (g = g0, ∆T = 2,5 °C, R = 0,5 мм). 

 
 
Рис. 6. Поле скорости (а−c) и поле температуры (d−f) при Ma = 421,74, Ra = 10,26⋅104,  
                                  Pr = 16,1; Bi = 0,01 (а, d); Bi = 0,3 (b, e); Bi = 2 (c, f).
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нением термокапиллярного вихря термогравитационным. То есть при Bi < 1,3 
(рис. 8, а) и Bi < 2 (рис. 8, b) максимум ψ  находится в центре термокапил-

лярного вихря, а при Bi≥ 1,3 и Bi ≥ 2 (рис. 8, а и b, соответственно) ⎯ в центре 
термогравитационного. 

Заключение 

Проведено исследование процесса тепловой капиллярно-гравитационной 
конвекции в профиле лежащей капли. Выполнен сравнительный анализ структуры 
конвективного течения с ростом теплоотдачи от поверхности. 

Обнаружен максимум зависимости интенсивности течения от интенсив-

 
 
Рис. 8. Интенсивность конвекции при росте теплоотдачи от поверхности капли. 

a ⎯ Ma = 421,74, Ra = 10,26⋅104, Pr = 16,1; b ⎯ Ma = 0,843, Ra= 41,0, Pr = 16,1. 

 
 
Рис. 7. Поле скорости (а−c) и поле температуры (d−f) при Ra = 41,053, Ma = 0,843,  
                                      Pr = 16,1; Bi = 0,1 (а, d), Bi = 1 (b, e), Bi = 6 (c, f).
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ности теплоотдачи с поверхности капли. Доминирующим в структуре течения 
может быть как термокапиллярный, так и термогравитационный вихри. Двухвих-
ревая структура в неподвижном полусферическом профиле возможна при сравни-
мых значениях поверхностных термокапиллярных и объемных термогравитацион-
ных сил. 
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