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Введение.Методы решения задач о взаимодействии трубопроводов и шлангов с внут-
ренним и внешним потоками жидкости или воздуха рассмотрены в работе [1]. Колебания
упругих оболочек, содержащих жидкость и газ, исследованы в [2]. В [3] изучены нели-
нейные колебания консольного трубопровода, транспортирующего жидкость, механизм
возникновения хаотических режимов. Параметрические колебания участка трубопрово-
да изучены в [4]. Теоретическое и экспериментальное исследование вынужденных и па-
раметрических изгибных колебаний трубы с внутренним потоком жидкости выполнено в

работах [5, 6]. Внешнее и внутреннее воздействия на изгибные колебания трубы, транс-
портирующей жидкость со сверхкритической скоростью, изучены в [7]. В [8] представлен
обзор литературы, посвященной исследованию динамических явлений в трубопроводных
системах.

Постановка задачи. Рассматриваются изгибные колебания трубопровода под дей-
ствием внутреннего переменного давления и вертикального движения опор. Трубопровод
заполнен идеальной несжимаемой жидкостью и шарнирно закреплен на двух опорах. Одна
из опор (x = 0) неподвижна относительно основания, а другая (x = L) может скользить по
нему. При этом скользящая опора прикреплена к основанию с помощью линейно-упругих
элементов.

В статическом состоянии труба изогнута под действием собственного веса и находит-
ся под влиянием внутреннего постоянного давления p0 (внешнее давление принимается
равным нулю). В момент времени t = 0 суммарное давление p в жидкости становится пе-
ременным и опоры начинают совершать вертикальные поступательные перемещения s(t).
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Уравнение изгибных колебаний трубы относительно прогиба W (x, t), учитывающее
внутреннее давление и изменение кривизны осевой линии, окружной и продольной дефор-
маций, имеет вид [9](
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Здесь g — гравитационное ускорение; E, ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона

материала трубы; C — коэффициент упругости элементов крепления опоры к основанию;
L — длина трубы; R — ее внутренний радиус; h — толщина стенки; m — суммарная

масса однородной трубы и жидкости.
Суммарное внутреннее давление в трубе, вертикальные перемещения опор и функция

прогиба задаются формулами

p = p0 + pa sin Ω1t, s = s0 sin Ω2t, W = [W0 + w(t)] sin βx, β = π/L, (2)

где pa, s0 — амплитуды колебаний динамической части давления и перемещения основа-
ния; Ω1, Ω2 — круговые частоты.

Подставляя формулы (2) в уравнение (1) и интегрируя его по x в пределах от 0 до L
с использованием метода Бубнова — Галеркина, получаем
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Нелинейная задача Коши (3) с начальными условиями w = 0, ẇ = 0 (t = 0) решает-
ся численно методом Рунге — Кутты. Затем к этому решению применяется дискретное
преобразование Фурье.

Вынужденные колебания. В случае постоянного внутреннего давления (pa = 0)
вынужденные колебания трубопровода происходят вследствие вертикального колебатель-
ного движения опор. Тогда приближенное решение (3) при установившихся вынужденных
колебаниях трубы описывается функцией w = a sin Ω2t + b cos Ω2t. При W0 = 0 с помощью
метода гармонического баланса получаем
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При частоте линейного резонанса Ω2 = ω амплитуда A нелинейных вынужденных колеба-
ний вычисляется по формуле
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. (4)

Параметрические колебания. В случае переменного внутреннего давления и непо-
движных опор (s0 = 0) приближенное решение уравнения (3) в окрестности главного па-
раметрического резонанса Ω1 ≈ 2ω записывается в виде w = a2 sin (Ω1t/2) + b2 cos (Ω1t/2).
С использованием метода гармонического баланса при W0 = 0 находим(

ω2 − Ω2
1

4
+

3γA2

4

)
a2 − µω2b2 = 0, −µω2a2 +

(
ω2 − Ω2

1

4
+

3γA2

4

)
b2 = 0, A2 = a2

2 + b2
2,



68 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2020. Т. 61, N-◦ 6

откуда следует
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Взаимодействие вынужденных и параметрических колебаний. Анализ прово-
дится при Ω1 = 2ω, Ω2 = ω, когда реализуется наиболее сильное взаимодействие вынуж-
денных и параметрических колебаний. Принимая приближенное решение (3) в прежнем
виде, но с постоянными a3, b3 и применяя метод гармонического баланса, имеем

−4µω2a3 + 3γA2b3 = (16/π)s0ω
2, 3γA2a3 − 4µω2b3 = 0, A2 = a2

3 + b2
3. (6)

Решение системы алгебраических уравнений (6) получено численно.
Расчеты проведены для стальной трубы с параметрами L = 1,2 м, R = 0,01 м, h =

0,0005 м, E = 2 · 105 МПа, ρ = 7800 кг/м3, ν = 0,3, ρ0 = 800 кг/м3, g = 9,81 м/c2,
p0 = 6,0 МПа, pa = 0,3; 0,6 МПа, C = 64,0 МПа; s0 = 0,0003; 0,0007 м. При данных
значениях параметров частота f находится по формулам (3), (4) и приблизительно равна
f ≈ 18 Гц, критическое внутреннее давление равно p∗ = 9,99 МПа.

Численное моделирование. Сравнение результатов. На рис. 1 представлены
зависимости амплитуд динамической составляющей прогиба от собственной частоты ко-
лебаний трубы. Видно, что относительные амплитуды A/R увеличиваются с ростом ча-
стоты собственных колебаний f . Кроме того, приближенное аналитическое и численное
решения качественно согласуются. Увеличение амплитуды динамической составляющей
давления приводит к увеличению амплитуды параметрических колебаний. Поэтому их
рост при взаимодействии вынужденных и параметрических колебаний происходит за счет

усиления последних. С увеличением амплитуды перемещения опор увеличиваются ампли-
туды вынужденных колебаний. Увеличение амплитуды при взаимодействии колебаний

является следствием увеличения амлитуды перемещения опор. При одновременном уве-
личении амплитуд колебаний динамической составляющей давления и перемещения опор

взаимодействие вынужденных и параметрических колебаний также становится более су-
щественным.
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Рис. 1. Зависимость относительной амплитуды A/R от частоты f при различ-
ных значениях амплитуд перемещения опор и колебаний внутреннего давления:
а — s0 = 0,0003 м, pa = 0,3 МПа, б — s0 = 0,0003 м, pa = 0,6 МПа, в — s0 =
0,0007 м, pa = 0,6 МПа; сплошные линии — результаты численного интегрирования,
пунктирные,штриховые,штрихпунктирные— результаты расчетов по приближенным

аналитическим формулам (4), (5), (6) соответственно
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Рис. 2. Зависимость модулей F ∗ комплексных амплитуд от частоты f при

s0 = 0,0007 м, pa = 0,6 МПа

Спектр частот при взаимодействии вынужденных и параметрических колебаний тру-
бы показан на рис. 2. С помощью преобразования Фурье можно выделить колебания не

только с основной частотой перемещения опор (f = 18 Гц), но и с дробными частотами,
что является особенностью установившихся колебаний в нелинейных системах. В слу-
чае взаимодействия вынужденных и параметрических колебаний происходит существен-
ное увеличение амплитуд колебаний с частотами f = 16; 20 Гц.
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