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В данной работе мы имеем дело с выпуклой квадратичной задачей с ограничениями в виде нера-
венств. Мы используем метод логарифмических барьеров, основанный на некоторых новых прибли-
женных функциях. Эти функции имеют то преимущество, что они позволяют легко вычислять шаг
смещения, не занимая много времени, в отличие от метода линейного поиска, который требует много
времени и средств для определения шага смещения. Мы разработали реализацию с помощью MATLAB и
провели численные тесты на некоторых примерах большого размера. Полученные численные результаты
показывают точность и эффективность нашего подхода.
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In this work, we deal with a convex quadratic problem with inequality constraints. We use a logarithmic
barrier method based on some new approximate functions. These functions have the advantage that they
allow computing the displacement step easily and without consuming much time contrary to a line search
method, which is time-consuming and expensive to identify the displacement step. We have developed an
implementation with MATLAB and conducted numerical tests on some examples of considerable size. The
obtained numerical results show the accuracy and efficiency of our approach.
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1. Введение

Задачи выпуклого квадратичного программирования с линейными ограничениями,
ввиду его важной роли, возникают в нескольких областях применений, таких как эконо-
мическое, социальное, общественное планирование и производство. Для решения этого
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класса задач было предложено несколько подходов и множество алгоритмов. Свойства
задач квадратичного программирования имеют много общего с комбинаторными свой-
ствами задач линейного программирования. Эти свойства позволяют разрабатывать ал-
горитмы, расширяющие симплекс-метод для решения квадратичных задач. Как и ме-
тод Вульфа [20], этот метод основан на принципе преобразования задачи в линейную,
что позволяет применять симплекс-метод. Однако в этом методе мы должны добавить
большое число искусственных переменных и ограничений. Доззи [11] также использовал
симплекс-метод для примера в двух переменных. Гертнер и Шенхерр [13] представили
метод, обеспечивающий точное решение; этот метод обобщает симплекс-метод и должен
применяться к плотной задаче с небольшим числом переменных и ограничений. В 2009 г.
Шихауи с соавторами [8] представили алгоритм для решения квадратичной функции в
каноническом виде. Белаббачи с соавторами [2] предложили алгоритм, обеспечивающий
точное решение без добавления переменных. В 2017 г. Белаббачи и Дейджббар [3] пред-
ставили метод разделения и исключения на основе концентрических сфер и эллипсоидов.

Задачи выпуклого квадратичного программирования также изучались с точки зре-
ния методов внутренней точки после того, как Кармаркар [23] представил эффективный
полиномиальный алгоритм для линейного программирования. Ваидя [19] и Тсе [24] пред-
ставили алгоритм внутренней точки, основанный на проективном преобразовании Кар-
маркара для выпуклого квадратичного программирования. В последнее время прямо-
двойственные методы слежения за траекторией являются наиболее распространенными
среди методов внутренней точки. В частности, прямо-двойственные методы внутренней
точки через керн-функции являются одними из наиболее изученных (см., например, ра-
боту Баи с соавторами [1] в области линейной оптимизации, где они представили боль-
шой класс керн-функций). В 2020 г. Буджеллаль с соавторами [6] также предложили
прямо-двойственный алгоритм внутренней точки на основе керн-функций. Они показа-
ли эффективность полученного алгоритма, выполнив несколько численных тестов.

Методы логарифмических барьеров внутренней точки через приближенные функции
(мажорантная и минорантная функции) представляют собой класс методов внутренней
точки, которые были введены Крузе и Мерихи [9] для решения полуопределенной за-
дачи программирования. Они предложили несколько новых мажорантных функций и
провели численные тесты, показывающие эффективность полученного алгоритма. На
основании результатов [9] Мерихи и Бентерки [5] предложили подход с точки зрения
логарифмического барьера с использованием некоторых новых мажорантных функций
для линейного программирования. Учитывая результаты предыдущих работ, Чериф и
Мерихи [7] предложили метод штрафа на основе новой мажорантной функции для нели-
нейного программирования. Кроме того, Леуми с соавторами (см. [15, 16]) представили
некоторые новые минорантные функции для полуопределенного и линейного програм-
мирования.

Основываясь на предыдущих работах, наша цель — оптимизация выпуклой квад-
ратичной задачи при ограничениях в виде неравенства при использовании простого и
эффективного подхода с точки зрения логарифмического барьера на основе новых при-
ближенных функций (новых мажорантных и новых минорантных функций). Эти при-
ближенные функции позволяют легко и быстро вычислять шаг смещения, что улучшает
неудобный метод линейного поиска.

Остальная часть статьи состоит из пяти пунктов. В пункте 2 дана формулировка
выпуклой квадратичной задачи и соответствующей возмущенной задачи и представле-
ны результаты сходимости. В п. 3 представлено решение соответствующей возмущенной
задачи и основной результат статьи при введении новых приближенных функций. Крат-
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кое описание алгоритма и численных тестов дано в п. 4. В п. 5 сформулированы выводы
статьи.

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующую выпуклую квадратичную задачу:{
min q(x) =

1

2
xtQx+ ctx,

x ∈ D,
(PQ)

где Q — Rn×n симметричная полуопределенная матрица, c ∈ Rn и D = {x ∈ Rn : Ax ≥ b},
где b ∈ Rm и A есть Rm×n матрица.

Мы делаем следующие предположения:

1. Матрица A имеет полный ранг системы строк (rank(A) = m < n).

2. (PQ) удовлетворяет условию внутренней точки (УВТ), т. е. существует x0 ∈ Rn
такое, что

Ax0 > b.

3. Множество оптимальных решений задачи (PQ) — непустое и ограниченное.

2.1. Предварительная информация

Напомним, что скалярное произведение x, y ∈ Rn задается следующим образом:

〈x, y〉 = xty =
n∑
i=1

xiyi,

а евклидова норма y задается путем

‖y‖ =
√
〈y, y〉 =

√√√√ n∑
i=1

y2i

Пусть (PQr) — возмущенная задача без ограничений, связанная с (PQ). Эта задача
определяется следующим образом:{

min qr(x),
x ∈ Rn, (PQr)

где qr : Rn → (−∞,+∞] — барьерная функция, определяемая формулой:

qr(x) =

 q(x)− r
m∑
i=1

ln〈ei, Ax− b〉, если Ax− b > 0,

+∞ в противном случае.

Причем (e1, e2, . . . , em) — канонический базис в Rm и r — строго положительный пара-
метр барьера.

Поскольку (PQ) выпукло и, согласно предположению (3), множество его решений
является непустым и ограниченным. Тогда в соответствии с [7] строго выпуклая задача
(PQr) допускает единственное оптимальное решение x∗r для каждого r > 0. Решение
задачи (PQ) возвращает нас к решению серии задач (PQr). Полученная последователь-
ность xr решения (PQr) должна сходиться к решению (PQ), когда r стремится к 0.

Ниже мы исследуем сходимость (PQr) к (PQ).
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2.2. Сходимость возмущенной задачи (PQr) к (PQ)

Пусть r > 0. Для всех x ∈ D определим

φ(x, r) = qr(x) =

 q(x)− r
m∑
i=1

ln〈ei, Ax− b〉, если Ax− b > 0,

+∞ в противном случае.

Лемма 1. Пусть r > 0. Если xr — оптимальное решение задачи (PQr), такое что
limr→0 xr = x∗, то x∗ — оптимальное решение задачи (PQ).

Доказательство. В соответствии с необходимыми и достаточными условиями и бла-
годаря дифференцируемости выпуклой функции φ в точке (xr, r), мы имеем

∇xφ(xr, r) = ∇qr(xr) = 0,

и для всех x после проверки Ax− b > 0 мы имеем

q(x) = φ(x, 0) ≥ φ(xr, r) + 〈x− xr,∇xφ(xr, r)〉+ (0− r)φ′r(xr, r).

Тогда

q(x) ≥ q(xr)− r
m∑
i=1

ln〈ei, Ax− b〉+ r
m∑
i=1

ln〈ei, Ax− b〉 = q(xr).

Поэтому

min
x∈D

q(x) ≥ q(xr) ∀r > 0.

С другой стороны, мы имеем

min
x∈D

q(x) ≤ q(xr) ∀r > 0.

Следовательно,
min
x∈D

q(x) = lim
r→0

q(xr) = q(x∗),

и заявленный результат получен.

3. Решение возмущенной задачи

Поскольку задача (PQr) является строго выпуклой, то необходимые и достаточные
условия оптимальности обеспечивают тот факт, что xr является оптимальным решением
(PQr) тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет нелинейной системе

∇qr(xr) = 0.

Для решения приведенной выше системы мы предлагаем логарифмический метод внут-
ренней точки, основанный на подходе Ньютона. Этот подход основан на построении
серии внутренних точек, которые должны постепенно сходиться к оптимальному реше-
нию (PQ).
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Подход Ньютона заключается в нахождении на каждой итерации вектора xk+1 =
xk + dk, удовлетворяющего следующей линейной системе:

∇2qr(xr)dk = −∇qr(xr). (1)

В оставшейся части статьи мы рассматриваем x вместо xr. К сожалению, этот подход
не гарантирует, что каждая итерация xk+1, сгенерированная алгоритмом, допустима, т. е.
мы не можем гарантировать, что A(xk + dk) > b. Чтобы избежать этой трудности, мы
введем на каждой итерации шаг смещения αk, что может гарантировать допустимость
xk+1 = xk + αkdk.

Для вычисления шага смещения αk используются два подхода:

1. Методы линейного поиска: эти методы проверяют последовательность возможных
значений αk, останавливаясь для принятия одного из этих значений при выпол-
нении некоторых условий. Идеальный выбор шага смещения — это глобальный
минимизатор одномерной функции ϕ(·), определяемой путем

ϕ(α) = min
α>0

qr(x+ αd).

Наиболее распространенными методами линейного поиска являются методы Вуль-
фа, Гольдштейна–Армийо и Фибоначчи.

Однако, в общем, методы линейного поиска являются слишком дорогими для опре-
деления шага смещения.

2. Приближенная функция (мажорантная или минорантная): сложный метод, вве-
денный Крузе и Мерихи [9] для решения положительной полуопределенной задачи
программирования. Цель метода — аппроксимация функции θ(α), определяемой
следующим образом:

θ(α) =
1

r
(qr(x+ αd)− qr(x)).

В отличие от метода линейного поиска, приближенная функция должна быть про-
стой, и ее минимум должен вычисляться легко, что позволит без затруднений и за
короткое время вычислить шаг смещения.

В следующей лемме мы даем простой вид функции θ(α).

Лемма 2. Для всех α ∈ [0, α̃[, где α̃ = min i∈I−
{−1
yi

}
и I− = {i : yi < 0}, функцию θ

можно записать следующим образом:

θ(α) = α

(
m∑
i=1

yi − ‖y‖2
)
−

m∑
i=1

ln(1 + αyi) +
1

r

(
1

2
α2d tQd− αd tQd

)
,

где yi =
〈ei, Ad〉
〈ei, Ax− b〉

, i ∈ {1, . . . ,m}.
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Доказательство.

θ(α) =
1

r
(qr(x+ αd)− qr(x))

=
1

r

(
1

2
(x+ αd)tQ(x+ αd) + ct(x+ αd)− 1

2
xtQx− ctx

)
−

m∑
i=1

ln

(
1 + α

〈ei, Ad〉
〈ei, Ax− b〉

)

=
1

r

(
1

2
αd tQx+

1

2
αxtQd+

1

2
α2d tQd+ αctd

)
−

m∑
i=1

ln

(
1 + α

〈ei, Ad〉
〈ei, Ax− b〉

)
.

Поскольку Q симметрично, xtQd = d tQx. Тогда

θ(α) =
1

r

(
αd tQx+

1

2
α2d tQd+ αctd

)
−

m∑
i=1

ln

(
1 + α

〈ei, Ad〉
〈ei, Ax− b〉

)
.

Мы также имеем

∇qr(x) = Qx+ c− r
m∑
i=1

Atei
〈ei, Ax− b〉

и

∇2qr(x) = Q+ r
m∑
i=1

Atei(A
tei)

t

(〈ei, Ax− b〉)2
,

и из (1)
d t∇qr(x) = −d t∇2qr(x)d

мы получим

d tQx+ d tc− rd t
m∑
i=1

Atei
〈ei, Ax− b〉

= −d tQd− r
m∑
i=1

〈ei, Ad〉2

〈ei, Ax− b〉2
.

Тогда

d tQx+ d tc = −d tQd− r
m∑
i=1

〈ei, Ad〉2

〈ei, Ax− b〉2
+ rd t

m∑
i=1

Atei
〈ei, Ax− b〉

,

откуда

θ(α) =
1

r

(
1

2
α2d tQd+ α

(
− d tQd− r

m∑
i=1

〈ei, Ad〉2

〈ei, Ax− b〉2

)
+ rd t

m∑
i=1

Atei
〈ei, Ax− b〉

)
−

m∑
i=1

ln

(
1 + α

〈ei, Ad〉
〈ei, Ax− b〉

)

=
1

r

(
1

2
α2d tQd− αd tQd

)
+ α

(
m∑
i=1

yi − ‖y‖2
)
−

m∑
i=1

ln(1 + αyi),

что является заявленным результатом.
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3.1. Монотонность qr
Следующая лемма показывает, что функция qr убывает от итерации k к следующей

итерации k + 1, что обеспечивает минимизацию функции.

Лемма 3. Пусть xk и xk+1 — две последовательные итерации. Мы имеем

qr(xk+1) < qr(xk).

Доказательство. Пусть xk и xk+1 — два допустимых решения, полученных на итера-
циях k и k + 1 соответственно. Мы имеем

qr(xk+1) ' qr(xk) + 〈∇qr(xk), xk+1 − xk〉

и
xk+1 = xk + αkdk.

Тогда, поскольку qr выпукла, мы имеем

qr(xk+1)− qr(xk) ' 〈∇qr(xk), αkdk〉 ' −αk〈∇2qr(xk)dk, dk〉 < 0.

Следовательно,
qr(xk+1) < qr(xk),

что является заявленным результатом.

Ниже мы приводим некоторые полезные неравенства, которые будут использоваться
на протяжении всей статьи.

Пусть среднее z и стандартное отклонение σz статического ряда z1, z2, . . . , zm,m веще-
ственных переменных задаются следующим образом: z = 1

m

∑m
i=1 zi и σ

2
z = 1

m

∑m
i=1(zi −

z)2 = 1
m

∑m
i=1 z

2
i − z2 для zi > 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Волкович [21] ввел следующие неравенства:

z − σz
√
m− 1 ≤ min

i
zi ≤ z −

σz√
m− 1

,

z +
σz√
m− 1

≤ max
i
zi ≤ z + σz

√
m− 1.

Теорема 1 [9]. Пусть zi > 0 для i = 1, 2, . . . ,m мы имеем

(m− 1) ln

(
z +

σz√
m− 1

)
+ ln

(
z − σz

√
m− 1

)
≤

m∑
i=1

ln(zi) ≤ ln
(
z + σz

√
m− 1

)
+

(m− 1) ln

(
z − σz√

m− 1

)
,

где zi = 1 + αyi, z = 1 + αy и σz = ασy.

Теперь представим ключевой результат статьи.

3.2. Новые приближенные функции для θ(α)

Пусть θ(α) = α
(∑m

i=1 yi − ‖y‖2
)
−
∑m

i=1 ln(1 +αyi) + 1
r

(
1
2α

2d tQd−αd tQd
)
определена

на α̃ = mini∈I−
{−1
yi

}
, так что I− = {i : yi < 0}. Следующая лемма вводит две новые

приближенные функции для θ.



200 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2022. Т. 25, N◦-- 2

Лемма 4. Для всех α ∈ [0, α[∩[0, α̃[, где α = sup{α, 1 + αβ > 0}, мы имеем

θMin(α) ≤ θ(α),

и для всех α ∈ [0, α̂[∩[0, α̃[, где α̂ = sup{α, 1 + αλ > 0}, мы имеем

θ(α) ≤ θMaj(α),

где
θMin(α) = δα− (m− 1) ln(1 + βα)− ln(1 + γα)− 1

r
αd tQd

и
θMaj(α) = αµ− (m− 1) ln(1 + αλ)− ln(1 + αρ) +

1

2r
α̂2d tQd

при 
δ = my − ‖y‖2,

β = y − σy√
m− 1

,

γ = my + σy
√
m− 1

и 
µ = my − ‖y‖2,

ρ = y +
σy√
m− 1

,

λ = y − σy
√
m− 1.

Доказательство.

1. Начнем с доказательства θ(α) ≥ θMin(α).

Из теоремы 1 мы имеем

m∑
i=1

ln zi ≤ ln(z + σz
√
m− 1) + (m− 1) ln

(
z − σz√

m− 1

)
.

Тогда
m∑
i=1

ln(1 + αyi) ≤ ln(z + σz
√
m− 1) + (m− 1) ln

(
z − σz√

m− 1

)
и

−
m∑
i=1

ln(1 + αyi) ≥ − ln(z + σz
√
m− 1)− (m− 1) ln

(
z − σz√

m− 1

)
.

Следовательно,

−
m∑
i=1

ln(1 + αyi) + α

(
m∑
i=1

yi − ‖y‖2
)
≥ −(m− 1) ln

(
z − σz√

m− 1

)
+ α

m∑
i=1

yi −

ln(z + σz
√
m− 1)− α‖y‖2. (2)

Мы также имеем
1

2
α2d tQd ≥ 0 ∀α ∈ [0, α[∩[0, α̃[ (3)

и
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−αd tQd ≥ −αd tQd ∀α ∈ [0, α[ ∩ [0, α̃[ . (4)

Суммируя (2), (3) и (4), получим

−
m∑
i=1

ln(1 + αyi) + α

(
m∑
i=1

yi − ‖y‖2
)

+
1

r

(
1

2
α2d tQd− αd tQd

)

≥ − ln
(
z̄ + σz

√
m− 1

)
− (m− 1) ln

(
z̄ − σz√

m−1

)
+α

(
m∑
i=1

yi−‖y‖2
)
− 1

r
ᾱd tQd

= δα− (m− 1) ln(1 + βα)− ln(1 + γα)− 1

r
ᾱd tQd = θMin(α).

Поэтому
θ(α) ≥ θMin(α).

2. Теперь докажем, что θ(α) ≤ θMaj(α).
Из теоремы 1 имеем

m∑
i=1

ln zi ≥ (m− 1) ln

(
z +

σz√
m− 1

)
+ ln(z − σz

√
m− 1).

Тогда
m∑
i=1

ln(1 + αyi) ≥ (m− 1) ln

(
z +

σz√
m− 1

)
+ ln(z − σz

√
m− 1)

и
m∑
i=1

ln(1 + αyi) + α‖y‖2 ≥ (m− 1) ln

(
z +

σz√
m− 1

)
+ ln(z − σz

√
m− 1) + α‖y‖2.

Это дает

−
m∑
i=1

ln(1 + αyi)− α‖y‖2 +mαy ≤ −(m− 1) ln

(
z +

σz√
m− 1

)
−

ln
(
z − σz

√
m− 1

)
− α‖y‖2 +mαy. (5)

Мы имеем
1

2
α2d tQd ≤ 1

2
α̂2d tQd ∀α ∈ [0, α̂[ ∩ [0, α̃[ (6)

и
−αd tQd ≤ 0 ∀α ∈ [0, α̂[ ∩ [0, α̃[ . (7)

Суммируя (5), (6) и (7), получим

−
m∑
i=1

ln(1 + αyi)− α‖y‖2 +mαy+ ≤ −(m− 1) ln

(
z − σz√

m− 1

)
− α‖y‖2

1

2r
α2d tQd− 1

r
αd tQd − ln

(
z − σz

√
m− 1

)
+mαy +

1

2r
α̂2d tQd

= αµ− (n− 1) ln(1 + αλ)− ln(1 + αρ)+
1

2r
α̂2d tQd = θMaj(α).

Следовательно,
θ(α) ≤ θMaj(α).
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3.2.1. Минимизация приближенных функций

Функции θMin и θMaj хорошо определены и выпуклы на [0, α[ и [0, α̂[ соответствен-
но. Тогда они имеют глобальный минимум. Минимумы θMin и θMaj достигаются, когда
θ
′
Min(α) = 0 и θ

′
Maj(α) = 0 соответственно. Следовательно, для нахождения миниму-

ма двух функций: θMin и θMaj, вернемся к решению двух уравнений: θ′Min(α) = 0 и
θ
′
Maj(α) = 0 соответственно.

Решение θ′Min(α) = 0 — это корни уравнения

α2 +

(
1

β
+

1

γ
− m

δ

)
α− ‖y‖

2

γδβ
= 0. (8)

Уравнение (8) имеет два следующих корня:

α∗1 =
−b−

√
∆

2
, α∗2 =

−b+
√

∆

2
,

где ∆ = b2 − 4c, b = 1
β + 1

γ −
m
δ и c = −‖y‖

2

γδβ .
Теперь вычислим корни уравнения θ′Maj(α) = 0.
Решение последнего уравнения θ′Maj(α) = 0 эквивалентно решению следующего по-

линомиального уравнения второй степени:

α2 +

(
1

ρ
+

1

λ
− m

µ

)
α− ‖y‖

2

ρλµ
= 0. (9)

Приведенное выше уравнение (9) имеет два следующих корня:

α̈1 =
−b1 −

√
∆1

2
, α̈2 =

−b1 +
√

∆1

2
,

где ∆1 = b21 − 4c1, b1 = 1
ρ + 1

λ −
m
µ и c1 = −‖y‖

2

ρλµ . Однако только α∗1 принадлежит [0, α[

и α̈1 принадлежит [0, α̂[. Следовательно, глобальные минимумы функций θMin и θMaj

достигнуты в точках α∗1 и α̈1 соответственно.
Теперь мы можем описать алгоритм логарифмического барьера для решения квад-

ратичной задачи (PQ).

4. Описание алгоритма и численные результаты

Данные. Квадратичная задача (PQ) и ее система неравенств Ax ≥ b, строго допустимое
решение x0 (PQ), r > 0, заданная точность ε, k = 0.
Результат. Оптимальное решение x∗ для (PQ).

Начать алгоритм

• Пока ‖∇qr(xk)‖ > ε выполнить:

1. Решить линейную систему (1) ∇2qr(xk)dk = −∇qr(xk).
2. Вычислить шаг смещения αk.
3. Положить xk+1 = xk + αkdk и k = k + 1.
4. Взять r = ρr, 0 < ρ < 1.

• Конец цикла.

Закончить алгоритм
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4.1. Численные тесты

Чтобы оценить эффективность нашего алгоритма на основе наших приближенных
функций, мы провели сравнительные численные тесты между нашими новыми двумя
приближенными функциями (минорантной функцией и мажорантной функцией) мето-
дом линейного поиска Вульфа.

Введем обозначения: ex(m,n) (пример из m ограничений и n переменных), метод LS
(подход, использующий метод линейного поиска Вульфа), метод MinF (подход, использу-
ющий минорантную функцию), метод MajF (подход, использующий мажорантную функ-
цию), Itr (число итераций, необходимых для поиска оптимального решения для (PQ)),
time (время выполнения в секундах).

4.1.1. Примеры с фиксированным размером

Следующие примеры с фиксированным размером случайно генерируются в
MATLAB.

Таблица 1. Пример с фиксированным размером

ex(m,n) метод MajF метод MinF метод LS
Itr время, (с) Itr время, (с) Itr время, (с)

ex1(2, 4) 2 0.014 1 0.007 7 0.087
ex2(3, 5) 7 0.024 6 0.019 13 0.089
ex3(3, 6) 11 0.043 7 0.061 19 0.103
ex4(5, 7) 13 0.065 10 0.048 28 0.173
ex5(6, 10) 16 0.076 12 0.041 29 0.222

4.1.2. Примеры с переменным размером

Следующие примеры c переменным размером взяты из литературы. В таблицах 2–5
мы приводим результаты, полученные с использованием метода приближенной функции
и метода линейного поиска для вычисления шага смещения в алгоритме.

Пример 1. Для i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, n = 2m,

A [i, j] =

{
1, если i = j или j = i+m,
0 в противном случае.

c[i] = −1, c[i+m] = 0, b[i] = 2.

Для i, j = 1, . . . , n

Q [i, j] =

2j − 1, i > j,
2i− 1, i < j,
i(i+ 1)− 1, i = j.
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Таблица 2. Пример 1 с переменным размером

ex(m,n) метод MajF метод MinF метод LS
Itr время, (с) Itr время, (с) Itr время, (с)

(300, 600) 8 4.111 5 1.914 26 22.524
(400, 800) 10 31.642 7 20.041 35 97.103
(600, 1200) 17 64.093 12 48.761 23 89.412
(1000, 2000) 27 87.141 21 61.031 33 113.310
(1500, 3000) 34 238.492 28 169.313 40 1905.021

Пример 2. Для i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, n = 2m,

A [i, j] =

{
1, если i = j или j = i+m,
0 в противном случае.

c[j] = j, b[i] =
i+ 1

2
.Q[1, 1] = 1,

Q[i, i] = i2 + 1, i = 2, . . . , n,
Q[i, i− 1] = Q[i− 1, i] = i, i = 2, . . . , n.

Таблица 3. Пример 2 с переменным размером

ex(m,n) метод MajF метод MinF метод LS
Itr время, (с) Itr время, (с) Itr время, (с)

(300, 600) 15 6.012 11 3.007 38 22.524
(400, 800) 29 37.722 19 29.917 34 49.003
(600, 1200) 33 50.112 24 32.716 23 89.412
(1000, 2000) 39 81.417 31 69.114 66 148.621
(1500, 3000) 68 281.178 59 201.614 101 2453.923

Пример 3. Для i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, n = 2m.

A [i, j] =

{
1, если i = j или j = i+m,
0 в противном случае.

c[j] =
j + 1

2
, b[i] = 4.Q [1, 1] = Q [n, n] = 1,

Q [i, i] = 4, i = 2, . . . , n− 1,
Q [i, i− 1] = A [i− 1, i] = 1, i = 2, . . . , n.

Таблица 4. Пример 3 с переменным размером

ex(m,n) метод MajF метод MinF метод LS
Itr время, (с) Itr время, (с) Itr время, (с)

(300, 600) 11 4.161 9 2.649 21 34.322
(400, 800) 17 59.003 13 48.123 31 172.325
(600, 1200) 30 89.103 26 32.716 53 503.443
(1000, 2000) 36 141.731 31 133.947 67 2033.500
(1500, 3000) 51 301.912 46 287.516 132 3121.113
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Пример 4. Для i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, n = 2m,

A [i, j] =

{
1, если i = j или j = i+m,
0 в противном случае.

c[j] = 2j, b[i] = i2,

Q [i, j] =
1

i+ j
для i, j = 1, . . . , n.

Таблица 5. Пример 4 с переменным размером

ex(m,n) метод MajF метод MinF метод LS
Itr время, (с) Itr время, (с) Itr время, (с)

(300, 600) 6 5.942 4 4.013 16 29.123
(400, 800) 10 20.036 8 17.301 27 84.150
(600, 1200) 31 61.912 26 54.036 55 153.922
(1000, 2000) 35 170.066 31 148.066 68 2213.114
(1500, 3000) 50 286.541 44 221.197 124 3121.113

4.1.3. Комментарии

Наши численные результаты показывают, что метод мажорантных и минорантных
функций более эффективен, чем линейный поиск, с точки зрения количества итераций
и времени, необходимого для вычисления оптимального решения. Поэтому число ите-
раций и время вычисления при приближенных подходах значительно меньше, чем при
использовании метода линейного поиска. Мы также можем заметить, что метод мино-
рантной функции более эффективен, чем метод мажорантной функции.

5. Выводы

В данной статье представлен метод логарифмических барьеров, основанный на новых
мажорантных и минорантных функциях, для решения выпуклой квадратичной задачи
с ограничениями в виде неравенств. Эти две новые приближенные функции позволяют
выполнять шаги смещения простым легким и менее затратным способом, чем линейный
поиск. Численные результаты показывают эффективность метода мажорантных и мино-
рантных функций по сравнению с методом линейного поиска. Рассмотрение некоторых
других новых мажорантных и минорантных функций представляется интересной темой
для изучения в будущем.

Благодарности. Авторы хотели бы поблагодарить рецензентов за полезные комментарии
и предложения, которые помогли улучшить качество статьи.
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