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Для динамической трехмерной системы уравнений в смещениях линейной теории упру-
гости трансверсально-изотропных сред приведены явные выражения для фазовых ско-
ростей и векторов поляризации плоских волн. Найдены все продольные нормали. При
некоторых значениях модулей упругости система уравнений приводится к диагонально-
му виду. Для статических уравнений определены все условия эллиптичности системы.
Даны два новых представления смещений через потенциальные функции, удовлетворя-
ющие трем независимым квазигармоническим уравнениям. Определены ограничения на
модули упругости, при которых соответствующие коэффициенты в этих представлени-
ях действительные различные, равные или комплексные. Показано, что эти представ-
ления являются общими и полными. Каждому представлению соответствует оператор
рекурсии (симметрии), т. е. формула производства новых решений.

Ключевые слова: трансверсально-изотропная среда, модули упругости, продольные
нормали, общее решение, операторы рекурсии, диагонализация эллиптической системы.

Упругие трансверсально-изотропные среды, обладающие вращательной симметрией
относительно некоторой оси, встречаются достаточно часто (слоистые горные породы,
слоистые композитные материалы, кристаллы гексагональной сингонии и т. д.). Если в ка-
честве оси симметрии выбирается ось x3 прямоугольной системы координат xi, i = 1, 2, 3,
то матрица модулей упругости трансверсально-изотропной среды принимает следующий
вид [1]:

Aij =


A11

A21 A11 sym
A31 A31 A33

0 0 0 A44

0 0 0 0 A44

0 0 0 0 0 A11 − A21

 . (1)

Здесь и далее обозначение sym соответствует элементам матрицы, симметричным отно-
сительно ее диагонали. Матрице Aij (1) соответствует тензор четвертого ранга моду-
лей упругости Aijkl = Ajikl = Aklij . Обратному тензору коэффициентов податливости
aijkl = ajikl = aklij отвечает матрица aij = aji, имеющая тот же вид, что и матрица (1).
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Используя для симметричных по двум индексам тензоров формулы перехода от двух ин-
дексов к одному

h11 = h1, h22 = h2, h33 = h3,√
2h23 =

√
2h32 = h4,

√
2h13 =

√
2h31 = h5,

√
2h12 =

√
2h21 = h6,

(2)

обобщенный закон Гука, связывающий напряжения σij = σji и деформации εij = εji =
(∂iuj + ∂jui)/2, можно записать в виде

σi = Aijεj , εi = aijσj , i, j = 1, 6. (3)

Здесь ∂i — производная по координате xi; uj — вектор смещения; по повторяющимся бук-
венным индексам проводится суммирование. Формулы перехода вида (2) имеют место для
модулей упругости Aijkl и коэффициентов податливости aijkl. Матрицы Aij , aij являются

взаимно обратными и положительно-определенными.
Величины Aij , aij представляются через собственные модули λi > 0 и ортогональные

собственные состояния tip, tiptiq = δpq, i, p, q = 1, 6 (δpq — символ Кронекера, единичная
матрица) в виде [2]

Aij = λ1ti1tj1 + λ2ti2tj2 + λ3(ti3tj3 + ti6tj6) + λ4(ti4tj4 + ti5tj5),

aij =
1

λ1
ti1tj1 +

1

λ2
ti2tj2 +

1

λ3
(ti3tj3 + ti6tj6) +

1

λ4
(ti4tj4 + ti5tj5);

λ1,2 =
1

2

[
A11 + A21 + A33 ±

√
(A11 + A21 − A33)2 + 8A2

31

]
> 0,

λ3 = λ6 = A11 − A21 > 0, λ4 = λ5 = A44 > 0;

(4)

tip =



1√
2

cosα − 1√
2

sinα
1√
2

0 0 0

1√
2

cosα − 1√
2

sinα − 1√
2

0 0 0

sinα cosα 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


, tg 2α =

2
√

2A31

A11 + A21 − A33
.

Неравенства (4) являются необходимыми и достаточными условиями положительной опре-
деленности матрицы (1). В зависимости от соотношений между величинами собственных
модулей (4) существуют трансверсально-изотропные материалы различных классов [2, 3]:
{1, 1, 2, 2}, {1, 2, 1, 2}, {1, 2, 2, 1}, {2, 1, 1, 2}, {2, 1, 2, 1}, {2, 2, 1, 1}.

Тензор модулей упругости Aijkl можно представить в виде линейного инвариантно-
го разложения на постоянную (изотропную) часть и части, содержащие два девиатора и
нонор, аналогично неприводимым линейным представлениям ортогональной группы пре-
образований системы координат [4, 5]:

Aijkl = H
1

3
(δijδkl + 2δijkl) + 2h

1

3
(δijδkl − δijkl) +

1

6
(Hijδkl +Hklδij +

+Hikδlj +Hljδik +Hilδjk +Hjkδil) +
1

3
(hijδkl + hklδij)−

− 1

6
(hikδlj + hljδik + hilδjk + hjkδil) +Nijkl, δijkl =

1

2
(δikδjl + δilδjk). (5)
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Тензоры Hij , hij , Nijkl симметричны по всем индексам, причем Hii = 0, hii = 0, Nijkk = 0.
Соответствующие части разложения (5) ортогональны между собой и неприводимы. Для
матрицы (1) разложение (5) в матричной записи принимает вид [5]

Aij =
H

3


3
1 3 sym
1 1 3
0 0 0 2
0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 2

 +
2h

3


0
1 0 sym
1 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 −1

 +

+
H1

6


6
2 6 sym
−1 −1 −12
0 0 0 −2
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0 4

 +
h1

3


0
2 0 sym
−1 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 −2

 +

+N


3
1 3 sym
−4 −4 8
0 0 0 −8
0 0 0 0 −8
0 0 0 0 0 2

 ,

H =
1

15
[8A11 + 3A33 + 4(A31 + A44)], h =

1

6
[−A11 + 3A21 + 2(2A31 − A44)],

H1 =
2

21
(4A11 − A31 − 3A33 − A44), Hij = H1(δij − 3δi3δj3),

h1 =
1

3
(−A11 + 3A21 − 2A31 + A44), hij = h1(δij − 3δi3δj3),

N21 = N =
1

35
[A11 + A33 − 2(A31 + A44)].

Если вектор ni (nini = 1) задает направление произвольной оси вращения, то тен-
зор Aijkl для трансверсально-изотропной среды можно записать в виде [1]

Aijkl = c1δijδkl +
1

2
c2(δikδlj + δilδjk) + c3(ninjδkl + nknlδij) +

+
1

2
c4(ninkδlj + nlnjδik + ninlδjk + njnkδil) + c5ninjnknl. (6)

При ni = (0, 0, 1) в результате сравнения (6) и (1) получаем коэффициенты

c1 = A21, c2 = A11 − A21, c3 = A31 − A21,

c4 = A44 − A11 + A21, c5 = A11 + A33 − 2(A31 + A44).
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В случае динамики уравнения в смещениях при произвольной анизотропии и отсут-
ствии объемных сил имеют вид [1]

(Ai(kl)j∂kl − ρc2δij∂44)uj = 0, (7)

где Ai(kl)j = (Aiklj + Ailkj)/2; ∂t = c∂4; x4 = ct; c — некоторая постоянная, имеющая
размерность скорости; t — время; ρ — постоянная плотность среды; ∂kl = ∂k∂l — вторые

производные по координатам xk, xl. Уравнения (7) допускают решение в виде плоских
волн [1, 6]

uj = pjg(nsxs − x4), (8)

где ns — единичная нормаль к фронту волны; pj — вектор поляризации; g — любая

функция, имеющая вторую производную, не равную нулю. Подставляя выражение (8) в
уравнения (7), получаем

(Ai(kl)jnknl − ρc2δij)pj = 0. (9)

Из (9) следует, что для любого направления ns волновой нормали вектор pj является

собственным вектором, а ρc2 = λ — собственным значением симметричного тензора Qij =
Qji = Ai(kl)jnknl. Тензор Qij называется акустическим или тензором Кристоффеля. Для
положительно-определенных тензоров модулей упругости Aijkl тензор Qij всегда является

положительно-определенным [1] и поэтому имеет положительные собственные значения.
В случае статики для трансверсально-изотропного материала (см. (1)) уравнения (7)

принимают вид

Lu = 0, (10)

где L — матрица операторов:

L =


A11∂11 +

1

2
(A11 − A21) ∂22 +

1

2
A44 ∂33

1

2
(A11 + A21)∂12

1

2
(A11 + A21) ∂21

1

2
(A11 − A21) ∂11 + A11 ∂22 +

1

2
A44 ∂33(1

2
A44 + A31

)
∂31

(1

2
A44 + A31

)
∂32

(1

2
A44 + A31

)
∂13(1

2
A44 + A31

)
∂23

1

2
A44 (∂11 + ∂22) + A33 ∂33

 =


(λ+ 2µ) ∂11 + µ ∂22 +

1

2
A44 ∂33

(λ+ µ) ∂21

κ ∂31

(λ+ µ) ∂12 κ ∂13

µ ∂11 + (λ+ 2µ) ∂22 +
1

2
A44 ∂33 κ ∂23

κ ∂32
1

2
A44 (∂11 + ∂22) + A33 ∂33

 . (11)

Здесь

A11 = λ+ 2µ,
1

2
(A11 − A21) = µ,

1

2
A44 + A31 = κ,

1

2
(A11 + A21) = λ+ µ.
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Запись оператора L в (11) показывает отличие этого оператора от аналогичного оператора
в случае изотропного материала. Постоянные Ламе λ1, µ1 изотропного материала, бли-
жайшего к материалу с матрицей модулей упругости (1), выражаются через приведенные
выше постоянные H, h:

λ1 =
1

3
(H + 2h) =

1

15
(A11 + 5A21 + 8A31 + A33 − 2A44),

µ1 =
1

3
(H − h) =

1

30
(7A11 − 5A21 − 4A31 + 2A33 + 6A44).

Если в (11) символы ∂k заменить на компоненты единичного вектора nk, то L совпадет с
тензором Кристоффеля Q.

Определитель матрицы операторов (11) равен [7–9]

|L| = D1D2D3,

D1D2 =
1

2
A44A11 (∂11 + ∂22)

2 + [A11A33− (A44 +A31)A31] (∂11 + ∂22) ∂33 +
1

2
A44A33∂3333 =

=
1

2
A44A11

{(
∂11 + ∂22 +

A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
∂33

)2
+

+
[A33

A11
−

(A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11

)2]
∂3333

}
=

(12)

=
1

2
A44A11 (∂11 + ∂22 + a1∂33)(∂11 + ∂22 + a2∂33),

D3 = µ (∂11 + ∂22) +
1

2
A44 ∂33 = µ (∂11 + ∂22 + a3∂33), a3 =

A44

A11 − A21
,

где

a1,2 =
A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
±

√(A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11

)2
− A33

A11
=

=
1

A11A44

[
A11A33 − (A44 + A31)A31 ±

√
(A11A33 − A2

31)(A11A33 − (A44 + A31)2)
]
. (13)

Величины a1, a2 являются корнями уравнения

a2 − A11A33 − (A44 + A31)A31

(A44/2)A11
a+

A33

A11
= 0. (14)

Система (10) будет эллиптической, если определитель (12) |L| = D1D2D3 > 0 при
любых действительных значениях символов ∂k, ∂kk 6= 0, понимаемых в данном случае как
действительные переменные. Неравенство |L| > 0 выполняется, если

A11 − A21 < 0, A44 < 0, A11 > 0, A33 > 0 (15)

или

A11 − A21 > 0, A44 > 0, A11 > 0, A33 > 0 (16)

и, кроме того,

A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
+

√
A33

A11
> 0. (17)
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Неравенства (15), (17) или (16), (17) обеспечивают эллиптичность системы уравнений (10).
Первые два неравенства (15) не соответствуют условиям (4) положительной опреде-
ленности матрицы (1). Условия сильной эллиптичности [10] совпадают с неравенства-
ми (16), (17).

Неравенство (17) запишем в виде

(
√
A11A33 − A31)(

√
A11A33 + A31 + A44)

A44A11
> 0. (18)

С учетом (15) из (18) получаем неравенства√
A33

A11
<
A31

A11
, −

√
A33

A11
− A44

A11
<
A31

A11
; (19)

A31

A11
<

√
A33

A11
,

A31

A11
< −

√
A33

A11
− A44

A11
. (20)

Неравенства (15), (19), (20) образуют один вариант условий эллиптичности для матрицы
операторов (11). Второй вариант условий эллиптичности следует из (16), (18):

−
√
A33

A11
− A44

A11
<
A31

A11
<

√
A33

A11
. (21)

Области допустимых значений параметров, определяемых неравенствами (19), (20), при
которых система (10) является эллиптической, показаны на рис. 1. Область допустимых
значений параметров, определяемых неравенствами (21), при которых система (10) также
является эллиптической, показана на рис. 2.

Условие действительности и положительности корней a1, a2 (13) уравнения (14) можно
записать в виде

A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
−

√
A33

A11
=

=
(
√
A11A33 + A31)(

√
A11A33 − A31 − A44)

A44A11
> 0. (22)

С учетом (15) из (22) получаем неравенства

A31

A11
6 −

√
A33

A11
,

A31

A11
6

√
A33

A11
− A44

A11
; (23)

−
√
A33

A11
6
A31

A11
,

√
A33

A11
− A44

A11
6
A31

A11
. (24)

Области допустимых значений параметров, определяемых неравенствами (23), (24), пока-
заны на рис. 1 (области I, II). Если параметры находятся в областях I, II, то корни a1,
a2 являются действительными и положительными, если в областях III, IV (две полупо-
лосы) — комплексными. При знаках равенства в (23), (24), т. е. на линиях l1, l2, корни
действительные и совпадают: a1 = a2.

Для случая (16) из (22) получаем неравенства

−
√
A33

A11
6
A31

A11
6

√
A33

A11
− A44

A11
; (25)√

A33

A11
− A44

A11
6
A31

A11
6 −

√
A33

A11
. (26)
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l3

l1

l4

l2

A33/A11

A31/A11

_A44/A11

III
II

I

IV

l3

l1

l4
l2
l6

l5

A33/A11

A31/A11

A44/A11

III

II I

IV

1
2

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Области I, II, III, IV допустимых значений Aij , определяемых неравен-
ствами (19), (20):
I, II — области, определяемые неравенствами (23), (24)

Рис. 2. Области I, II, III, IV допустимых значений Aij , определяемых неравен-
ствами (21):
I, II — области, определяемые неравенствами (25), (26); 1, 2 — области, определяемые
неравенствами (27), (28)

Области I, II допустимых значений параметров, определяемых неравенствами (25), (26),
показаны на рис. 2 (I — между линиями l1, l2 справа от точки их пересечения; II — между

линиями l1, l2 слева от точки их пересечения). При нахождении параметров в областях
I, II корни a1, a2 являются действительными и положительными, на линиях l1, l2 они
совпадают: a1 = a2. При нахождении параметров в областях III, IV (две полуполосы)
корни a1, a2 комплексные.

Неравенства (4) запишем в виде

−
√

1

2

(
1 +

A21

A11

)√
A33

A11
<
A31

A11
<

√
1

2

(
1 +

A21

A11

)√
A33

A11
; (27)

0 <

√
1

2

(
1 +

A21

A11

)
< 1,

A44

A11
> 0. (28)

Область параметров, соответствующая положительной определенности матрицы (1) и
определяемая неравенствами (27), (28), показана на рис. 2. Эта область расположена в
остром угле между линиями l5, l6. Величина угла, которая всегда больше нуля и мень-
ше π/2, зависит от A21/A11 и определяется первым неравенством (28). Область упругости,
характеризуемая неравенствами (27), (28), разбивается линией l2 на области 1 и 2. В обла-
сти 1, которая является частью области I, корни a1, a2 (13) уравнения (14) действительные.
В области 2, которая является частью области III, корни a1, a2 комплексные, на линии l2,
очевидно, корни совпадают: a1 = a2.

Таким образом, если коэффициенты Aij в уравнениях (10), (11) таковы, что соответ-
ствующие параметры не принадлежат областям 1, 2 (см. рис. 1, 2), то уравнения (10), (11)
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не являются уравнениями теории упругости для реальных материалов. Однако эти урав-
нения остаются эллиптическими, и для определителя |L| имеет место представление (12).
Область эллиптичности уравнений (10), (11) шире областей упругости 1, 2 (см. рис. 1, 2).
Несмотря на то что в классической теории упругости обычно принимается требование

положительной определенности удельной энергии деформации, в общем случае это пред-
положение не является достаточно обоснованным [11].

Если для матрицы операторов L (11) существуют такие матрицы C, B, D операторов

с постоянными коэффициентами, что выполняется соотношение

LC = BD, (29)

то общее решение уравнений (10) имеет вид [12]

u = Cϕ, Dϕ = f, Bf = 0. (30)

Матрицу D в (29) считаем диагональной. Из (29) следует соотношение

C ′L = DB′. (31)

Штрих означает транспонирование матрицы. Если рассматривать матрицы операторов с
переменными коэффициентами, то вместо транспонированных операторов в (31) должны
быть сопряженные операторы [12].

В алгебре матрицы L и D считаются эквивалентными, если выполняется равенство
(29), где C, B — квадратные невырожденные матрицы. Так как |L||C| = |B||D| и если
|L| = |D| = D1D2D3, то |C| = |B|.

Согласно (30), (29) каждому ϕ, удовлетворяющему уравнению Dϕ = 0, соответствует
решение u = Cϕ уравнений (10): Lu = LCϕ = BDϕ = 0. Обратно: если ũ есть какое-либо
решение уравнений Lũ = 0, то в силу (31) выражение ϕ = B′ũ удовлетворяет уравнению
Dϕ = DB′ũ = C ′Lũ = 0. В этом смысле представление (30) при f = 0 является общим,
но взаимно однозначное соответствие между u и ϕ в общем случае отсутствует, хотя
матрицы L и D могут быть эквивалентными. Поэтому, для того чтобы не была утрачена
часть решений, в общем решении (30) должны учитываться функции f , являющиеся ядром
оператора B.

Выражение u = CB′ũ есть формула производства новых решений, т. е. если Lũ = 0, то
из (29), (31) следует, что u = CB′ũ— новое решение: Lu = LCB′ũ = BDB′ũ = BC ′Lũ = 0.
Значит, S = CB′ — оператор симметрии (рекурсии) [12, 13].

Для представления Эллиотта — Лоджа [8, 9] решения уравнений (10), (11) матрицы
C, B, D имеют следующий вид:

C =

 ∂1 ∂1 −∂2

∂2 ∂2 ∂1

k1∂3 k2∂3 0

 , B =

 ∂1 ∂1 −∂2

∂2 ∂2 ∂1

k1a2∂3 k2a1∂3 0

 A11 0 0
0 A11 0
0 0 µ

 ,

D =

 ∂11 + ∂22 + a1∂33 0 0
0 ∂11 + ∂22 + a2∂33 0
0 0 ∂11 + ∂22 + a3∂33

 ,
(32)

причем коэффициенты связаны соотношениями

a1 =
A44/2 + κk1

A11
=

A33k1

κ + (A44/2)k1
, a2 =

A44/2 + κk2

A11
=

A33k2

κ + (A44/2)k2
; (33)

k1 =
A11a1 − A44/2

κ
=

κa1

A33 − (A44/2)a1
, k2 =

A11a2 − A44/2

κ
=

κa2

A33 − (A44/2)a2
. (34)
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Из (34) находим

k1 + k2 = 2
(
− 1 +

A11A33 − A2
31

A44κ

)
, k1k2 = 1,

т. е. k1, k2 — корни уравнения

k2 + 2
(
1− A11A33 − A2

31

A44κ

)
k + 1 = 0,

k1,2 = −1 +
A11A33 − A2

31

A44κ
±

√(
− 1 +

A11A33 − A2
31

A44κ

)2
− 1 = (35)

=
1

A44κ

[
A11A33 − A2

31 − A44κ ±
√

(A11A33 − A2
31)(A11A33 − (A44 + A31)2)

]
.

Аналогично из (33) получаем

a1 + a2 =
A11A33 − (A44 + A31)A31

(A44/2)A11
, a1a2 =

A33

A11
,

т. е. a1, a2 (13) — корни уравнения (14). Из формул (13), (35) или (33), (34) следует, что
коэффициенты k1, k2 действительные или комплексные наряду с a1, a2.

Определители матриц (32) равны

|C| = (k1 − k2)(∂11 + ∂22) ∂3, |B| = A2
11µ(k1a2 − k2a1) (∂11 + ∂22) ∂3 =

= (A44/2)A11µ(k1 − k2) (∂11 + ∂22) ∂3 = (A44/2)A11µ |C|,
(36)

а матрицы C, B (32) являются невырожденными, если k1−k2 6= 0. При этом с учетом (32)
смещения представляются в виде (30)

u1 = ∂1(ϕ1 + ϕ2)− ∂2ϕ3, u2 = ∂2(ϕ1 + ϕ2) + ∂1ϕ3, u3 = ∂3(k1ϕ1 + k2ϕ2); (37)

(∂11 + ∂22 + a1∂33)ϕ1 = f1, (∂11 + ∂22 + a2∂33)ϕ2 = f2, (∂11 + ∂22 + a3∂33)ϕ3 = f3; (38)

∂1A11(f1 + f2)− ∂2µf3 = 0, ∂2A11(f1 + f2) + ∂1µf3 = 0, ∂3(k1a2f1 + k2a1f2) = 0. (39)

Первые два уравнения (39) являются условиями Коши — Римана для аналитической

функции

A11(f1 + f2) + iµf3 = 2g(z, x3) (40)

комплексной переменной z = x1 + ix2, i =
√
−1. Из (40) и третьего уравнения (39) находим

(черта над буквой означает, что величина является комплексно-сопряженной)

A11(f1 + f2)− iµf3 = 2g(z, x3), A11(f1 + f2) = g(z, x3) + g(z, x3),

µf3 = i( g(z, x3)− g(z, x3)), k1a2f1 + k2a1f2 = g3(x1, x2).

Здесь g(z, x3), g3(x1, x2) — произвольные функции соответствующих аргументов. Из по-
следних трех уравнений получаем

f1 =
k2a1(g(z, x3) + g(z, x3) )− A11g3(x1, x2)

(A44/2)(k2 − k1)
, k2 6= k1,

f2 =
A11g3(x1, x2)− k1a2(g(z, x3) + g(z, x3) )

(A44/2)(k2 − k1)
, f3 =

i

µ
( g(z, x3)− g(z, x3)).

(41)
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Выражения (41) есть решение уравнений (39), т. е. они являются ядром оператора B
(32). Общность представления (37), (38) Эллиотта — Лоджа [8, 9] и некоторых других
представлений при fi = 0 обсуждается в [14, 15].

С учетом матриц (32) находим оператор симметрии

S = CB′ =

 2A11∂11 + µ∂22 (2A11 − µ)∂12 A11(k1a2 + k2a1)∂13

(2A11 − µ)∂12 µ∂11 + 2A11∂22 A11(k1a2 + k2a1)∂23

A11(k1 + k2)∂13 A11(k1 + k2)∂23 A11(k
2
1a2 + k2

2a1)∂33

 .
Представление решения уравнений (10), (11) возможно не только с матрицами C, B

вида (32) (решение Эллиотта — Лоджа), но и с матрицами вида

C =

 α1∂13 α2∂13 −∂2

α1∂23 α2∂23 ∂1

∂11 + ∂22 ∂11 + ∂22 0

 ,
B =

 (α1/a1)∂13 (α2/a2)∂13 −∂2

(α1/a1)∂23 (α2/a2)∂23 ∂1

∂11 + ∂22 ∂11 + ∂22 0

 A44/2 0 0
0 A44/2 0
0 0 µ

 ,
(42)

при этом матрица D та же, что и в (32). Коэффициенты в (42) связаны соотношениями

a1 =
(A44/2)α1

A11α1 + κ
=
A33 + κα1

A44/2
, a2 =

(A44/2)α2

A11α2 + κ
=
A33 + κα2

A44/2
; (43)

α1 =
a1κ

A44/2− a1A11
=

(A44/2)a1 − A33

κ
, α2 =

a2κ
A44/2− a2A11

=
(A44/2)a2 − A33

κ
. (44)

Из (44) находим

α1 + α2 = −A11A33 + (A44 + A31)A31

A11κ
, α1α2 =

A33

A11
,

т. е. α1, α2 — корни уравнения

α2 +
A11A33 + (A44 + A31)A31

A11(A44/2 + A31)
α+

A33

A11
= 0,

α1,2 = −A11A33 + (A44 + A31)A31

A11(A44 + 2A31)
±

√[A11A33 + (A44 + A31)A31

A11(A44 + 2A31)

]2
− A33

A11
= (45)

=
1

A11(A44 + 2A31)

[
− (A11A33 + (A44 + A31)A31)±

±
√

(A11A33 − A2
31)(A11A33 − (A44 + A31)2)

]
.

Из (13), (45) или (43), (44) следует, что коэффициенты α1, α2 действительные или ком-
плексные наряду с a1, a2.
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Определители матриц (42) равны

|C| = (α2 − α1)(∂11 + ∂22)
2∂3, |B| = (A44/2)2µ(α2/a2 − α1/a1)(∂11 + ∂22)

2∂3 =

= (A44/2)A11µ(α2 − α1)(∂11 + ∂22)
2∂3 = (A44/2)A11µ|C|,

(46)

а матрицы C, B (42) являются невырожденными, если α2−α1 6= 0. С учетом (42) смещения
представляются в виде (30)

u1 = ∂13(α1ϕ1 + α2ϕ2)− ∂2ϕ3, u2 = ∂23(α1ϕ1 + α2ϕ2) + ∂1ϕ3,

u3 = (∂11 + ∂22)(ϕ1 + ϕ2),
(47)

при этом функции ϕ1, ϕ2, ϕ3 удовлетворяют уравнениям (38), а функции f1, f2, f3 —
уравнениям

A44

2
∂13

(α1

a1
f1 +

α2

a2
f2

)
− ∂2µf3 = 0,

A44

2
∂23

(α1

a1
f1 +

α2

a2
f2

)
+ ∂1µf3 = 0,

(∂11 + ∂22)(f1 + f2) = 0.

(48)

Первые два уравнения (48) являются условиями Коши — Римана для аналитической

функции

A44

2
∂3

(α1

a1
f1 +

α2

a2
f2

)
+ iµf3 = 2∂3g(z, x3) (49)

комплексной переменной z = x1 + ix2, i =
√
−1. Из (49) находим

A44

2
∂3

(α1

a1
f1 +

α2

a2
f2

)
− iµf3 = 2∂3 g(z, x3),

A44

2
∂3

(α1

a1
f1 +

α2

a2
f2

)
= ∂3(g(z, x3) + g(z, x3) );

A44

2

(α1

a1
f1 +

α2

a2
f2

)
= g(z, x3) + g(z, x3) + g3(x1, x2),

µf3 = i∂3( g(z, x3)− g(z, x3)).

(50)

Здесь g(z, x3), g3(x1, x2) — произвольные функции соответствующих аргументов. Из тре-
тьего уравнения (48) следует, что f1 + f2 — гармоническая функция по x1, x2 и ее можно

представить в виде

f1 + f2 = ψ(z, x3) + ψ(z, x3), (51)

где ψ(z, x3) — аналитическая по z = x1 + ix2 функция. Из (50), (51) получаем

f1 =
1

A11(α1 − α2)

[
g(z, x3) + g(z, x3) + g3(x1, x2)−

A44

2

α2

a2
(ψ(z, x3) + ψ(z, x3) )

]
,

f2 =
1

A11(α1 − α2)

[A44

2

α1

a1
(ψ(z, x3) + ψ(z, x3) )− (g(z, x3) + g(z, x3) + g3(x1, x2))

]
, (52)

f3 =
i

µ
∂3( g(z, x3)− g(z, x3)), α2 6= α1.
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Выражения (52) являются решением уравнений (48), т. е. ядром оператора B (42). С уче-
том матриц (42) находим оператор симметрии

S = CB′ =



A44

2

(α2
1

a1
+
α2

2

a2

)
∂1133 + µ ∂22(A44

2

(α2
1

a1
+
α2

2

a2

)
∂33 − µ

)
∂12

A44

2

(α1

a1
+
α2

a2

)
(∂11 + ∂22) ∂13

(A44

2

(α2
1

a1
+
α2

2

a2

)
∂33 − µ

)
∂12

A44

2
(α1 + α2) (∂11 + ∂22) ∂13

A44

2

(α2
1

a1
+
α2

2

a2

)
∂2233 + µ ∂11

A44

2
(α1 + α2)(∂11 + ∂22) ∂23

A44

2

(α1

a1
+
α2

a2

)
(∂11 + ∂22) ∂23 A44(∂11 + ∂22)

2


.

Недостаток представлений смещений в виде (37) или (47) заключается в том, что они
непригодны в случае a2 = a1, так как при этом определители (36), (46) матриц C, B
обращаются в нуль. Кроме того, представления (37), (47) не переходят в представления
смещений для случая динамических уравнений (7).

Наиболее естественное представление смещений можно получить с использованием

матриц C, B вида

C =

 ∂1 −∂2 α2∂13

∂2 ∂1 α2∂23

k1∂3 0 ∂11 + ∂22

 ,
B =

 ∂1 −∂2 (α2/a2)∂13

∂2 ∂1 (α2/a2)∂23

a2k1∂3 0 ∂11 + ∂22

 A11 0 0
0 µ 0
0 0 A44/2

 ,
(53)

при этом в матрице D (32) нужно поменять местами D2 и D3, т. е. D = diag (D1, D3, D2).
В (53) величины k1, α2 соответствуют корням a1, a2 и определяются формулами (34), (35),
(44), (45).

Определители матриц (53) равны

|C| = (∂11 + ∂22 − k1α2∂33)(∂11 + ∂22), |B| = (A44/2)A11µ|C|

и не вырождаются при a2 = a1. С учетом (53) смещения представляются в виде (30)

u1 = ∂1ϕ1 − ∂2ϕ2 + α2 ∂13ϕ3, u2 = ∂2ϕ1 + ∂1ϕ2 + α2 ∂23ϕ3,

u3 = k1 ∂3ϕ1 + (∂11 + ∂22)ϕ3,
(54)

при этом функции ϕ1, ϕ2, ϕ3 удовлетворяют уравнениям вида (38) D1ϕ1 = f1, D3ϕ2 = f2,
D2ϕ3 = f3, а функции f1, f2, f3 — уравнениям

A11 ∂1f1 − µ∂2f2 +
A44

2

α2

a2
∂13f3 = 0, A11 ∂2f1 + µ ∂1f2 +

A44

2

α2

a2
∂23f3 = 0,

A11a2k1 ∂3f1 +
A44

2
(∂11 + ∂22)f3 = 0.

(55)
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Из уравнений (55) получаем

A11f1 = −α2

a2
∂3

(A44

2
f3

)
+ g(z, x3) + g(z, x3), µf2 = i( g(z, x3)− g(z, x3)),

(∂11 + ∂22 − k1α2 ∂33)((A44/2)f3) + a2k1 ∂3(g(z, x3) + g(z, x3) ) = 0,

где g(z, x3) — аналитическая по z = x1 + ix2, i =
√
−1 функция. С учетом матриц (53)

находим оператор симметрии

S = CB′ =



(
A11 +

A44

2

α2
2

a2
∂33

)
∂11 + µ ∂22(

A11 − µ+
A44

2

α2
2

a2
∂33

)
∂12(

A11k1 +
A44

2

α2

a2
(∂11 + ∂22)

)
∂13(

A11 − µ+
A44

2

α2
2

a2
∂33

)
∂12

(
A11a2k1 +

A44

2
α2 (∂11 + ∂22)

)
∂13(

A11 +
A44

2

α2
2

a2
∂33

)
∂22 + µ ∂11

(
A11a2k1 +

A44

2
α2 (∂11 + ∂22)

)
∂23(

A11k1 +
A44

2

α2

a2
(∂11 + ∂22)

)
∂23 A11a2k

2
1∂33 +

A44

2
(∂11 + ∂22)

2


.

Если модули упругости такие, что

A31

A11
=

√
A33

A11
− A44

A11
(56)

(линия l2 на рис. 2), то из (35) следует k1 = k2 = 1. Если выполняется равенство

A31

A11
= −

√
A33

A11
(57)

(линия l1 на рис. 2), то из (35) следует k1 = k2 = −1. При выполнении равенств (56), (57)
не только k1 = k2, но и

a1 = a2 =
A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
=
A44 + A31

A11
=

√
A11A33

A11
=

=

√
A33

A11
=

A33

A44 + A31
=

A33√
A11A33

;

a1 = a2 =
A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
= −A31

A11
=

√
A33

A11
.

В случае a1 = a2, k1 = k2 = 1 из (44) получаем α1 = α2 = −a1, при этом матрицы (53)
принимают вид

C =

 ∂1 −∂2 −a1 ∂13

∂2 ∂1 −a1 ∂23

∂3 0 ∂11 + ∂22

 , B =

 ∂1 −∂2 −∂13

∂2 ∂1 −∂23

a1 ∂3 0 ∂11 + ∂22

 A11 0 0
0 µ 0
0 0 A44/2

 . (58)

Определители матриц (58) не обращаются в нуль. Смещения представляются формулами
(54), (38), (55) при соответствующих значениях коэффициентов с учетом того, что вме-
сто D2 используется D3 и наоборот. Допустим также вариант, когда a1 = a2 = a3. В этом
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случае трансверсально-изотропный материал с матрицей модулей упругости вида (1) кон-
груэнтен изотропному материалу [9, 16].

Если в (58) a1 = 1, то матрица C и первая матрица в выражении для B совпадают,
а столбцы матрицы оказываются ортогональными друг другу и являются собственными

векторами тензора Кристоффеля (9), (11). Эти матрицы дают представление смещений и
для динамических уравнений (7), (11).

В случае a1 = a2, k1 = k2 = −1 из (44) получаем α1 = α2 = a1, при этом матрицы (53)
принимают вид

C =

 ∂1 −∂2 a1 ∂13

∂2 ∂1 a1 ∂23

−∂3 0 ∂11 + ∂22

 , B =

 ∂1 −∂2 ∂13

∂2 ∂1 ∂23

−a1 ∂3 0 ∂11 + ∂22

 A11 0 0
0 µ 0
0 0 A44/2

 . (59)

Определители матриц (59) не обращаются в нуль. Смещения представляются формулами
(54), (38), (55) при соответствующих значениях коэффициентов с учетом того, что вместо
D2 используется D3 и наоборот. Для матриц (59) допустимы случаи a1 = 1 (при этом
получается представление смещений для динамических уравнений (7), (11) [17]) и a1 =
a2 = a3, когда материал конгруэнтен изотропному материалу [9, 16].

Для динамических уравнений (7), (11) столбцы матрицы C и первой матрицы в выра-
жении для B (53) должны совпадать. Тогда из (53), (13) следует, что a2 = 1, a1 = A33/A11,
при этом из (44) находим [18]

α2 =
κ

A44/2− A11
=
A44/2− A33

κ
. (60)

Отсюда получаем условие [6, 19–22]

(A44/2 + A31)
2 = (A44/2− A11)(A44/2− A33). (61)

Из (34), (60) следует k1 = −α2, матрицы (53) принимают вид [17, 18]

C = B =

 ∂1 −∂2 −k1 ∂13

∂2 ∂1 −k1 ∂23

k1 ∂3 0 ∂11 + ∂22

 . (62)

В данном случае вторая матрица в выражении для B (53) объединяется с матрицей D.
Итак, при выполнении условия (61) или (60) с учетом (62) решение динамических

уравнений (7), (11) представляется в виде (30)

u1 = ∂1ϕ1 − ∂2ϕ2 − k1 ∂13ϕ3, u2 = ∂2ϕ1 + ∂1ϕ2 − k1 ∂23ϕ3,

u3 = k1 ∂3ϕ1 + (∂11 + ∂22)ϕ3,
(63)

при этом функции ϕ1, ϕ2, ϕ3 удовлетворяют уравнениям

[A11(∂11 + ∂22) + A33 ∂33 − ρc2 ∂44]ϕ1 = f1,

[(1/2)(A11 − A21)(∂11 + ∂22) + (A44/2)∂33 − ρc2∂44]ϕ2 = f2, (64)

[(A44/2)∂kk − ρc2∂44]ϕ3 = f3,

а функции f1, f2, f3 — уравнениям

∂1f1 − ∂2f2 − k1 ∂13f3 = 0, ∂2f1 + ∂1f2 − k1 ∂23f3 = 0,

k1 ∂3f1 + (∂11 + ∂22)f3 = 0.
(65)

Представление (63)–(65) решения динамических уравнений (7), (11) аналогично представ-
лению (54), (55) решения статических уравнений (10), (11). Для матриц (62) оператор
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симметрии S = CB′ = CC ′ приведен в [18]. Столбцы матрицы (62) ортогональны друг
другу и являются собственными векторами тензора Кристоффеля (9), (11), а собственные
значения даются выражениями D1, D3, D2 (64). При замене ∂k на nk находим фазовые

скорости, соответствующие волновой нормали nk:

ρc21 = A11(n
2
1 + n2

2) + A33n
2
3 = A11 + (A33 − A11)n

2
3,

ρc23 = (1/2)(A11 − A21)(n
2
1 + n2

2) + (A44/2)n2
3 = µ+ (A44/2− µ)n2

3,

ρc22 = (A44/2)nknk = A44/2.

Выше предполагалось, что параметр κ = A44/2 + A31 6= 0. Однако если

A31 = −A44/2, (66)

то из (13) получаем a1 = A44/(2A11), a2 = 2A33/A44, при этом матрицы C, B можно

записать в виде [18]

C = B =

 ∂1 −∂2 0
∂2 ∂1 0
0 0 1

 . (67)

С учетом (67) смещения представляются в виде (30)

u1 = ∂1ϕ1 − ∂2ϕ2, u2 = ∂2ϕ1 + ∂1ϕ2, u3 = ϕ3;

[A11(∂11 + ∂22) + (A44/2) ∂33 − ρc2∂44]ϕ1 = f1,

[(1/2)(A11 − A21)(∂11 + ∂22) + (A44/2) ∂33 − ρc2 ∂44]ϕ2 = f2, (68)

[(A44/2)(∂11 + ∂22) + A33 ∂33 − ρc2 ∂44]ϕ3 = 0;

∂1f1 − ∂2f2 = 0, ∂2f1 + ∂1f2 = 0, f3 = 0.

Столбцы матрицы (67) являются собственными векторами тензора Кристоффеля (9), (11),
а собственные значения даются выражениями D1, D3, D2 (68). При замене ∂k на nk полу-
чаем фазовые скорости, соответствующие волновой нормали nk:

ρc21 = A11(n
2
1 + n2

2) + (A44/2)n2
3 = A11 + (A44/2− A11)n

2
3,

ρc23 = µ(n2
1 + n2

2) + (A44/2)n2
3 = µ+ (A44/2− µ)n2

3,

ρc22 = (A44/2)(n2
1 + n2

2) + A33n
2
3 = A44/2 + (A33 − A44/2)n2

3.

Очевидно, что вектор cj3 = (−∂2, ∂1, 0) и выражение (12)D3 = µ(∂11+∂22)+(A44/2) ∂33

являются собственным вектором и собственным значением тензора Кристоффеля (9), (11)
при любых значениях модулей Aij . Выражения (12) для D1, D2 являются собственными

значениями тензора Кристоффеля (9), (11), только если выполняются условия (61) или
(66) (см. (64), (68)). Найдем собственные значения D1, D2 акустического тензора (9), (11)
в общем случае (ср. с [1, 6]):

D1,2 = (1/2)
[
(A44/2 + A11)(∂11 + ∂22) + (A33 + A44/2)∂33 ±

±
√

[(A44/2− A11)(∂11 + ∂22) + (A33 − A44/2)∂33]2 + 4κ2(∂11 + ∂22)∂33

]
. (69)

При выполнении условия (61) или (66) из (69) следуют выражения (64) или (68). При
замене в (69) ∂k на nk формула (69) дает выражения для фазовых скоростей ρc21, ρc

2
2,

соответствующих волновой нормали nk.
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Собственные векторы (поляризации) акустического тензора (9), (11) можно записать
в виде матрицы C = B (ср. с [1, 6])

C =

 κ ∂13 −∂2 −∂1 t1
κ ∂23 ∂1 −∂2t1
t1 0 κ (∂11 + ∂22)∂3

 ↔

 κ ∂13 −∂2 κ ∂13

κ ∂23 ∂1 κ ∂23

t1 0 t2

 , (70)

где

t1,2 = (1/2)
[
(A44/2− A11)(∂11 + ∂22) + (A33 − A44/2)∂33 ±

±
√

[(A44/2− A11)(∂11 + ∂22) + (A33 − A44/2)∂33]2 + 4κ2(∂11 + ∂22)∂33

]
—

корни уравнения

t2 − [(A44/2− A11)(∂11 + ∂22) + (A33 − A44/2) ∂33]t− 4κ2(∂11 + ∂22) ∂33 = 0.

Столбцы матриц (70) ортогональны друг другу, а определители равны

|C| = (∂11 + ∂22) [t21 + κ2(∂11 + ∂22) ∂33], |C| = κ ∂3(∂11 + ∂22)(t2 − t1).

Очевидно, что при рассмотрении случая распространения волн в формулах (69), (70) и
последующих нужно заменять символы ∂k на компоненты волновой нормали nk. При вы-
полнении условия (61) или (66) матрицы (70) переходят в матрицу (62) или (67).

Найдем продольные нормали [1], т. е. волновые нормали, для которых pj = nj . В
направлении продольных нормалей распространяется чисто продольная волна. Для аку-
стического тензора (9), (11) получаем уравнения для определения продольных нормалей

[A11(n
2
1 + n2

2) + (A31 + A44)n
2
3 − λ]n1 = 0,

[A11(n
2
1 + n2

2) + (A31 + A44)n
2
3 − λ]n2 = 0, (71)

[(A31 + A44)(n
2
1 + n2

2) + A33n
2
3 − λ]n3 = 0,

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1.

Система (71) имеет следующие решения:

1) n2
1 = 1, n2 = 0, n3 = 0, λ = A11;

2) n1 = 0, n2
2 = 1, n3 = 0, λ = A11;

3) n1 = 0, n2 = 0, n2
3 = 1, λ = A33;

4) n1 = 0, n2
2 =

A33 − A31 − A44

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
, n2

3 =
A11 − A31 − A44

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
,

λ =
A11A33 − (A31 + A44)

2

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
.

(72)

Решение (72) имеет место, если

d = A11 + A33 − 2(A31 + A44) 6= 0

и выполняются неравенства

0 < n2
2 < 1, 0 < n2

3 < 1, 0 < λ. (73)
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Если d = 0, то система (71) не имеет решения вида (72). Неравенства (73) выполняются,
если

A31 + A44 < A33, A31 + A44 < A11,

−
√
A11A33 < A31 + A44 <

√
A11A33

(74)

или

A33 < A31 + A44, A11 < A31 + A44,
√
A11A33 < A31 + A44. (75)

Имеем также следующие решения системы (71):

5) n2
1 =

A33 − A31 − A44

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
, n2 = 0,

n2
3 =

A11 − A31 − A44

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
, λ =

A11A33 − (A31 + A44)
2

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
;

(76)

(для (76) должны выполняться неравенства (74) или (75));

6) n1 6= 0, n2 6= 0, n3 = 0, λ = A11 (77)

(продольная нормаль ni = (n1, n2, 0) — любое направление в плоскости n3 = 0);

7) n2
1 + n2

2 =
A33 − A31 − A44

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
, n2

3 =
A11 − A31 − A44

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
,

λ =
A11A33 − (A31 + A44)

2

A11 + A33 − 2(A31 + A44)
, ni 6= 0, i = 1, 2, 3,

(78)

причем для (78) должны выполняться неравенства (74) или (75).
Из (78) как частные случаи следуют решения (72), (76), из (77) — решения 1, 2, но

и из (78) при A11 − A31 − A44 = 0 следует решение (77). В решениях 1–7 выражения
ρc2 = λ дают значения скорости продольных волн. В [1] рассмотрены не все варианты 1–7
продольных нормалей.

Уравнения (71) являются условиями экстремума [1] формы Ã = Aijklninjnknl при

nini = 1 в случае трансверсально-изотропной среды с модулями (1). При замене модулей
упругости Aijkl (Aij) на коэффициенты податливости aijkl (aij) решения 1–7 системы (71)
определяют направления, в которых модуль Юнга 1/En = aijklninjnknl принимает экстре-
мальные значения 1/En = λ (см. также [23, 24]). В общем случае анизотропии существу-
ет ортогональная система координат, образованная продольными нормалями, в которой
шесть компонент A42, A43, A51, A53, A61, A62 обращаются в нуль, при этом остается толь-
ко 15 независимых модулей упругости Aij [25].

Вернемся к статическим уравнениям (10), (11). Можно показать, что вектору cj3 =
(−∂2, ∂1, 0) ортогонален вектор вида

cj = (α3∂13, α3∂23, α11(∂11 + ∂22) + α33∂33). (79)

Если в (79) α11 = 0, то получаем известное решение Эллиотта [8] (32), (37)–(39). Если
α33 = 0, то получаем решение (42), (47), (48). Объединяя эти решения, получаем решение
(53)–(55). Если в (79) α11 6= 0, α33 6= 0, то соотношение (29) принимает вид

L

 −(A44/2 + A31) ∂13 −∂2

−(A44/2 + A31) ∂23 ∂1

A11(∂11 + ∂22) + (A44/2) ∂33 0

 =

 0 −∂2

0 ∂1

1 0

[
D1D2 0

0 D3

]
, (80)
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где D1D2, D3 даются формулами (12), а матрицы C, B уже не являются квадратными.
С учетом (80) смещения представляются в виде (30)

u1 = −(A44/2 + A31) ∂13ϕ1 − ∂2ϕ2, u2 = −(A44/2 + A31) ∂23ϕ1 + ∂1ϕ2,

u3 = [A11(∂11 + ∂22) + (A44/2) ∂33]ϕ1;
(81)

D1D2ϕ1 =
1

2
A44A11

{(
∂11 + ∂22 +

A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
∂33

)2
+

+
[A33

A11
−

(A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11

)2]
∂3333

}
ϕ1 = 0, (82)

D3ϕ2 = [µ(∂11 + ∂22) + (A44/2) ∂33]ϕ2 = f(x3),

где (f1, f2) = (0, f(x3)) — ядро оператора B из (80). Представление (81), (82) соответству-
ет решению Лехницкого — Ху — Новацкого [14, 15, 26–28]. С учетом матриц (80) находим
оператор симметрии

S = CB′ =

 ∂22 −∂12 −(A44/2 + A31) ∂13

−∂12 ∂11 −(A44/2 + A31) ∂23

0 0 A11 (∂11 + ∂22) + (A44/2) ∂33

 .
Если модули Aij такие, что вместо (22) выполняется неравенство

A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
−

√
A33

A11
=

(
√
A11A33 + A31)(

√
A11A33 − A31 − A44)

A44A11
< 0, (83)

то корни a1, a2 (13) комплексные:

a1 =
A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11
+ i

√
A33

A11
−

[A11A33 − (A44 + A31)A31

A44A11

]2
= α+ iβ,

a2 = a1 = α− iβ, β > 0, i =
√
−1.

(84)

Для реальных материалов A11 > 0, A44 > 0, поэтому из (83) следуют неравенства

A31

A11
< −

√
A33

A11
,

A31

A11
<

√
A33

A11
− A44

A11
; (85)

−
√
A33

A11
<
A31

A11
,

√
A33

A11
− A44

A11
<
A31

A11
, (86)

при выполнении которых корни a1, a2 (84) являются комплексными. Неравенствам (85),
(86) на рис. 2 соответствуют области IV, III. Представление (81), (82) имеет смысл ис-
пользовать в тех случаях, когда выполняются неравенства (85), (86), т. е. когда корни a1,
a2 (84) комплексные, чтобы не использовать комплексные величины и функции, но при
этом оператор D1D2 (82) содержит производные четвертого порядка.

Приведем некоторые примеры. Пусть значения модулей следующие (все Aij отнесены

к A11):
1) A11 = 1, A21 = −0,5, A31 = 2, A33 = 17, A44 = 2, при этом корни a1 = 6,303,

a2 = 2,697 действительные;
2) A11 = 1, A21 = −0,5, A31 = 2, A33 = 17, A44 = 3, при этом корни a1 = 2,333+3,399i,

a2 = 2,333 − 3,399i комплексные. Отметим, что в случаях 1, 2 матрицы Aij являются

положительно-определенными. В [6] приведены другие значения модулей материалов, обо-
значенных через C1, . . . , C4, для которых корни a1, a2 также являются комплексными.
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Существуют также реальные материалы, для которых корни a1, a2 оказываются ком-
плексными, например:

3) для цинка [1] (см. [8])

A11 = 1, A21 = 0,212, A31 = 0,311, A33 = 0,379, A44 = 0,476,

a1 = 0,282 + 0,547i, a2 = 0,282− 0,547i;

4) для кадмия [6]

A11 = 1, A21 = 0,362, A31 = 0,353, A33 = 0,439, A44 = 0,338,

a1 = 0,576 + 0,328i, a2 = 0,576− 0,328i;

5) для борида титана TiB2 [6]

A11 = 1, A21 = 0,594, A31 = 0,464, A33 = 0,638, A44 = 0,725,

a1 = 0,119 + 0,790i, a2 = 0,119− 0,790i.

Чтобы выявить все материалы с модулями Aij , допускающими комплексные корни a1,
a2, необходимо для известных справочных значений модулей Aij проверить выполнение

неравенств (85), (86).
С учетом (84) матрицу D, соответствующую представлению (53), можно записать в

виде

D =

 ∂11 + ∂22 + α ∂33 0 0
0 ∂11 + ∂22 + a3 ∂33 0
0 0 ∂11 + ∂22 + α ∂33

 +

+ i

 β ∂33 0 0
0 0 0
0 0 −β ∂33

 = D(1) + iD(2).

Здесь D(1), D(2) — действительная и мнимая части матрицы D. Аналогично пусть

C = C(1) + iC(2), B = B(1) + iB(2),

тогда соотношение (29) принимает вид

L(C(1) + iC(2)) = (B(1) + iB(2))(D(1) + iD(2)) =

= B(1)D(1) −B(2)D(2) + i(B(2)D(1) +B(1)D(2)).

Сравнивая действительные и мнимые части, получаем

LC(1) = B(1)D(1) −B(2)D(2), LC(2) = B(2)D(1) +B(1)D(2). (87)

По формулам (30) находим представление смещений (функции ϕ, f также считаем ком-
плексными)

u = (C(1) + iC(2))(ϕ(1) + iϕ(2)) = C(1)ϕ(1) − C(2)ϕ(2) + i(C(2)ϕ(1) + C(1)ϕ(2)).

Так как u = u — действительная функция, то должно выполняться равенство

C(2)ϕ(1) + C(1)ϕ(2) = 0, (88)

при этом

u = C(1)ϕ(1) − C(2)ϕ(2). (89)
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Помимо соотношений (87), (88) выполняются последние два уравнения (30):

(D(1) + iD(2))(ϕ(1) + iϕ(2)) = f(1) + if(2), (B(1) + iB(2))(f(1) + if(2)) = 0,

из которых, отделяя действительные и мнимые части, получаем

D(1)ϕ(1) −D(2)ϕ(2) = f(1), D(2)ϕ(1) +D(1)ϕ(2) = f(2); (90)

B(1)f(1) −B(2)f(2) = 0, B(2)f(1) +B(1)f(2) = 0. (91)

Итак, в случае комплексных корней a1, a2 (84) смещения представляются в форме (89),
причем соответствующие матрицы и функции связаны уравнениями (87), (88), (90), (91).
Во всех вариантах представления смещений напряжения записываются в соответствии с

обобщенным законом Гука (3).
Таким образом, в работе рассмотрены все варианты диагонализации трехмерной си-

стемы уравнений (10), (11) в случае трансверсально-изотропных упругих сред. Даны но-
вые представления смещений через потенциальные функции, приведены формулы произ-
водства (операторы симметрии) новых решений. Установлены все ограничения на модули
упругости, при которых обеспечиваются эллиптичность уравнений и существование со-
ответствующих корней. Отмечены случаи, когда имеет место переход к динамическим
уравнениям.
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