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Рассматривается течение вязкой несжимаемой жидкости вдоль нагретого вертикаль-
ного конуса с учетом зависимости вязкости и теплопроводности от температуры. Вяз-
кость и теплопроводность жидкости считаются экспоненциальной и линейной функци-
ями температуры соответственно. Исходные уравнения для ламинарной свободной кон-
векции жидкости приводятся к безразмерным дифференциальным уравнениям с част-
ными производными, которые решаются с использованием неявной конечно-разностной
схемы Крэнка — Николсона. Получены зависимости параметров течения от вязкости и
теплопроводности жидкости.
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Введение. Интерес к исследованию свободной конвекции под влиянием гравитацион-
ных сил обусловлен тем, что это явление встречается в природе и используется в различ-
ных технических устройствах. Если нагретая поверхность контактирует с жидкостью, то
вследствие различия их температур возникают силы плавучести, которые и порождают
свободную конвекцию. Причиной перемещений воздушных масс в атмосфере (ураганы,
снежные бури, муссоны) является свободная конвекция. В основном задачи теплопереноса
возникают при проектировании ядерных реакторов, солнечных батарей, силовых транс-
форматоров, парогенераторов и т. д. Существует большое количество работ, в которых
рассматривалась задача свободной конвекции в потоке вдоль вертикального конуса. В [1, 2]
получены автомодельные решения для случая изотермического конуса, в [3] — для слу-
чая, когда температура стенки конуса задается в виде степенной функции расстояния от
вершины до стенки вдоль образующей. В работе [4] для случая, описанного в [3], прове-
дено исследование течений жидкостей с малым числом Прандтля, получены численные

решения задачи конвекции для жидких металлов и сделан вывод, что для жидкостей
с меньшим числом Прандтля толщина пограничного слоя больше. В [5] изучена лами-
нарная свободная конвекция в вертикальном конусе. В [6] исследован стационарный сме-
шанный конвективный поток через вертикальный конус при значениях числа Прандтля
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Pr = 0,733 (воздух) и Pr = 6,8 (вода). В работах [7, 8] представлены результаты расчетов
для случая свободной конвекции потока пограничного слоя жидкости на вращающемся

конусе при постоянной или изменяющейся температуре его поверхности. В [9] получены
решения задачи о переходной свободной конвекции в ламинарном потоке вязкой несжи-
маемой жидкости на неизотермическом конусе. Исходные уравнения в безразмерном виде
решены методом Крэнка — Николсона. В [10] рассмотрена естественная конвекция потока
на неизотермическом вертикальном конусе при воздействии магнитного поля и теплово-
го излучения, с использованием неявной конечно-разностной схемы Крэнка — Николсона

решены нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных.
Во всех указанных выше работах вязкость и теплопроводность жидкости считались

постоянными вдоль всего потока. Однако известно, что при изменении температуры физи-
ческие свойства жидкости могут существенно меняться [11]. Для более полного изучения
поведения потока необходимо учитывать изменения вязкости и теплопроводности при из-
менении температуры. Зависимости различных физических характеристик жидкостей от
температуры приведены в [12]. В работе [13] рассмотрена задача о быстром нагреве или
охлаждении потока ньютоновской жидкости в канале, в случае когда зависимость вяз-
кости от температуры имеет полиномиальный или экспоненциальный характер. В [14]
исследовано течение вязкой несжимаемой жидкости вдоль нагретой вертикальной пласти-
ны с изменяющимися вязкостью и теплопроводностью. Система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений решалась аналитически и численно. В [15] изучено течение вязкой
несжимаемой жидкости вдоль нагретой вертикальной пластины с учетом изменяющейся

вязкости и теплопроводности при наличии магнитного поля. В работе [16] численно иссле-
дованы тепловое излучение и теплоперенос в потоке оптически плотной вязкой жидкости

через изотермический клин. В [17] изучено влияние теплового излучения и вязкости на
свободную конвекцию нестационарного потока на полубесконечной плоской пластине, на-
ходящейся в однородном магнитном поле. В [18] исследовано стационарное течение нью-
тоновской жидкости с вязкостью, зависящей от температуры, при наличии включения,
которое равномерно нагревается или охлаждается относительно окружающей среды. За-
висимости плотности, вязкости и теплопроводности от температуры в случае свободной
конвекции ламинарного стационарного течения в пограничном слое при наличии теплово-
го излучения и значительном изменении температуры изучены в работе [19]. В [20] иссле-
дован поток несжимаемой вязкой жидкости на непрерывно движущейся полубесконечной

пластине с учетом изменения вязкости и температуры. Влияние теплового излучения и
теплопроводности на теплоперенос через растягивающуюся поверхность с изменяющим-
ся тепловым потоком изучено в [21]. В [22] исследованы течение и теплоперенос вязкой

несжимаемой электропроводящей жидкости через непрерывно движущуюся бесконечную

вертикальную пластину с учетом изменяющейся вязкости. Изменение вязкости и тепло-
проводности в потоке через нагретую непрерывно движущуюся пористую пластину при

наличии магнитного поля изучены в [23]. В работе [24] исследовано влияние скорости хими-
ческих реакций, термофореза, зависимости вязкости от температуры, а также теплового
излучения на тепломассоперенос при свободной конвекции в магнитогидродинамическом

потоке вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости на внезапно начинающей дви-
жение бесконечной наклонной пористой пластине. В [25] проведено численное исследование
течения жидкости вдоль вертикальной пластины при изменяющихся вязкости и теплопро-
водности. Безразмерные исходные уравнения решались численно.

Влияние зависимости вязкости и теплопроводности от температуры проявляется в из-
менении профилей скорости и температуры. При этом изменяются коэффициенты трения
и теплопереноса. В настоящей работе рассматривается задача о свободной конвекции по-
тока вязкой несжимаемой жидкости с изменяющимися вязкостью и теплопроводностью
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вдоль изотермического вертикального конуса. Предполагается, что вязкость и теплопро-
водность жидкости являются экспоненциальной и линейной функциями температуры со-
ответственно. Безразмерные исходные уравнения решаются численно с использованием
неявной конечно-разностной схемы. Получены зависимости скорости, температуры, на-
пряжения сдвига и коэффициента теплопереноса от вязкости и теплопроводности.

1. Постановка задачи. Ниже формулируется задача о двумерной нестационарной
свободной конвекции ламинарного потока вязкой несжимаемой жидкости с изменяющими-
ся вязкостью и теплопроводностью в вертикальном конусе.

При постановке задачи использованы следующие предположения:
1. Координата x задает расстояние вдоль поверхности конуса от его вершины (x = 0),

а координата y — расстояние вдоль внешней нормали к поверхности конуса.
2. Рассматривается изотермический вертикальный конус с локальным радиусом r,

имеющий полуугол раствора ϕ. Стенки конуса имеют температуру T ′∞.
3. Температура окружающей жидкости равна T ′∞. При t′ > 0 температура поверхно-

сти конуса равна T ′w > T ′∞.
4. Вязкой диссипацией энергии пренебрегается.
5. Все физические свойства жидкости постоянны, за исключением вязкости, которая

изменяется по экспоненциальному закону, теплопроводности, которая изменяется по ли-
нейному закону в зависимости от температуры жидкости, а также плотности, изменение
которой оказывает существенное влияние на свободную конвекцию.

Исходные уравнения неразрывности, импульса и энергии для пограничного слоя рас-
сматриваются в приближении Буссинеска.

С учетом принятых предположений уравнения сохранения в задаче о стационарном

двумерном ламинарном пограничном слое записываются в виде
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где u, v — компоненты скорости в направлениях x и y соответственно; ρ — плотность

жидкости; T ′ — температура жидкости в пограничном слое; t′ — время; T ′∞ — темпера-
тура на бесконечности; β — объемный коэффициент теплового расширения; Cp — удель-
ная теплоемкость; µ — динамическая вязкость; g — ускорение свободного падения; k —
теплопроводность жидкости.

Начальные и граничные условия имеют вид

t′ 6 0: u = 0, v = 0, T ′ = T ′∞,

t′ > 0: u = 0, v = 0, T ′ = T ′w при y = 0,

u = 0, T ′ = T ′∞ при x = 0, (4)

u→ 0, T ′ → T ′∞ при y →∞.

Зависимости вязкости и теплопроводности от безразмерной температуры T записы-
ваются следующим образом [13, 14, 18, 21, 26]:

µ = µ0 e−λT ; (5)

k = k0(1 + γT ). (6)

Здесь λ, γ — параметры вязкости и теплопроводности соответственно; µ0, k0 — динами-
ческая вязкость и теплопроводность при температуре T ′w.
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Введем следующие безразмерные величины:
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x

L
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y

L
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ν
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k0
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ρ

(7)

(L — характерная длина; ν — кинематическая вязкость; Gr — число Грасгофа; Pr —
число Прандтля; r = x sin ϕ).

Уравнения (1)–(3) приводятся к безразмерной форме
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Соответствующие начальные и граничные условия имеют вид

t 6 0: U = 0, V = 0, T = 0,

t > 0: U = 0, V = 0, T = 1 при Y = 0,

U = 0, T = 0 при X = 0, (11)

U → 0, T → 0 при Y →∞.

Уравнения (8)–(10) с граничными условиями (11) описывают свободно-конвективный
нестационарный ламинарный поток в пограничном слое с изменяющимися вязкостью и

теплопроводностью вдоль изотермического полубесконечного вертикального конуса.
2. Численный метод. Двумерные нелинейные нестационарные дифференциальные

уравнения в частных производных (8)–(10) с начальными и граничными условиями (11)
решаются с помощью неявной конечно-разностной схемы Крэнка — Николсона, которая
является быстросходящейся и безусловно устойчивой.

Ниже приведены конечно-разностные уравнения, соответствующие уравнениям (8)–
(10):
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Значения локального поверхностного трения τ и числа Нуссельта Nu в точке X = 1,0
для стационарного течения при n = 0, λ = 0, γ = 0, полученные в данной работе и работе [4]

Pr
τ Nu

Данные [4] Данные настоящей работы Данные [4] Данные настоящей работы

0,1 1,096 00 1,102 36 0,211 30 0,209 22
0,7 0,819 50 0,825 66 0,451 10 0,447 71
1,0 0,769 40 0,775 24 0,510 40 0,506 70
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В качестве области интегрирования рассматривается прямоугольник со сторонами

Xmax = 1 и Ymax = 16. Граничные условия при Ymax соответствуют граничным условиям

на бесконечности. Выбор значения Ymax = 16 обусловлен тем, что при этом значении

удовлетворяются два последних граничных условия (11). В (12)–(14) индекс i обозначает
узел сетки в направлении X, j — в направлении Y , m — в направлении t.

Конечно-разностная система уравнений решается c помощью алгоритма Томаса [27].
3. Результаты исследования и их обсуждение. В расчетах значения параметров

потока λ, γ, а также число Прандтля Pr выбирались в следующих интервалах [11, 14]:
для воздуха −0,7 6 λ 6 0, 0 6 γ 6 6, Pr = 0,733, для воды 0 6 λ 6 0,6, 0 6 γ 6 0,12,
0 6 Pr 6 6.

В таблице приведены значения локального поверхностного трения τ и локального чис-
ла Нуссельта Nu при различных значениях числа Прандтля (вязкость и теплопроводность
являются постоянными (λ = 0, γ = 0)) в точке X = 1,0 для стационарного течения, а так-
же результаты работы [4].

На рис. 1–8 показаны профили скорости вдоль координаты Y при X = 1,0 и раз-
личных значениях параметров вязкости, теплопроводности и числа Прандтля Pr. Видно,
что скорость увеличивается, достигает максимального значения (0 6 Y 6 1,5) и затем
постепенно уменьшается до нуля при Y → ∞. Также замечено, что скорость и темпера-
тура возрастают с увеличением времени и достигают локального максимума по времени,
соответствующего стационарному состоянию.

На рис. 1, 2 представлены профили скорости и температуры вдоль координаты Y
при γ = 2, Pr = 0,733. Видно, что скорость со временем возрастает от нуля, достигает
максимума U = 0,469 13 при t = 2,18, а затем уменьшается до значения, соответствующего
стационарному состоянию (U = 0,452 98 при t = 3,59).

На рис. 3, 4 представлены профили скорости и температуры при λ = −0,3, Pr = 0,733.
Время, необходимое для достижения стационарного состояния, увеличивается с умень-
шением γ. Следует отметить, что с увеличением γ происходит значительное увеличение
скорости и температуры.

На рис. 5, 6 представлены профили скорости и температуры при γ = 0,04, Pr = 2 и
различных значениях λ. Из результатов численных расчетов следует, что время, необхо-
димое для достижения локального максимума и стационарного состояния, уменьшается с
увеличением параметра вязкости λ. Рост параметра вязкости λ приводит к увеличению
скорости потока вблизи поверхности конуса, поскольку вязкость воды уменьшается.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Распределения скорости по координате Y при γ = 2, Pr = 0,733 и различных
значениях параметров λ, t:
1, 2 — λ = 0 (1 — t = 2,09, 2 — t = 3,44), 3, 4 — λ = −0,1 (3 — t = 2,12, 4 — t = 3,49), 5, 6 —
λ = −0,3 (5 — t = 2,18, 6 — t = 3,59), 7, 8 — λ = −0,5 (7 — t = 2,24, 8 — t = 3,68), 9 — λ = 0,
t = 0,82; сплошные линии — неустановившийся режим, штриховые — установившийся режим

Рис. 2. Распределения температуры по координате Y при γ = 2, Pr = 0,733 и различных
значениях параметров λ, t:
1, 2 — λ = −0,5 (1 — t = 1,80, 2 — t = 3,68), 3, 4 — λ = −0,3 (3 — t = 1,71, 4 — t = 3,59), 5, 6 —
λ = −0,1 (5 — t = 1,67, 6 — t = 3,49), 7, 8 — λ = 0 (7 — t = 1,63, 8 — t = 3,44), 9 — λ = −0,5,
t = 0,52; сплошные линии — неустановившийся режим, штриховые — установившийся режим
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Рис. 3. Распределения скорости по координате Y при λ = −0,3, Pr = 0,733 и различных
значениях параметров γ, t:
1, 2 — γ = 4 (1 — t = 1,79, 2 — t = 3,29), 3, 4 — γ = 2 (3 — t = 2,18, 4 — t = 3,59), 5, 6 — γ = 0
(5 — t = 2,66, 6 — t = 3,98), 7 — γ = 4, t = 0,75; сплошные линии — неустановившийся режим,
штриховые — установившийся режим

Рис. 4. Распределения температуры по координате Y при λ = −0,3, Pr = 0,733 и
различных значениях параметров γ, t:
1, 2 — γ = 4 (1 — t = 2,10, 2 — t = 3,29), 3, 4 — γ = 2 (3 — t = 1,71, 4 — t = 3,59), 5, 6 —
γ = 0 (5 — t = 2,20, 6 — t = 3,98); сплошные линии — неустановившийся режим, штриховые —
установившийся режим
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Рис. 5. Распределения скорости по координате Y при γ = 0,04, Pr = 2 и раз-
личных значениях параметров λ, t:
1, 2 — λ = 0,4 (1 — t = 2,96, 2 — t = 4,71), 3, 4 — λ = 0,2 (3 — t = 3,05, 4 — t = 4,78),
5, 6 — λ = 0 (5 — t = 3,18, 6 — t = 4,85), 7 — λ = 0,4, t = 0,75; сплошные линии —
неустановившийся режим, штриховые — установившийся режим

Рис. 6. Распределения температуры по координате Y при γ = 0,04, Pr = 2 и
различных значениях параметров λ, t:
1, 2 — λ = 0 (1 — t = 2,70, 2 — t = 4,85), 3, 4 — λ = 0,2 (3 — t = 2,58, 4 —
t = 4,78), 5–7 — λ = 0,4 (5 — t = 2,49, 6 — t = 4,71, 7 — t = 0,50); сплошные линии —
неустановившийся режим, штриховые — установившийся режим

Из рис. 5 следует, что максимум скорости достигается вблизи поверхности конуса при
больших значениях λ. Это обусловлено тем, что при переменной вязкости (λ > 0) вблизи
нагретой поверхности жидкость движется быстрее, так как при λ > 0 вязкость жидкости
меньше, чем в случае, когда она постоянна.

На рис. 6 видно, что с ростом λ температура уменьшается. Это согласуется с тем
фактом, что максимальное значение скорости увеличивается с ростом λ.

На рис. 7, 8 показаны профили скорости и температуры при λ = 0,3, Pr = 2 и раз-
личных значениях γ. Видно, что время, необходимое для достижения стационарного со-
стояния, с увеличением значения γ уменьшается. Из рис. 7 следует, что с увеличением γ
скорость возрастает. На поверхности конуса теплопроводность не меняется, однако на
значительном расстоянии от него она меняется существенно. Кроме того, с увеличением
значения γ температура жидкости возрастает.

Важными характеристиками потока являются напряжение сдвига и скорость тепло-
обмена на поверхности конуса.

Локальное напряжение сдвига на поверхности конуса определяется формулой

τx =
(
µ

∂u

∂y

)∣∣∣
y=0

. (15)

Подставляя безразмерные величины из уравнений (5), (6) в (15), получаем выражение для
поверхностного трения в безразмерном виде

τX = e−λ Gr3/4
(∂U

∂Y

)∣∣∣
Y =0

. (16)
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Рис. 7. Распределения скорости по координате Y при λ = 0,3, Pr = 2 и различ-
ных значениях параметров γ, t:
1, 2 — γ = 0,06 (1 — t = 2,99, 2 — t = 4,73), 3, 4 — γ = 0,03 (3 — t = 3,01, 4 — t = 4,75),
5, 6 — γ = 0 (5 — t = 3,03, 6 — t = 4,77), 7 — γ = 0,06, t = 0,50; сплошные линии —
неустановившийся режим, штриховые — установившийся режим

Рис. 8. Распределения температуры по координате Y при λ = 0,3, Pr = 2 и
различных значениях параметров γ, t:
1, 2 — γ = 0,06 (1 — t = 2,51, 2 — t = 4,73), 3, 4 — γ = 0,03 (3 — t = 2,51, 4 — t = 4,75),
5, 6 — γ = 0 (5 — t = 2,55, 6 — t = 4,77), 7 — γ = 0,06, t = 0,60; сплошные линии —
неустановившийся режим, штриховые — установившийся режим

Уравнение для среднего поверхностного трения в безразмерной форме записывается сле-
дующим образом:

τ̄ = e−λ Gr3/4

1∫
0

(∂U

∂Y

)∣∣∣
Y =0

dX. (17)

Локальное число Нуссельта определяется формулой

Nux = − −L

k0(T ′w − T ′∞)

(
k

∂T ′

∂y

)∣∣∣
y=0

. (18)

Подставляя безразмерные переменные из уравнений (5), (7) в (18), получаем выражение
для локального числа Нуссельта

NuX = −Gr1/4(1 + γ)
(∂T

∂Y

)∣∣∣
Y =0

. (19)

Среднее число Нуссельта определяется формулой

Nu = −2 Gr1/4(1 + γ)

1∫
0

(∂T

∂Y

)∣∣∣
Y =0

dX. (20)

Производные, входящие в уравнения (16), (17), (19), (20), вычисляются по формуле
пятиточечной аппроксимации, а интегралы — по замкнутой формуле Ньютона — Котеса.

На рис. 9 приведена зависимость локального поверхностного трения, вычисленного из
уравнения (16), от координаты X при различных значениях параметров λ, γ, Pr. Видно,
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Рис. 9. Распределения локального поверхностного трения по координате X при

различных значениях Pr, γ, λ:
1–4 — Pr = 0,733 (1 — λ = −0,5, γ = 4; 2 — λ = −0,5, γ = 2; 3 — λ = −0,3, γ = 2; 4 —
λ = −0,1, γ = 2), 5–7 — Pr = 2 (5 — λ = 0,2, γ = 0,04; 6 — λ = −0,3, γ = 0,3; 7 — λ = 0,
γ = 0,04)

Рис. 10. Распределения локального числа Нуссельта по координате X при раз-
личных значениях Pr, γ, λ:
1–4 — Pr = 0,733 (1 — λ = −0,5, γ = 4; 2 — λ = −0,5, γ = 2; 3 — λ = −0,1, γ = 2;
4 — λ = −0,3, γ = 2), 5–8 — Pr = 2 (5 — λ = 0,2, γ = 0,04; 6 — λ = 0,4, γ = 0,04; 7 —
λ = 0,3, γ = 0,06; 8 — λ = 0,3, γ = 0,03)

что с увеличением X локальное поверхностное трение возрастает. Заметим, что поверх-
ностный сдвиг уменьшается с увеличением значения параметра вязкости λ. С ростом зна-
чения параметра теплопроводности γ локальное поверхностное трение увеличивается. На
рис. 10 показана зависимость локального числа Нуссельта от координаты X для стацио-
нарного течения при различных значениях параметров λ, γ. Видно, что с увеличением па-
раметров вязкости и теплопроводности локальная скорость теплопереноса увеличивается.

На рис. 11 представлена зависимость средних значений поверхностного трения, вы-
численных из уравнения (17), от времени при различных значениях параметров вязкости
и теплопроводности для воздуха и воды. Видно, что среднее поверхностное трение уве-
личивается со временем и через некоторый промежуток времени достигает значения, со-
ответствующего стационарному течению. С увеличением параметра вязкости λ величина
среднего поверхностного трения уменьшается, а с увеличением параметра теплопроводно-
сти γ — увеличивается. На рис. 12 показана зависимость среднего значения числа Нус-
сельта от времени. Видно, что при уменьшении λ и γ среднее значение числа Нуссельта
уменьшается.

Заключение. Проведено численное исследование ламинарного свободно-
конвективного потока жидкости через изотермический вертикальный конус при из-
меняющихся вязкости и теплопроводности. Предполагалось, что вязкость жидкости

изменяется как экспоненциальная функция температуры, а теплопроводность — как

линейная функция. Исходные уравнения в безразмерном виде решались с использованием
эффективной неявной конечно-разностной схемы Крэнка — Николсона. Проведено срав-
нение результатов численных расчетов, полученных в настоящей работе, с известными
данными. Показано, что они хорошо согласуются. Проведенное исследование позволяет
сделать следующие выводы.
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Рис. 11. Зависимость средних значений поверхностного трения от времени при
различных значениях Pr, γ, λ:
1–3 — Pr = 0,733 (1 — λ = −0,5, γ = 2; 2 — λ = −0,3, γ = 2; 3 — λ = −0,1, γ = 2),
4–7 — Pr = 2 (4 — λ = 0,2, γ = 0,04; 5 — λ = 0,3, γ = 0,03; 6 — λ = 0,3, γ = 0,06; 7 —
λ = 0,4, γ = 0,04)

Рис. 12. Зависимость среднего значения числа Нуссельта от времени при раз-
личных значениях Pr, γ, λ:
1–3 — Pr = 0,733 (1 — λ = −0,1, γ = 2; 2 — λ = −0,3, γ = 2; 3 — λ = −0,5, γ = 2),
4–7 — Pr = 2 (4 — λ = 0,4, γ = 0,04; 5 — λ = 0,3, γ = 0,06; 6 — λ = 0,3, γ = 0,03; 7 —
λ = 0,2, γ = 0,04)

С увеличением параметра λ (вязкость воздуха уменьшается) скорость U вблизи по-
верхности конуса возрастает, а на значительном расстоянии от нее уменьшается.

Влияние теплопроводности на скорость и температуру является более существенным

в начальный период.
Различие значений локального максимума скорости и максимума скорости, соответ-

ствующего стационарному состоянию, возрастает с увеличением параметра теплопровод-
ности γ, однако для профилей температуры наблюдается обратная зависимость.

С ростом параметров вязкости и теплопроводности локальная скорость теплопереноса

увеличивается.
Пренебрежение зависимостью вязкости и теплопроводности жидкости от температу-

ры приводит к возникновению существенных погрешностей. Таким образом, для получе-
ния более точных результатов расчетов необходимо учитывать эту зависимость.
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