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В работе изучаются всевозможные разностные схемы для уравнения переноса на косых шаблонах,
т. е. схемы, использующие различные пространственные сетки на разных временны́х слоях. Такого рода
схемы могут быть полезны при решении краевых задач с подвижными границами, при использовании
регулярных сеток нестандартной структуры, например треугольных или сотовых, а также при исполь-
зовании адаптивных методов.

Для исследования устойчивости схем на косых шаблонах используются анализ первого дифферен-
циального приближения и дисперсионный анализ. Анализируется смысл условий устойчивости с точки
зрения ограничений на расположение элементов шаблона относительно характеристик уравнения, а так-
же проводится сравнение результатов с геометрическими интерпретациями устойчивости классических
схем. В работе представлены обобщения косых схем на случай квазилинейного уравнения переноса и
приведены результаты численных экспериментов для них.
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In this paper, we study various difference schemes on oblique stencils, i.e., the schemes using different
space grids on different time levels. Such schemes can be useful when solving boundary value problems with
moving boundaries and when using the regular grids of a non-standard structure (for example, triangular or
cellular) and, also, when applying the adaptive methods.

To study the stability, we use the analysis of First Differential Approximation of finite difference schemes
and the dispersion analysis. We study the meaning of the stability conditions as constraints on the geometric
location of stencil elements with respect to the characteristics of the equation. In addition, we compare
our results with the geometric interpretation of the stability of classical schemes. The paper also presents
the generalization of oblique schemes in the case of the quasi-linear equation of transport and numerical
experiments for these schemes.
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Введение

Обычно разностные схемы для решения динамических задач записываются на пря-
мых шаблонах, для которых пространственная сетка на обоих временны́х слоях одна и
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та же. Даже при использовании классических адаптивных методов, связанных с непо-
средственной перестройкой сетки [1–3] на каждом временно́м слое, разностная задача
сначала решается на прямом шаблоне, а затем сетка перестраивается, адаптируясь к
полученному профилю решения, после чего осуществляется интерполяция решения со
старой сетки на новую. Впрочем, спектр адаптивных методов очень широк [4], и в данном
случае речь не идет о классе адаптивных методов, опирающихся на подходящее преоб-
разования координат [4, 5], когда фактически задача решается в новых переменных на
фиксированной равномерной сетке.

Обычно при расчетах в исходных физических координатах дифференциальное урав-
нение проще, но зато сетка в адаптивных методах требует перестройки, а при автомати-
ческом способе сетка равномерна, но уравнение отягощено преобразованием, зависящим
от решения. Для простых схем первого и второго порядка точности наличие нелиней-
ности в преобразованном уравнении не вызывает никаких затруднений при построении
разностных аппроксимаций, поэтому для них предпочтителен второй способ. Но для
построения аппроксимаций высоких порядков точности нелинейность в дифференци-
альном операторе, напротив, является существенным препятствием [6, 7]. А поскольку
автору близка именно тематика компактных схем, то его выбор в пользу классического
подхода, при котором задача решается в исходных физических переменных, становится
ясным.

Для адаптивных схем выше первого порядка точности линейная интерполяция ре-
шения понизила бы порядок точности метода в целом до первого. Но полиномиальная
или сплайновая интерполяция, формально более точная по порядку, в задачах с неод-
нородным характером решения способна приводить к значительной фактической потере
точности в зонах больших градиентов. Поэтому представляется крайне желательным по
возможности вовсе исключить интерполяцию из цепочки вычислений, а это легко удает-
ся сделать, используя именно схемы на косых шаблонах. Для этого необходимо сначала
каким-нибудь образом определить сетку на следующем слое, решение на котором еще
не известно, а потом решать разностную задачу на данный момент времени, используя
схемы на косых шаблонах.

Данные соображения относительно возможности обойти интерполяционные пробле-
мы при реализации адаптивных методов и явились первопричиной интереса автора к
разностным схемам на косых шаблонах, а иные области их приложения, такие как кра-
евые задачи с подвижными границами и использование непрямоугольных регулярных
сеток (например треугольных или сотовых), явились дополнительными элементами мо-
тивации к их исследованию. В дальнейшем мы абстрагируемся от способов генерации
сеток и займемся исключительно разностными схемами, предполагая известными раз-
личные сетки на различных временны́х слоях. Объектом исследования будут линейное
и квазилинейное уравнения переноса с одной пространственной переменной.

1. Простейшая явная схема

Для уравнения переноса

∂U

∂t
+ c

∂U

∂x
= 0, c = const, (1)

рассмотрим косой аналог явной схемы с двумя узлами на нижнем слое

un+1(x+ α) = un(x) +D
un(x+ h)− un(x)

h
, D = α− cτ. (2)
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Здесь x = xni и x+h = xni+1 — координаты двух последовательных узлов неравномерной
сетки нижнего слоя, x + α = xn+1

i — координата узла сетки на верхнем слое, τ — шаг
по времени, пространственный шаг предполагается переменным, а h — его локальное
значение для данного узла сетки. Будем предполагать, что имеет место естественное
для гиперболического случая соотношение шагов τ = O(h). Предполагается также, что α
также имеет равный порядок малости c h. Используя продолженную систему, вычислим
разложение невязки схемы (2) на достаточно гладких решениях уравнения (1):

ψ =
D2 −Dh

2

∂2U

∂x2
+O(τ3 + h3).

Очевидно, порядок погрешности аппроксимации схемы на единицу меньше порядка не-
вязки, так как запись схемы (2) отличается от канонической формы множителем τ .
Следовательно, схема (2) аппроксимирует уравнение (1) с первым порядком, при этом
ее первое дифференциальное приближение (ПДП)

∂U

∂t
+ c

∂U

∂x
=
D(h−D)

2τ

∂2U

∂x2

является параболичным при условии 0 < D < h, что равносильно ограничению на пара-
метр Куранта:

α

h
− 1 < K <

α

h
, K =

cτ

h
. (3)

Геометрический смысл неравенства (3) заключается в том, что для характеристики, про-
ходящей через узел (x+α, t+τ) верхнего временно́го слоя, точка ее пересечения с нижним
слоем расположена между узлами шаблона (x, t) и (x+ h, t). При этом решение на верх-
нем слое выражается как линейная комбинация с положительными коэффициентами
значений решения в узлах нижнего слоя, как это имеет место для традиционных явных
схем на шаблоне “уголок”.

При этом же условии (3) множители возрастания всех гармоник по модулю строго
меньше единицы. В самом деле, для коэффициента возрастания ρ гармоники exp(iωx)
имеем дисперсионное соотношение

ρeiωα = 1− D

h
(1− eiωh),

откуда следует

|ρ|2 = 1− 4
D(h−D)

h2
sin2 ωh

2
< 1,

так как, согласно (3), D = α− cτ ∈ (0, h).
Таким образом, имеет место полная аналогия с традиционными схемами первого по-

рядка точности, для которых условия устойчивости схемы, параболичности ее ПДП и
монотонности эквивалентны [8].

В частном случае (α = h) схема (2) совпадает с явной схемой с левосторонней раз-
ностью, при α = 0 — с правосторонней, а при α = h/2 — со схемой Лакса, а также
с первым шагом схемы предиктор–корректор. Во всех перечисленных частных случа-
ях общее условие устойчивости (3) для косых схем переходит в условие Куранта для
традиционных схем.

Остается добавить, что в нелинейном случае

∂U

∂t
+
∂Φ

∂x
= 0 (4)

аналог схемы (2) имеет вид
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un+1(x+ α) = un(x) + α
un(x+ h)− un(x)

h
− τ φ

n(x+ h)− φn(x)

h
. (5)

Порядок аппроксимации для нее также первый по каждой переменной.

2. Простейшая неявная схема

Рассмотрим косой аналог

un+1(x) +B
un+1(x+ h)− un(x)

h
= un(x+ α), B = α+ cτ, (6)

обычной неявной схемы. Здесь x и x + h — координаты двух последовательных узлов
неравномерной сетки верхнего слоя, а x + α — координата узла сетки на нижнем слое,
h и α — локальные значения шагов. Легко убедиться, что схема (6) аппроксимирует
уравнение (1) с первым порядком, и ПДП схемы имеет вид

∂U

∂t
+ c

∂U

∂x
=
B(B − h)

2τ

∂2U

∂x2
.

Условием параболичности ПДП является неравенство B(B−h) > 0, истинное при B < 0
или при B > h. Первое из них выполняется, когда характеристика, проходящая через
узел (x, t + τ) на верхнем слое, остается внутри треугольника с вершинами, образую-
щими шаблон схемы. Второе неравенство имеет аналогичный смысл, но по отношению
ко второму узлу верхнего слоя: характеристика из узла (x + h, t + τ) проходит внутри
треугольника, образованного узлами шаблона. Таким образом, в общем случае область
устойчивости представляет собой объединение двух вееров характеристик, определяе-
мых неравенствами

сτ < −α, cτ > h− α. (7)

Данная геометрическая интерпретация полностью согласуется с интерпретацией устой-
чивости для чисто неявных схем с односторонними разностями на прямых шаблонах с
α = 0 или α = h.

При этом же условии (7) множители возрастания всех гармоник по модулю строго
меньше единицы. В самом деле, для коэффициента возрастания гармоник имеем дис-
персионное соотношение

ρ

(
1 +

B

h

(
eiωh − 1

))
= eiωα,

откуда следует

|ρ|2 =

(
1 + 4

B(B − h)

h2
sin2 ωh

2

)−1

< 1.

Таким образом, и в случае неявных косых схем свойства устойчивости и параболичности
ПДП эквивалентны, как и для традиционных схем [8].

3. Косой аналог схемы Лакса–Вендроффа

Как известно, классическую схему Лакса–Вендроффа на равномерной сетке можно
записать как двухшаговую с промежуточным шагом в виде схемы Лакса и с корректором
на ромбовидном шаблоне, а также непосредственно в целых шагах как явную схему на
шаблоне с тремя узлами на нижнем слое. По аналогии с классическим вариантом схему
на косом шаблоне запишем в одношаговой форме

un+1(x+ α) = a−u
n(x− h−) + a0 u

n(x) + a+u
n(x+ h+). (8)
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Заметим, что схема (8) обобщает классическую схему Лакса–Вендроффа одновременно
в двух смыслах: как обобщение на случай неравномерной сетки (h− 6= h+) и в смысле
перехода от прямого шаблона к косому (α 6= 0). Нетрудно установить, что погрешность
схемы есть величина O(τ2 + h2) при выполнении условий аппроксимации:

a− + a0 + a+ = 1, −a−h− + a+h+ = D, a−h
2
− + a+h

2
+ = D2

(здесь и в дальнейшем D = α−cτ), из которых однозначно определяются коэффициенты
схемы:

a− =
D(D − h+)

h−(h+ + h−)
, a+ =

D(D + h−)

h+(h+ + h−)
, a0 =

(h+ −D)(D + h−)

h+h−
. (9)

В частном случае (α = 0 и h+ = −h− = h) коэффициенты схемы приобретают вид

a− =
K(K + 1)

2
, a0 = 1−K2, a+ =

K(K − 1)

2
,

где K = cτ/h — параметр Куранта, т. е. косая схема переходит в обычную схему Лакса–
Вендроффа на равномерной сетке, устойчивую при условии K2 ≤ 1. Для классической
схемы Лакса–Вендроффа средний коэффициент a0 неотрицателен, а крайние имеют раз-
ные знаки, в связи с чем схема не гарантирует сохранения монотонности. Легко прове-
рить, что и в общем случае косой схемы при условии

−h− ≤ D ≤ h+, (10)

коэффициентам схемы (9) присущи ровно те же свойства: a0 ≥ 0, a−a+ ≤ 0. Заметим
также, что условие (10) является прямым обобщением условия Куранта (так как в случае
прямого шаблона D = −cτ), и при его выполнении характеристика, проходящая через
вершину шаблона, пересекает нижний слой в пределах основания шаблона (x− h−, x +
h+), как для классической схемы.

Проведем гармонический анализ схемы. Для множителя возрастания гармоники име-
ем соотношение

ρeiαω = 1− a−(1− e−ih−ω)− a+(1− eih+ω).

Выражая тригонометрические функции через синусы и косинусы половинных углов,
после несложных преобразований получим

|ρ|2 = 1− 4a−(1− a−) sin2 ψ− − 4a+(1− a+) sin2 ψ+ − 8a−a+ sinψ− sinψ+ cos(ψ+ − ψ−),

где ψ+ = h+ω/2, ψ− = h−ω/2. Отсюда следует, что условие устойчивости |ρ|2 ≤ 1 экви-
валентно неравенству

a−(1− a−) sin2 ψ− + a+(1− a+) sin2 ψ+ + 2a−a+ sinψ− sinψ+ cos(ψ+ − ψ−) ≥ 0,

которое после подстановки в него коэффициентов (9) и сокращения на одинаковые по-
ложительные множители приобретает вид

A− sin2 ψ− +A+ sin2 ψ+ + 2A0 sinψ− sinψ+ cos(ψ+ − ψ−) ≥ 0, (11)

где
A− = D(D − h+ − h−)h2+, A+ = D(D + h+ + h−)h2−, A0 = −D2h−h+.
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В общем случае исследование неравенства (11) затруднительно, и причиной является не
косой шаблон, а неравномерность сетки. Иначе говоря, при неравномерной сетке иссле-
дование неравенства так же проблематично, как и в случае прямого шаблона. Однако в
предположении близости пространственных шагов h± = h± ε главный член разложения
левой части неравенства (11) по малому параметру ε имеет вид (A− + A+ + 2A0) sin2 ψ,
а коэффициенты приобретают вид

A− = Dh2(D − 2h), A+ = Dh2(D + 2h), A0 = −D2h2,

и неравенство (11) в первом приближении оказывается истинным.

4. Косая схема предиктор–корректор

Предположим, что косой треугольный шаблон сетки задан координатами узлов x−h−,
x, x+h+ на нижнем слое и x+α на верхнем. Введем промежуточный слой t+τ/2, причем
узлы сетки на нем x+α−, x+α+ определим так, чтобы они лежали на боковых сторонах
треугольного шаблона схемы в целых шагах. Это означает, что

α− =
α− h−

2
, α+ =

α+ h+
2

.

На первом полушаге применим рассмотренную выше явную схему (2):

un+1/2(x+ α−) = un(x) + b−
un(x)− un(x− h−)

h−
, b− = α− −

cτ

2
,

(12)

un+1/2(x+ α+) = un(x) + b+
un(x+ h+)− un(x)

h+
, b+ = α+ −

cτ

2
,

а на втором —

un+1(x+ α) = Lun(x)− b0
un+1/2(x+ α+)− un+1/2(x+ α−)

α+ − α−
, (13)

где линейная комбинация

Lun = a+u
n(x+ h+) + a0u

n(x) + a−u
n(x− h−)

имеет неопределенные коэффициенты, параметр b0 также пока остается свободным.
Исключив промежуточный шаг из системы (12), (13) и требуя затем, чтобы схема

в целых шагах аппроксимировала уравнение (1) со вторым порядком, получим систему
уравнений для определения коэффициентов:

a+ + a0 + a− = 1,

h+a+ − h−a− = D + b0, (14)

h2+a+ + h2−a− = D2 + b0(D + h+ − h−),

из которой находим
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a+ =
D(D + h−) + b0(D + h+)

h+(h+ + h−)
,

a− =
D(D − h+) + b0(D − h−)

h−(h+ + h−)
, (15)

a0 = 1− a− − a+.

Ясно, что при частном значении b0 = 0 шаг предиктор (12) теряет смысл, поскольку
в этом случае промежуточные значения не используются при вычислении окончатель-
ного выражения решения, а корректор (13) оказывается рассмотренным выше косым
аналогом схемы Лакса–Вендроффа в целых шагах.

Возникает вопрос, нельзя ли выбрать свободный параметр b0 так, чтобы повысить
порядок точности до третьего. Ответ на этот вопрос отрицательный. Для проверки дан-
ного утверждения удержим еще одно слагаемое в разложении невязки и дополним си-
стему (14) уравнением

h3+a+ + h3−a− = D3 + b0(h
2
+ − h+h− + h2− +D(h+ − h−)),

которое является условием обращения в нуль следующего члена разложения погрешно-
сти. Подставим в него выражения коэффициентов a+, a−, заданных формулами (15).
После приведения подобных и сокращений получим вырожденное уравнение

0 b0 = D(h+ −D)(D + h−)

с нулевым коэффициентом при неизвестной переменной b0, в общем случае не имеющее
решения. Исключения составляют тривиальные случаи D = −h−, D = 0 и D = h+,
когда для любых b0 порядок точности бесконечен. Эти три случая реализуются, когда
характеристика, проходящая через узел верхнего слоя, содержит также один из трех
узлов шаблона нижнего слоя.

Возникает также вопрос, можно ли в корректоре (13) выбрать параметры так, чтобы
линейная комбинации Lun содержала бы только одно центральное значение un(x), как
это имеет место в классической схеме Лакса–Вендроффа на равномерной сетке. Для
этого, очевидно, крайние коэффициенты должны исчезнуть: a+ = a− = 0. Подставив
нулевые значения a+, a− в (15), приходим к системе двух уравнений:

b0 = −D, D(h+ − h−) = 0.

Если исключить тривиальный случай D = b0 = 0, когда характеристика соединяет верх-
ний узел шаблона с центральным узлом на нижнем слое, то остается лишь вариант
равномерной сетки h+ = h−. Следовательно, наличие на шаге корректора (13) нетриви-
альной линейной комбинация Lun обусловлено неравномерностью сетки и присуще как
традиционным схемам, так и схемам на косых шаблонах.

Таким образом, схема (12), (13) при любом параметре b0 аппроксимирует уравне-
ние (1) со вторым порядком. При частном значении b0 = cτ схема приобретает форму,
знакомую по классической схеме предиктор–корректор на прямом шаблоне.

5. Схема предиктор–корректор в нелинейном случае

Прямое обобщение схемы (12), (13) при b0 = cτ на случай нелинейного уравнения (4)
дает схему:
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un+1/2(x+ α+) = un(x) + α+∆+u
n − τ

2
∆+φ

n, ∆+v =
v(x+ h+)− v(x)

h+
,

(16)

un+1/2(x+ α−) = un(x) + α−∆−u
n − τ

2
∆−φ

n, ∆−v =
v(x)− v(x− h−)

h−
,

un+1(x+ α) = Lun(x)− τ∆φn+1/2, ∆φ =
φ(x+ α+)− φ(x+ α−)

α+ − α−
. (17)

Однако, в отличие от частного случая равномерной сетки и прямого шаблона, в общем
случае схема (16), (17) имеет погрешность аппроксимации не второго, а первого порядка.
Докажем это утверждение.

С этой целью разложим выражения предиктора в окрестности (x, t) с точностью до
членов третьего порядка малости:

un+1/2(x+ α+) = u+ α+

(
ux +

h+
2
uxx

)
− τ

2
(φx +

h+
2
φxx) + . . . ,

un−1/2(x+ α−) = u+ α−

(
ux −

h−
2
uxx

)
− τ

2
(φx −

h−
2
φxx) + . . . ,

а затем выполним разложение с той же точностью значений функций φ:

φn+1/2(x+α+)=φ+

(
α+ux−

τ

2
φx+

h+
2

(
α+uxx−

τ

2
φxx

))
φu+

1

2

(
α+ux−

τ

2
φx

)2

φuu + . . . ,

φn+1/2(x+α−)=φ+

(
α−ux−

τ

2
φx−

h−
2

(
α−uxx−

τ

2
φxx

))
φu+

1

2

(
α−ux−

τ

2
φx

)2

φuu + . . . .

Отсюда следует разложение для разделенной разности, входящей в (17):

∆φn+1/2 =

(
ux +

α+ d

2
uxx −

τ

2
φxx

)
φu +

(
2α+ d

4
ux −

τ

2
φx

)
φuu +O(τ2 + h2). (18)

Далее, разлагая в ряд левую часть корректора (17) и линейную комбинацию Lun, а также
учитывая разложение (18), дифференциальное следствие

(ut + φx)t ≡ utt − φxxφu − φuuuxφx ≡ 0

исходного уравнения (4) и очевидное тождество

φxx ≡ (φuux)x ≡ φuuxx + φuuuxux,

вычислим невязку схемы (16), (17):

ψ = (1− a+ − a0 − a−)u+ (α− h+a+ + h−a−)ux +

1

2

(
α2 − h2+a+ − h2−a− + τ

h+ − h−
2

φu

)
uxx +

τ

2

(
h+ − h−

2
− α

)
φxx + . . . . (19)

Первые три слагаемые разложения невязки (19) удается обратить в нуль, выбрав коэф-
фициенты линейной комбинации из однозначно разрешимой системы условий:
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a+ + a0 + a− = 1,

h+a+ − h−a− = α, (20)

h2+a+ + h2−a− = α2 + τ
h+ − h−

2
φu.

Последнее же слагаемое невязки (19) в общем случае не равно нулю. Оно определяет вид
главного члена разложения погрешности и свидетельствует о первом порядке аппрокси-
мации схемы. Оно обращается в нуль лишь при уникальной связи между параметрами
схемы α = (h+ − h−)/2, которая геометрически означает симметричное расположение
узла верхнего слоя относительно крайних узлов нижнего слоя:

x+ α =
(x− h−) + (x+ h+)

2
,

или же тогда, когда одновременно и сетка равномерна (h− = h+), и шаблон прямой
(α = 0).

Тем не менее повышение порядка до второго и в общем случае оказывается воз-
можным. Для этого на шаге корректора требуется добавить поправочное слагаемое, ап-
проксимирующее главный член разложения погрешности с противоположным знаком.
Уточненная таким способом форма корректора (17) имеет вид

un+1(x+ α) = Lun(x)− τ∆φn+1/2 − τ

2

(
α− h+ − h−

2

)
Λφn, (21)

где Λ — обычный трехточечный разностный аналог оператора двойного дифференциро-
вания на неравномерной сетке. Схема (16), (21) аппроксимирует нелинейное уравнение
переноса (4) со вторым порядком по обеим переменным.

6. Косая схема бегущего счета

Рассмотрим схему, имеющую по два узла на верхнем и на нижнем слое:

(1− a)un+1(x+ α0) + aun+1(x+ α1) = (1− b)un(x) + bun(x+ h). (22)

Схема (22) обобщает на случай косого шаблона схемы с двумя узлами на каждом из
слоев, когда α0 = 0 и α1 = h. Будем считать, что при детализации сетки шаги по
пространству и времени являются величинами одного порядка малости. Тогда невязку
схемы можно представить в виде разложения

ψ = (A1 − r −B1)ux +
1

2
(A2 − 2rA1 + r2 −B2)uxx +O(τ3 + h3), (23)

где r = cτ , a Ak и Bk — следующие линейные зависимости коэффициентов схемы:

Ak = (1− a)αk0 + aαk1 , Bk = bhk, k = 1, 2.

Условие аппроксимации с первым порядком имеет вид A1 −B1 = r, или

(1− a)α0 + aα1 − bh = r. (24)

Решение уравнения (24) зависит от одного свободного параметра. Если за свободный
параметр принять коэффициент схемы b, тогда

a =
r + bh− α0

α1 − α0
. (25)
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При этом ПДП схемы (22) определяется последним слагаемым невязки (23) и имеет вид

∂U

∂t
+ c

∂U

∂x
=

(r − r0)(r − r1)
2τ

∂2U

∂x2
,

где

r0,1 =
α1 + α0

2
− bh∓

√
d, d =

(
α1 − α0

2

)2

− ĥ2, ĥ = h
√
b(1− b).

ПДП параболично, когда либо дискриминант d отрицателен, либо при положительном
дискриминанте r = cτ лежит вне отрезка [r0, r1].

Очевидно, что разность α1−α0 — это локальное значение шага сетки на верхнем слое,
а веса b и 1− b представляют собой доли левого и правого значения решения на нижнем
слое в линейной комбинации правой части схемы (22). Геометрический смысл положи-
тельности дискриминанта состоит в том, что половина шага верхнего слоя больше, чем
среднее геометрическое ĥ частей bh и (1− b)h шага нижнего слоя. Среднее геометриче-
ское ĥ может быть построено как длина перпендикуляра к временно́му слою из точки
x+ bh до точки окружности, построенной на h как на диаметре.

Из очевидного неравенства b(1− b) ≤ 1/4 следует положительность дискриминанта в
частном случае, когда шаг верхнего слоя больше шага нижнего слоя.

Следует заметить, что при приближении веса b от среднего значения b = 1/2 к край-
ним b = 0 и b = 1 среднее геометрическое ĥ монотонно уменьшается от h/2 до нуля,
поэтому, начиная с некоторых значений b, дискриминант обязательно становится поло-
жительным, при этом условия параболичности ПДП приближаются к выше установлен-
ным условиям устойчивости чисто неявных схем на шаблоне “косой уголок”.

Еще одно свойство схемы (22) заключается в том, что если характеристика, исходя-
щая из точки (x+bh, t), пересекает верхний слой t+τ в пределах верхней грани шаблона,
т. е. между узлами x+ α0 и x+ α1, то a ∈ (0, 1), и оба коэффициента схемы на верхнем
слое положительны. В противном случае эта характеристика пересекает одну из боковых
граней шаблона и тогда a(1− a) ≤ 0.

При специальном значении веса

b =
(r − α0)(r − α1)

h(α1 + α0 − h− 2r)

порядок аппроксимации схемы (22) повышается до второго. Отметим, что для схемы на
шаблоне, имеющем по два узла на верхнем и нижнем слое, максимально возможный по-
рядок по обеим переменным оказывается вторым независимо от того, является шаблон
прямым или косым. В частном случае прямого шаблона (α0 = 0, α1 = h) второй по-
рядок реализуется для известной схемы “прямоугольник” с симметрично осредненными
разделенными разностями по времени и пространственной переменной.

7. Схема произвольного порядка аппроксимации

Аппроксимируем линейное уравнения переноса (1) двухслойной неявной схемой на
косом шаблоне с произвольным числом узлов на каждом слое. В общем случае схема
имеет вид

Aun+1 = Bun, (26)

где операторы A и B определены на сетках xn+1 и xn соответственно:
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Aun+1
i =

J∑
j=0

aju(xn+1
i+j , t+ τ), Buni =

Q∑
q=0

bqu(xni+q, t),

t и t+τ — значения времени на нижнем и верхнем слоях, шаблон схемы имеет J+1 узлов
на верхнем слое и Q+ 1 узлов на нижнем, а коэффициенты схемы aj (j = 0, . . . , J) и bq
(q = 0, . . . , Q) определяются условиями аппроксимации уравнения переноса с заданным
порядком.

Зафиксируем произвольно внутренний узел сетки нижнего слоя x = xni , запишем в
нем схему и обозначим через βj и αq местные координаты узлов шаблона (смещения
относительно x):

xni+q = x+ βq (q = 0, . . . , Q); xn+1
i+j = x+ αj (j = 0, . . . , J).

Сетки считаются заданными, поэтому смещения αj и βq представляют собой известные
величины, при этом β0 = 0 ввиду выбора точки x.

Предположим, что имеет место естественный для гиперболического случая предель-
ный переход τ = O(h) при стремлении шагов сетки к нулю, где h — глобальная норма
пространственного шага. Значения смещений также имеют порядок нормы шага. Невяз-
ка схемы на решениях уравнения (1) имеет вид

ψ =
J∑
j=0

ajU(x+ αj , t+ τ)−
Q∑
q=0

bqU(x+ βq, t).

Разложим ее в ряд Тейлора в окрестности точки (x, t), удерживая слагаемые до поряд-
ка L, и воспользуемся следствиями дифференциального уравнения, выражая старшие
производные по времени через производные по x. В результате получим

ψ '
L∑
l=0

(−r)l

l!

(
L−l∑
k=0

Ak
k!

∂k

∂xk

)
∂lU

∂xl
−

L∑
l=0

Bl
l!

∂lU

∂xl
,

где
r = cτ, Al =

∑
j

ajα
l
j , Bl =

∑
q

bqβ
l
q, l = 0, 1, . . . , L.

Задавая естественное условие нормировки A0 = 1 и приводя подобные, получим систему
условий аппроксимации с погрешностью O(hL + τL):

A0 = 1,
l∑

k=0

Ckl (−r)kAl−k −Bl = 0, Ckl =
l!

k!(l − k)!
, l = 0, . . . , L. (27)

Так как Al, Bl (l = 0, . . . , L) выражаются линейно через искомые коэффициенты, то
условия (27) представляют собой систему (L + 2) линейных алгебраических уравнений
относительно J + Q + 2 неизвестных aj , bq. Отсюда следует, что максимально возмож-
ный порядок аппроксимации по обеим переменным на рассматриваемом шаблоне равен
L = J + Q, т. е. он на две единицы меньше общего числа узлов двухслойного шаблона.
Таким образом, несмотря на то, что в общем случае сетки не только не равномерны, но
и различны на разных слоях, максимально возможный порядок аппроксимации тот же,
что и для прямых шаблонов при равномерных сетках [9].

Следует заметить, что все рассмотренные выше примеры схем для линейного урав-
нений переноса являются частными случаями схемы (26), (27) произвольного порядка
аппроксимации.
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8. Результаты численных экспериментов

В качестве теста для решения нелинейного уравнения переноса (4) в промежутке
времени 0 < t < 1 рассчитано взаимодействие двух ударных волн в области с подвиж-
ными границами x0(t) = 0.5(1−cos(2πt/3)), x1(t) = 2+0.5t(t−3/2). Начальная функция
кусочно-постоянная со значениями: 3, 0 и −2 имеет разрывы при x = 0.25 и x = 1.25.
Точное решение представляет собой две ступеньки, которые перемещаются навстречу
друг другу со скоростями 1.5 и −1, соединяясь в точке x = 1 в момент времени t = 0.5 в
одну ступеньку, движущуюся далее со скоростью 0.5. Расчеты проводились по простей-
шей явной схеме (5) и схеме предиктор–корректор (16), (21) на начальной сетке 20× 48
с последующим дроблением шагов по обеим переменным вдвое.

Известно, что классическая явная схема “уголок” для данной задачи была бы вообще
неприемлема в однородном виде (без применения противопотоковой ориентации) или
без искусственной вязкости, так как в ней параметр Куранта меняет знак. Косая схема
предиктор–корректор так же, как ее прямой аналог, тоже не является диссипативной,
поэтому в случае разрывных решений требует введения искусственной вязкости, прямого
сглаживания или модификации с использованием “приподнятого” промежуточного слоя.
По этим причинам в расчетах для обеих исследуемых схем проводилось стандартное
сглаживание по трем соседним узлам, эквивалентное введению некоторой искусственной
вязкости.

В левой половине рисунка 1 изображены расчетные профили решений в начальный
момент (ступенчатая функция 1), в момент встречи двух ударных волн (кривая 2) и в ко-
нечный момент времени (кривая 3), полученные на сетке с 80 шагами по x. Имеет место
хорошее совпадение положения скачков с точными значениями. Вблизи разрывов имеют-
ся осцилляции, довольно слабые для схемы предиктор–корректор и более заметные для
простейшей явной схемы. Представление об очертании расчетной области и конфигура-
ции разрывов дает правая половина рисунка 1. Расчетная конфигурация взаимодействия
ударных волн хорошо согласуется с точной картиной.

Рис. 1. Профили решения в разные моменты (слева) и численное решение uni = u(xni , t
n) (вид

сверху) в области расчета (справа)

На рис. 2 представлено в виде поверхности численное решение uni = u(xni , t
n) на сетке

с 20 шагами по x. На рис. 3 в несколько ином ракурсе изображено решение, полученное
на сетке с 40 шагами. В верхней части поверхностей видны осциллирующие возмущения
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за фронтом ударной волны, более заметные в расчетах по простейшей явной схеме, чем
по схеме предиктор–корректор.

Рис. 2. Результаты расчетов по двум схемам на грубой сетке

Рис. 3. Результаты расчета на более детальной сетке

Заключение

Таким образом, на модельном примере простейшего гиперболического уравнения по-
строены и изучены разностные схемы на косых шаблонах различных конфигураций.
Показано, что максимально возможный порядок аппроксимации схем в случае постоян-
ных коэффициентов зависит только от числа узлов в шаблоне, но не зависит от того,
шаблон схемы косой или прямой, равномерна сетка или не равномерна. Сформулирова-
ны условия параболичности ПДП для косых схем, необходимые условия их спектраль-
ной устойчивости по Нейману и геометрические интерпретации устойчивости в форме
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ограничений на расположение узлов шаблона относительно положения характеристик.
Показано, что полученные критерии устойчивости переходят в соответствующие клас-
сические условия, когда сетки верхнего и нижнего слоя совмещаются, т. е. когда косой
шаблон превращается в обычный прямой. Построены обобщения схем на косых шаблонах
на случай квазилинейного уравнения и проведены численные эксперименты, демонстри-
рующие их приемлемость для удовлетворительных расчетов задач с разрывами.
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