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Введение

При численной реализации математических моделей нередко возникает необходи-
мость получения более подробной информации о решении в некоторой подобласти рас-
четной области. При использовании согласованных сеток сгущение сетки в этой подобла-
сти приводит к необоснованному росту числа узлов сетки в соседних с ней подобластях.

Одним из способов избежать появления “ненужных” узлов является использование
несогласованных сеток. В этом случае более густая сетка строится только в той подоб-
ласти, в которой требуется подробная информация о решении.

∗Работа выполнена при поддержке Программы фундаментальных исследований ОМН РАН (№ 1.3,
“Современные вычислительные и информационные технологии решения больших задач”), Программы
президиума РАН (№ 15, “Информационные, управляющие и интеллектуальные технологии и системы”).
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Несогласованные сетки использовались, например, в работах [1–7]. В [1–6] разностная
схема строится для эллиптического уравнения второго порядка. В [7] дискретный аналог
для сопряженно-операторной модели задачи теплопроводности [8] строится с использо-
ванием MFD (Mimetic Finite Difference methods) [9, 10].

В настоящей работе дискретный аналог сопряженно-операторной модели задачи теп-
лопроводности, сохраняющий структуру исходной модели, строится на основе метода
опорных операторов [11–15]. В отличие от [7], разностная схема строится на регулярной
прямоугольной сетке. Это, по сравнению с [7], несомненно, сужает круг расчетных об-
ластей. Однако для областей, составленных из прямоугольников, предложенная схема
существенно проще в реализации, записывается в терминах приближенных величин для
исходных параметров модели (а не их проекций) и позволяет для диагонального кусочно-
постоянного тензора теплопроводности применять технологию декомпозиции области.

1. Формулировка математической модели

Рассмотрим математическую модель стационарной задачи теплопроводности. В об-
ласти x = (x1, x2) ∈ Ω = (a, b)× (c, d) искомые параметры:

u (x) — скалярная функция,
w(x)=(w1(x), w2(x))> и q(x)=(q1(x), q2(x))> — векторные поля (тензоры ранга 1),

удовлетворяют уравнениям:

R∗ w ≡ div w ≡
[

∂

∂x1
,

∂

∂x2

] [
w1

w2

]
= f(x), (1)

w = Kq =
[

k11(x) k12(x)
k21(x) k22(x)

]
q, (2)

Ru ≡ −gradu = −

 ∂

∂x1
∂

∂x2

u =

 − ∂

∂x1

− ∂

∂x2

u =
[

R1

R2

]
u, (3)

а на границе области — краевым условиям:

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (4)

Введем в рассмотрение пространства:

• H — квадратично суммируемых в Ω функций u, принимающих нулевые значения
на границе ∂Ω, со скалярным произведением

(u, v)H =
∫
Ω

uv dΩ ∀u, v ∈ H,

• H∗ — квадратично суммируемых в Ω вектор-функций w =
[

w1

w2

]
со скалярным

произведением

(w,q)H∗ =
∫
Ω

(w1q1 + w2q2) dΩ ∀w =
[

w1

w2

]
, q =

[
q1

q2

]
∈ H∗.

Сопряженность по Лагранжу операторов div w и −gradu следует из известного ин-
тегрального тождества (n — вектор внешней нормали к ∂Ω):
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∫
Ω

(u div w) dΩ =
∫
Ω

(−gradu ·w) dΩ +
∫
∂Ω

0
||︷ ︸︸ ︷

u(n ·w) dS.

Используя принятые обозначения, это интегральное тождество записывается в форме

(u, R∗w)H = (Ru,w)H∗ .

2. Расчетная область, сетки и конечномерные пространства

Расчетная область и сетки показаны на рисунке.

Рис. Расчетная область и сетки

Вертикальная линия Γ (прерывистая) делит область Ω на две части:

Ω = Ω1 ∪ Ω2.

В области Ω используются две сетки:
сетка ω для uh (черные кружки),
сетка ω 1

2
для wh и qh (серые и черные квадраты — середины соответствующих ячеек).

Серые кружки являются вспомогательными и в расчетах не участвуют.
На рисунке обозначены шаги используемой сетки. Для Ω1 они равны h11, h21, а для

Ω2 — h12, h22. Первый индекс означает номер координатного направления, второй —
номер подобласти. В рассматриваемом случае h22 = h21/2. В соответствии с этим каждый
нечетный (считая снизу) узел сетки ω, лежащий на Γ, принадлежит сеточной линии в
Ω2, но не принадлежит сеточной линии в Ω1. Тем самым, в этих узлах сетки в Ω1 и Ω2

не стыкуются.
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Введем в рассмотрение конечномерные пространства:

• Hh — пространство сеточных функций uh, определенных в точках сетки ω, прини-
мающих нулевые значения на границе ∂Ω и со скалярным произведением

(uh, vh)Hh
=

∑
(x1,x2)∈ω

uh(x1, x2)vh(x1, x2)h̃1h̃2 ∀ uh ∈ Hh, vh ∈ Hh,

• H∗
h — пространство сеточных вектор-функций wh =

[
wh

1

wh
2

]
, определенных в точ-

ках сетки ω 1
2

и со скалярным произведением

(wh, σh)H∗
h

=
∑

(x1,x2)∈ω 1
2

2∑
k=1

wh
k(x1, x2)σh

k (x1, x2)h̃1h̃2

∀wh =

[
wh

1

wh
2

]
∈ H∗

h, σh =

[
σh

1

σh
2

]
∈ H∗

h.

Во введенных выше скалярных произведениях h̃1, h̃2 означают шаги сетки в первом
и втором координатном направлениях соответственно. Они принимают свои значения в
каждой из подобластей. Для точек (x1, x2), принадлежащих Ω1 : h̃1 = h11, h̃2 = h21; для
точек (x1, x2), принадлежащих Ω2 : h̃1 = h12, h̃2 = h22 = h21/2. Для точек (x1, x2) ∈ Γ
первый шаг h̃1 = h11 + h12

2
, а второй h̃2 = h22. Наконец, для узлов (x1, x2) ∈ ω 1

2
, обозна-

ченных черными квадратами, h̃1 = h11, а h̃2 = h22.

3. Аппроксимация оператора R = −grad

Оператор R = −grad выбирается в качестве опорного оператора [11–13]. Его аппрок-
симация Rh : Hh → H∗

h определяется в каждой прямоугольной ячейке сеточной области
следующим образом:

[
qh
]
5

=
(
Rhuh

)
5

= −


1
2

(uh
4 − uh

1

h̃1

+
uh

3 − uh
2

h̃1

)
1
2

(uh
2 − uh

1

h̃2

+
uh

3 − uh
4

h̃2

)


5

=
([

R1h

R2h

]
uh

)
5

. (5)

В (5) для узлов сетки ω 1
2
, обозначенных на рисунке серыми квадратами, шаги h̃1, h̃2

имеют тот же смысл, что и ранее, для Ω1: h̃1 = h11, h̃2 = h21, а для Ω2: h̃1 = h12,
h̃2 = h22 = h21/2.

Для узлов сетки ω 1
2
, обозначенных на рисунке черными квадратами, действие опе-

ратора Rh определяется аналогичным образом. Разница состоит лишь в том, что в этом
случае h̃1 = h11, h̃2 = h22 и фиктивные узлы, обозначенные серыми кружками и участву-
ющие в определении действия Rh, заменяются посредством интерполяции по ближайшим
вертикальным соседним узлам сетки ω:

вблизи ∂Ω интерполяция по трем узлам вида

u
(
x2 +

h

2

)
=

3
8

u(x2) +
6
8

u(x2 + h) +
−1
8

u(x2 + 2h) + O(h3),
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в остальных случаях интерполяция по четырем узлам вида

u
(
x2 +

h

2

)
= − 1

16
u(x2 − h) +

9
16

u(x2) +
9
16

u(x2 + h)− 1
16

u(x2 + 2h) + O(h4).

4. Аппроксимация оператора R∗ = div

В качестве аппроксимации R∗
h : H∗

h → Hh оператора R∗ = div выбираем сопряженный
к построенному в предыдущем пункте оператору Rh : Hh → H∗

h:(
Rhuh,wh

)
H∗

h
=
(
uh, R∗

hw
h
)
Hh

. (6)

Конкретный вид оператора R∗
h может быть получен непосредственно из (6) с использо-

ванием формул суммирования по частям. Однако более конструктивным представляется
следующий путь вычисления действия оператора R∗

h.
Если ввести ei — ортогональный базис в Hh (в скалярном произведении (·, ·)Hh

), то
R∗

hw
h, элемент пространства Hh, может быть представлен в виде разложения по этому

базису:

R∗
hw

h =
dimHh∑

j=1

(
R∗

hw
h, ej

)
Hh

(ej , ej)Hh

ej . (7)

Используя в (7) соотношение (6), получаем

R∗
hw

h =
dimHh∑

j=1

(
wh, Rhej

)
H∗

h

(ej , ej)Hh

ej . (8)

В качестве базиса в Hh выберем систему сеточных функций e(x1,x2), каждая из которых
равна единице в одной из точек сетки ω, а во всех остальных точках этой сетки равна
нулю:

e(x1,x2)(x̃1, x̃2) =
{

0, (x1, x2) 6= (x̃1, x̃2),
1, (x1, x2) = (x̃1, x̃2),

∀ (x1, x2), (x̃1, x̃2) ∈ ω. Тогда значение R∗
hw

h в точке сетки (x1, x2) ∈ ω вычисляется
следующим образом:

R∗
hw

h(x1, x2) =
∑

(x̃1,x̃2)∈ω

(
wh, Rhe(x̃1,x̃2)

)
H∗

h(
e(x̃1,x̃2), e(x̃1,x̃2)

)
Hh

e(x̃1,x̃2)(x1, x2)

=

(
wh, Rhe(x1,x2)

)
H∗

h(
e(x1,x2), e(x1,x2)

)
Hh

e(x1,x2)(x1, x2).

Для всех точек сетки ω, исключая точки, расположенные на вертикальной линии сетки,
ближайшей слева к Γ, последняя формула дает (нумерацию точек смотри на рисунке):

(
R∗

hw
h
)
1

=
1
2

[
(wh

1 ) 6 − (wh
1 ) 7

h̃1

+
(wh

1 ) 5 − (wh
1 ) 8

h̃1

]
+

1
2

[
(wh

2 ) 8 − (wh
2 ) 7

h̃2

+
(wh

2 ) 5 − (wh
2 ) 6

h̃2

]
.

Для точек сетки ω, расположенных на вертикальной линии сетки, ближайшей слева к Γ,
выражение для R∗

hw
h более сложное.
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5. Аппроксимация тензора K и разностная схема

За аппроксимацию тензора K выберем оператор Kh : H∗
h → H∗

h, действующий по
правилу [

wh
]
5

=
[
Khqh

]
5

=
[

k11 k12

k21 k22

]
5

[
qh
]
5
.

Окончательно дискретная сопряженно-операторная модель задачи теплопроводности
имеет вид:

R∗
hw

h = fh,

wh = Khqh,

qh = Rhuh,

uh ∈ Hh, wh ∈ H∗
h.

6. Вычислительный эксперимент

Таблицы, приведенные ниже, содержат результаты вычислительных экспериментов,
показывающие второй порядок точности построенной разностной схемы.

Вычисления производились для области Ω = (0, 2) × (0, 1). Область делилась на две
равные части:

Ω = Ω1
⋃

Ω2 = (0, 1)× (0, 1)
⋃

(1, 2)× (0, 1).

В каждой подобласти строилась равномерная сетка: в Ω1 с шагами h11 = h21, в Ω2 с
шагами h12 = h22 = h21/2. Использованные шаги приведены в первых двух столбцах
таблиц.

Оставшиеся столбцы содержат различные характеристики ошибки

Zh =
[
wh, uh

]> − [w, u
]>

.

Здесь
[
w, u

]> — решение исходной дифференциальной задачи,
[
wh, uh

]> — решение
дискретной задачи.

В третьем столбце содержится норма второй компоненты Zh:

max
(x1,x2)∈ω

∣∣u(x1, x2)− uh(x1, x2)
∣∣ = maxu.

В четвертом — норма первой компоненты Zh :

max
[

max
(x1,x2)∈ω 1

2

∣∣w1(x1, x2)− wh
1 (x1, x2)

∣∣, max
(x1,x2)∈ω 1

2

∣∣w2(x1, x2)− wh
2 (x1, x2)

∣∣] = maxw.

В пятом столбце приводится норма проекции второй компоненты Zh на линию Γ:

max
(x1,x2)∈Γ

∣∣u(x1, x2)− uh(x1, x2)
∣∣ = maxΓ.

Наконец в последнем столбце — норма Zh :

∥∥Zh
∥∥
H

=

√√√√√ ∑
(x1,x2)∈ω

(
u(x1, x2)−uh(x1, x2)

)2
h̃1h̃2 +

∑
(x1,x2)∈ω 1

2

2∑
k=1

(
wk(x1, x2)−wh

k(x1, x2)
)2

h̃1h̃2 .
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В таблицах наряду со значением соответствующей нормы ошибки в скобках приводит-
ся порядок точности схемы в этой норме, рассчитанный по апостериорной информации
следующим образом.

Предполагается, что структура нормы ошибки имеет вид∥∥Zh
∥∥
∗ = C1h

p
11 + C2h

p
21.

Тогда ∥∥Zh
∥∥
∗∥∥Zh

2

∥∥
∗

=
C1h

p
11 + C2h

p
21

C1

(
h11

2

)p
+ C2

(
h21

2

)p = 2p,

и порядок точности схемы можно получить, вычислив

p = log2

(∥∥Zh
∥∥
∗∥∥Zh

2

∥∥
∗

)
.

Именно эта рассчитанная величина и приводится в скобках после соответствующей
нормы ошибки в каждой таблице. Вычисленный по апостериорной информации порядок
точности схемы соответствует второму порядку во всех используемых нормах.

Таблица 1 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти

K(x1, x2) =
[

1 0
0 1

]
, (x1, x2) ∈ Ω1 ∪ Ω2,

и точным решением исходной задачи

u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1 ∪ Ω2.

Таблица 1.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/10 1/20 0.8802× 10−1 0.2137× 100 0.1043× 10−1 0.1158× 100

1/20 1/40 0.2069× 10−1(2.08) 0.5404× 10−1(1.98) 0.2492× 10−2(2.06) 0.2765× 10−1(2.07)

1/40 1/80 0.5096× 10−2(2.02) 0.1348× 10−1(2.00) 0.6164× 10−3(2.01) 0.6837× 10−2(2.01)

1/80 1/160 0.1266× 10−2(2.01) 0.3371× 10−2(2.00) 0.1534× 10−3(2.01) 0.1705× 10−2(2.00)

Таблица 2 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти (“смешанные производные”)

K(x1, x2) =
[

2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω1, K(x1, x2) =

[
2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω2,

и точным решением исходной задачи

u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1,

u(x1, x2) = sin3(10πx1) sin3(10πx2), (x1, x2) ∈ Ω2.
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Таблица 2.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/40 1/80 0.1435× 100 0.7841× 10+1 0.3047× 10−1 0.3999× 10+1

1/80 1/160 0.3250× 10−1(2.14) 0.1880× 10+1(2.06) 0.7146× 10−2(2.09) 0.9256× 100(2.11)

1/160 1/320 0.7943× 10−2(2.03) 0.4662× 100(2.01) 0.1746× 10−2(2.03) 0.2273× 100(2.03)

1/320 1/640 0.1973× 10−2(2.01) 0.1167× 100(2.00) 0.4299× 10−3(2.02) 0.5657× 10−1(2.01)

Таблица 3 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти (“смешанные производные” и разрывные коэффициенты)

K(x1, x2) =
[

2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω1, K(x1, x2) =

[
4 2
2 4

]
, (x1, x2) ∈ Ω2,

и точным решением исходной задачи

u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1,

u(x1, x2) = sin3(10πx1) sin3(10πx2), (x1, x2) ∈ Ω2.

Таблица 3.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/40 1/80 0.1478× 100 0.1600× 10+2 0.4731× 10−1 0.8007× 10+1

1/80 1/160 0.3348× 10−1(2.14) 0.3820× 10+1(2.07) 0.1066× 10−1(2.15) 0.1853× 10+1(2.11)

1/160 1/320 0.8154× 10−2(2.04) 0.9464× 100(2.01) 0.2512× 10−2(2.08) 0.4549× 100(2.03)

1/320 1/640 0.2017× 10−2(2.01) 0.2364× 100(2.00) 0.5910× 10−3(2.09) 0.1132× 100(2.01)

Таблица 4 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти (“смешанные производные” и разрывные коэффициенты)

K(x1, x2) =
[

20 10
10 20

]
, (x1, x2) ∈ Ω1, K(x1, x2) =

[
2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω2,

и точным решением исходной задачи

u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1,

u(x1, x2) = sin3(10πx1) sin3(10πx2), (x1, x2) ∈ Ω2.

Таблица 4.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/40 1/80 0.1451× 100 0.7869× 10+1 0.3423× 10−1 0.4004× 10+1

1/80 1/160 0.3246× 10−1(2.16) 0.1871× 10+1(2.07) 0.6322× 10−2(2.43) 0.9267× 100(2.11)

1/160 1/320 0.7818× 10−2(2.05) 0.4601× 100(2.03) 0.1119× 10−2(2.50) 0.2276× 100(2.03)

1/320 1/640 0.1912× 10−2(2.03) 0.1144× 100(2.01) 0.1950× 10−3(2.52) 0.5666× 10−1(2.01)

Таблица 5 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти (“смешанные производные” и разрывные коэффициенты)

K(x1, x2) =
[

20 10
10 20

]
, (x1, x2) ∈ Ω1, K(x1, x2) =

[
2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω2,

и точным решением исходной задачи
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u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1,

u(x1, x2) = sin3(5πx1) sin3(5πx2), (x1, x2) ∈ Ω2.

Таблица 5.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/40 1/80 0.3313× 10−1 0.9375× 100 0.7459× 10−2 0.4905× 100

1/80 1/160 0.7961× 10−2(2.06) 0.2310× 100(2.02) 0.1421× 10−2(2.39) 0.1207× 100(2.02)

1/160 1/320 0.1931× 10−2(2.04) 0.5751× 10−1(2.01) 0.2613× 10−3(2.44) 0.3000× 10−1(2.01)

1/320 1/640 0.4699× 10−3(2.04) 0.1419× 10−1(2.02) 0.4899× 10−4(2.41) 0.7455× 10−2(2.01)

Таблица 6 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти (“смешанные производные” и разрывные коэффициенты)

K(x1, x2) =
[

20 10
10 20

]
, (x1, x2) ∈ Ω1, K(x1, x2) =

[
2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω2,

и точным решением исходной задачи

u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1,

u(x1, x2) = sin3(15πx1) sin3(15πx2), (x1, x2) ∈ Ω2.

Таблица 6.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/40 1/80 0.3902× 100 0.3153× 10+2 0.1012× 100 0.1578× 10+2

1/80 1/160 0.7446× 10−1(2.39) 0.6568× 10+1(2.26) 0.1673× 10−1(2.60) 0.3217× 10+1(2.30)

1/160 1/320 0.1767× 10−1(2.07) 0.1579× 10+1(2.06) 0.2981× 10−2(2.49) 0.7717× 100(2.06)

1/320 1/640 0.4342× 10−2(2.02) 0.3889× 100(2.02) 0.5214× 10−3(2.51) 0.1911× 100(2.02)

Таблица 7 соответствует вычислительному эксперименту с тензором теплопроводно-
сти (“смешанные производные” и разрывные коэффициенты)

K(x1, x2) =
[

0.002 0.01
0.01 0.002

]
, (x1, x2) ∈ Ω1, K(x1, x2) =

[
2 1
1 2

]
, (x1, x2) ∈ Ω2,

и точным решением исходной задачи

u(x1, x2) = sin3(πx1) sin3(πx2), (x1, x2) ∈ Ω1,

u(x1, x2) = sin3(10πx1) sin3(10πx2), (x1, x2) ∈ Ω2.

Таблица 7.

h11 h12 maxu maxw maxΓ

‚‚Zh
‚‚
H

1/40 1/80 0.1514× 100 0.8146× 10+1 0.6161× 10−1 0.4028× 10+1

1/80 1/160 0.3462× 10−1(2.12) 0.1944× 10+1(2.07) 0.1453× 10−1(2.08) 0.9287× 100(2.11)

1/160 1/320 0.8446× 10−2(2.04) 0.4831× 100(2.01) 0.3501× 10−2(2.05) 0.2281× 100(2.03)

1/320 1/640 0.2065× 10−2(2.04) 0.1199× 100(2.01) 0.8270× 10−3(2.08) 0.5677× 10−1(2.01)
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